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SULLA RIDUZIONE TEORICA
DEI DIAMETRI DEI PIANETI ESTERNI

Nota di EDOARDO PROVERBIO (*)

(Osseirvatorio astronomico di Brera)

Sumsary. — The importance of a very exact correction for the phase and the oblate-
ness of the Planets in the determination of the diameters and of the astrometric Right Ascen-
sions and Declinations is demonstrated. Successively the corrections for the defect of illumi-
nation and the oblateness in the spherical and ellipsoidical model for the outer Planets are
obteined.

Tables for to make casy the calculus of corrections at last are given,

ReEst Mz, — On demontre 1" importance d une correction rigoureuse pour la phase et
Iaplatissement des Planétes dans les determinations des diaméters et les observations astro-
metriques d'ascension droite et de declination. Successivement on tire les corrections pour le
défaut d'illumination ¢t l'aplatissement des Planétes externes dans le cas d'une Planéte sphéri-
que et ellipsoidigue.

Sont données enfin des tables pour faciliter le calcul des corrections.

1. — La misura del diametri dei pianeti ¢ dei satelliti assume un
particolare interesse per la meccanica e per lo studio delle figure di
equilibrio dei corpi celesti.

Essa permette la determinazione della densitd e di altri parametri
importanti per lo studio fisico dei pianeti.

Attualmente i diametri sia dei pianeti maggiori che dei pianeti mi-
nori e dei satelliti non sono conosciuti con sufiiciente sicurezza. .
Muller (') ed altri autori hanno messo in evidenza una differenza siste-
matica tra i valori dei semidiametri adottati dalle effemeridi e quelli
determinati in tempi pitt recenti mediante micrometri a doppia imma-
gine, o con il discometro i Camichel per i pianeti minori.

A Allo stesso tempo risultano molto incerti 1 valori adottati per lo

“schiacciamento. come ad esempio per Marte, mentre per altri pianeti

minori. come Urano, questo valore non & stato ancora adottato a causa
della non sufficiente attendibiliti dei dati a disposizione (*).

Risultano quindi di naturale interesse tutte le ricerche sperimen-
tali aventi come scopo la determinazione dei diametri dei pianeti e dei
satelliti.

(*) Ricevuta il 19 giugno 1961
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L osservazione sistematica dei pianeti e pianetini iniziata all’Osser-
vatorio di Brera nel 1959 comprende, tenendo conto delle precedenti
considerazioni, anche losservazione meridiana dei diametri dei pianeti
maggiori e minori,

I diametri ovizzontali o verticali osservati devono, com’® noto, ve-
nire successivamente corretti a causa della fase del pianeta che pro-
duce il cosi detto difetto di illuminazione

¢ = r (1 — cos i),

ove i rappresenta 'angolo planetocenirico tra la Terra ed il Sole ed »
il semidiamerro angolare geocentrico del piancta.
A causa delle posizioni reciproche della Terra e del Pianeta Pan-
oolo i ed il raggio » variano continuamente.
E' tuttavia possibile determinare il valore massimo che puo assu-
nere il difetto di illuminazione ¢ relativamente ad ogni singoelo pianeta.
Chiamando infatti 7 e d le distanze geocentriche del Sole e del Pia-
neta e con [ la distanza planetocentrica del Sole si ha
o P DR P
CO8 1 = o a4 ,
da cul, considerando le distanze medie 1) e [) costanti, si ricava nel
cago di 1 massimo

il coxtd i
s = — DT =0,
i a
¢ dalla precedente
g iy oz LA & )

Nella tabella 1 sono dati i valori caleolati di iy, delle distanze me-
die 1) espresse in unita astronomiche (1) = 1) ed 1 eorvispondenti valori
di (q/r)s ottenuti dalla (1), per i cingue pianeti esterni.

* . Taperra I
q, . T |
| D’ | Tu (q! I)M
B I
! |
Marte 1.5% ‘ . e 0.242
Giove ‘ 5.20 | 12° 0.019
Saturno 9.55 o 0.005
X Urano | 19.22 30 0.002
Cp—
l Nettuno 30.11 P 0.000,
!
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La grandezza dei rapporti ¢/r mostra che tenendo conto sia del-
Fattuale grado di precisione richiesta nelle osservazioni, sia delle pre-
cisioni con eni le effemeridi forniscono i valori dei diametri geocentrici
dei pianeti, i primi tre Pianeti sono senz’altro interessati a questo feno-
nieno. Per questi tre pianeti, in modo particolare per Giove e Saturno, ¢
necessario poi tener conto dello schiacciamento,

Nell'ipotesi semplificatrice che asse di rotazione del pianeta giaceia
sul piano perpendicolare alla visuale e sia determinato su questo piano
dal suo angolo di posizione [ ¢ facile caleolare il semidiametro appa-
rente orizzontale £ in Mnzione dell’'angolo di posizione, risulta infatti
da considerazioni geometriche

a® (1 — &)

2 ——
1 — /h cos? P’

o

dove o rappresenta il semidiametro equatoriale apparente ed i ¢ una
costante legata allo schiacciamento a della relazione

I — b= (1 — &)

Nella tabella 1T sono raccolti per Gilove e Satwrno i valori caleolati
di 2/u e delle correzioni 2 (¢ — &) da apportare al diametro osservato
del pianeta per ottenere il diametro equatoriale in funzione dell’angolo
di posizione I espresso in gradi, tenendo conto dei diametri equatoriali
apparenti alla minima distanza.

La tabella 111 fornisce gli stessi valori relativamente al pianeta
Marte. Da questa tabella ¢ possibile valutare I'importanza che lo schiac-
ciamento pud avere anche per pianeti che, come Marte, vengono consi-
derati generahmente sferici,

Taptrra I1

GIOVE SATURNO
P __ L el e e i
Zla |2 (a—8) Zla 2 (a— %)
5 0.9995 0.025 0.9991 0.619
10 0.9978 0.110 0.9965 0.072
15 0.9950 0.249 0.9918 0.169
20 0.9914 | 0,428 0.9858 0.293
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Tapsrra IIT

MARTE
P
Zla 2 (a — B)
20 0.9995 0.013
40 0.9978 0.057

Poiche le effemeridi forniscono unicamente il valore dell’effetto di
iHuminazione ¢ senza tener conto dell’angolo di posizione € di questo
effetto e sempre nell'ipotesi sferica, cio¢ fornendo i valori dei semidia-
metri equatoriale e polare nell'ipotesi largamente approssimativa che
le estremita dell’asse di rotazione coincidano con le direzioni Nord e
Sud del disco del Pianeta, si ¢ vitenuto cosa utile e necessaria conside-
rare da un punto di vista rigoroso il problema della riduzione dei dia-
metri caleolati nelle condizioni pitt generali (%), e ¢ito al fine di disporre di
valori calcolati pit precisi da utilizzarsi sia per il confronto con i semi-
diametri osservati, che nel caso di determinazioni di ascensioni rette
del pianeti.

Siosono presioin esame separatamente il caso del pianeta sferico,
nel quale pud rientrare il pianeta Marte per valori di /2 inferiori a 207,
e successivamente il caso generale del pianeta ellissoidico a due assi
distinti.

PIANTTA SFERICO

2. — B consideri un sistema i assi cartesiani nello spazio con cen-
tro nel centro del pianeta nel quale la direzione positiva dell’asse 2
coinecida con la direzione Mianeta-Terra.

In questa ipotesi il piano .+ y coincidera con il piano perpendico-
Iare alla visnale e su questo piano 'asse r sia diretto positivamente verso
[il'Nord e I'asse ¥ verso st

Rispetto a questo riferimento la superficie sfervica del pianeta avea
per equazione

af oy 4 27 — p? (2)

(*) Le correzioni fornite dalle effemeridi sono utilizzate in generale per osservazioni
micrometriche equatoriali con le quali, in prima approssimazione, ¢ possibile determinare
direttamente, a meno del difetto di illuminazione, i due semiassi del pianeta,
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ove con r abbiamo indicato il semidiametro angolare geocentrico del
pianeta. Dal centro del pianeta il Sole sara visto in una certa direzione
ieul coseni direttori denominianio cos %, cos 15- cos v, con cid il piano
normale a detta direzione, cio¢ il piano di illuminazione, avra per equa-
zione

areos o 4y ocos B4 oz ocos v = () (3}

z=T

Fig, 1 b

Se indichiamo ora con @ 'angolo formato tra le due direzioni posi-
tive Pianeta-Terra e Pianeta-Sole e con ) = & 4+ 907 Tangolo di posi-
zione del punto di massimo difetto di illuminazione (figura 1) si puo
serivere

¢os @ — — s8in @ cos Q
cos 4 = — sin ¢ sin
CON: ¥ =008 % 4

per cui la (3) prende la forma
3= . lgdcos )b yledsin Qo (4)
Sostituendo il valore di » trovato nella (2) si ottiene infine
ATt e (0 eos? O - pf sin® O R 2 0y osin Q) ocos Q) =

che rappresenta Uequazione dell’ellisse di proiezione sul piano o y del-
Pintersezione del piano di illmninazione con la superficie del pianeta.
Ponendo infine nella precedente o = 0, e successivamente y = 0 si otter-
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rantto i valori dei ragei i intersezione dell’ellisse di proiezione rispet-
tivanmente con le direzioni Est-Ovest ¢ Nord-Sud,
Nel primo caso si ha
. m
.’/ = Ik = ] 'f-:-_)"__“ 1
1 4rgt i sin? @
in cui il valore positivo rappresenta il semidiametro orvizzontale calco-
lato corretto per Ueffetto di fase. La correzione da apportare al valore
del semidiametro riportato nelle effemeridi, cioé il vero difetto di illu-
minazione ', risulta quindi
, 1

¢ =7 — o= r(l = - e
{ ‘ [l - ég? 7 sin* Q )

Tanendo nella precedente () = =/2 &1 ottiene
i r(l - cos i) o,

ciod il valore del difetto di illuminazione fornito dalle elfemeridi.
Sviluppando si ottiene invece a meno delle quarte potenze in tg i

." . I
g — o, lgtiosen® =

¢ potendosi per lo stesso motivo scerivere

(3 o
9= =5 I,L(‘) [3

a meno delle potenze di quarto ordine in @ si ha per la differenza tra
le due corrvezioni ¢ — ¢ = g

A 1 B B

el fe? @ cos® Q)

r 2

Questo rapporto pud raggiungere, tenendo conto dei dati della

tabella 1, il valore di pareechi centesimi e quindi dimostra inportanza
notevole clie assume Vangolo di posizione ) ai fini «i una pin rigorosa
determinazione del difetto di illuminazione nel caso considerato.

PIANETA ELLISSOIDICO

3. — Le correzioni ricavate nel caso sferico possono essere utilizzate
con sufficiente approssimazione per il pianeta Marte, ma non visultano
di precisione adeguata per Giove ¢ Saturno.

1 necessario quindi esaminare il caso generale assimilando il pia-
neta ad un ellissoide di rotazione i cui semiassi angolari geocentrici
chiamiamo e« = b e ¢ (¢ > ),



SULLA RIDUZIONE TEORICA DEI DIAMETRI DEI PIANETI ESTERNI 9

Consideriamo il medesimo  sistema di assi coordinati  introdotto
nel caso sferico.

Se indichiamo con @ ¢ & le coordinate equatoriali geocentriche appa-
renti del pianeta si avrd per le coordinate equatoriali planetocentriche
della Terra

aT = iRO —l— o
dr = 5,

Nel caso generale in cui Passe di rotazione del Pianeta (asse po-
lare del Pianeta) non coineida con la direzione dell’asse @ chiamiano
@ e d le coordinate equatoriali di questo asse. Se indichiamo inoltre con
P e con I I'angolo di posizione e la distanza angolare dell’asse rispetto
al piano » y (figura 2) dal triangolo sfevico TRP, si ricavano le rela-
zioni

sin 1) = — sin d sin & — ¢cos d cos & cos (o — a),
cos I ocos PP = sin o ¢os & = cos d sin € cos (@ — a),
cos I sin PP = — sin (@ — a) cos d,

che permettono di determinare le coordinate I e [) in funzione delle
coordinate equatoriali el Pianeta e della direzione del suo asse di
rotazione.
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Rispetto ad un sistema di assi U, YV e Z in cui Passe Z coincide
con la direzione R del polo Nord del pianeta e la direzione positiva
dell’asse Y ¢ situata nel semipiano contenente le divezioni 7 ed R,
Fequazione della superficie ellissoidica del Pianeta risulta

(A 4+ 1Yy Z2

iy e = (5)

o
[

mentre le formule di trasformazione che permettono di passare dalle
coordinate ., y ¢ z alle nuove coordinate X', Y e Z prendono la forma

XN = (reos P ysin Py sin D — 2 cos D,
Vo= ycos P — rosin P,
A= (rcos P4+ ysin Pocos ) 4 2 osin 1

Sostituendo queste ultime nella (5), tenendo presente la relazio-
zione (1) e ponendo successivamente & = 0 ¢ y = 0, si ottengono le
relaziond

5 s b
¥ M- fu® i sin? Q F (F — ) |sin £ cos b 4+ sin D (g ¢ sin QP
(1]
5 at b
RS LU fg® i cos? ) 4 (a® — &%) [cos P eos D+ sin D otg @ cos QP

che forniscono i quadrati dei valori caleolati dei semidiametri orizzon-
tali e verticali dei pianeti nella approssimazione ellissoidica, tenendo
presente la reale orientazione dell’asse di rotazione del Pianeta.

Il primo termine del denominatore rappresenta Vinfluenza del-
Petfetto i fase nell’ipotesi sferica, il termine contenente solo le coor-
dinate e D costituisce invece la correzione dovuta allo sehiaceiamento
in assenza di effetto i fase, 1 termini misti infine rappresentano in-
fluenza che sull'effetto di fase viene portata dallo schiacciamento.

Questo ultimo effetto risulta in generale di Importanza minore
del primi due.

Poiche, almeno in generale, i denominatori della (11) possono essere
messi sotto la forma 1 4+ o, con o+ < 1, le (11) stesse ammettono uno
sviluppo in serie nelle potenze di », Utilizzando questi sviluppi, limitati
come in precedenza alle quarte potenze degli argomenti, gi perviene alle
seguenti relazioni che forniscono il valore del difetto di ilhuninazione
nel caso del pianeta ellissoidico relativo ai diametri orvizzontale ¢ ver-
ticale -

rf\’ g lf.,;“ ¢ 8in® ) + b T ]) Il.\[l] Poeos Db osin D Jgd sin @ 1 "

(11
" b - P N : , @5
(jx = 5 [Lﬁ:‘ i cost ) - (I - ”.‘) (ens P cos DU+ sin 1)ty i eos Q) |
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4. — Le relazioni (1), (11) e (1), (1T") sono suscettibili di essere
facilmente calcolate utilizzando tabelle c¢he forniscono direttamente i
valori dei termini principali delle relazioni stesse.

Per questo scopo sono state caleolate le tabelle TV, V. VI, VII, VIII
e IN. La tabella 1V a doppia entrata fornisce i valori di g @ sin ) ¢
Ly ©cos € in funzione dell’angolo i, di due in due gradi fino ad un valore
massimo di 187 ¢ dell’angolo (0 di dieci in dieci gradi da 07 a 907

La graduazioue relativa a ) a sinistra si riferisce al valore {g i
sin 6, quella a destrra al valore fy i cos ().

Per 1 valori di € superiori a 90 gradi ¢ sufficiente tener conto dei
seeni che nei vari  gquadranti assiumono le funzioni sen ) e cos ).

Analoghi criteri valgono per la tabella V., che da, sempre in fun-
zione di i e di ©, 1 valori delle espressioni 1 4 {¢* i sin® Q e 1 4 ty* i
cos® (), e per la tabella TV nella quale sono date le radici quadrate delle
precedenti egpressioni, e cioe direttamente i valori di y/r nel caso del
Pianeta sferico.

Infine le tabelle VIT, VITT e IX forniscono i valori delle espressioni

w, = sin )
wg = c0s I cos [ |
o, = cos D) sin P

in funzione delle coordinate equatoriali per i tre pianeti Marte, Giove
¢ Saturno,

I valori utilizzati delle coordinate equatoriali a ¢ o degli assi po-
lari dei tre Diancti Marte, Giove e Saturno risultano vispettivamente
per il 1960 (*)

@ == 31778583
T = + 54°6025
@y = 268°0125
dy = -} 545578

a = 3878395
dy = L 8393148

Le variazioni secolari di queste coordinate sono molto piccole, di
conseguenza i valori delle espressioni o, «, ¢ o; caleolate risultano
valide per un grande numero di anni.

Poiche la variazione maggiore i riscontra nel valore di a relativo
al pianeta Saturno. che aumenta di cirea 4% ogni dieci anni (la varia-
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zione di d in questo pianeta risulta dieci volte minore), se ne deduce
che, con sufficiente approssimazione, le variazioni di o, ¢ di @; si pos-
sono serivere in questo caso (%)

A oy

cos (o a) ¢os o Aa ;

Aoy, = — cos (a a) cos d sin & A A
la variazione Ae in radianti si ricava che per un pe-

Esprimendo
sempre in prima approssimazione,

riodo i almeno 10 anni si ha,

Aoy

< A 220 x.<

-

0,07
Risultato che conferma la conclusione precedente circa esiguita

delle variazioni dei valori o, se si considera che questi ultimi compaiono
nelle (1) unicamente sotto forma di quadrati o di prodotti.
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Taserra IV
tang i sen Q
\_‘ I ‘ ; s
i 2 4 6 ’ 8 10 12 | 14 16 \\
Q | | | L ' | y ,Q :
1 - \
0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 (]((}(]0‘ 90
10 ‘ 0.0061 | 0.0121  0.0183  0.06244 | 0.0306 | 0.0369 0.0433 | 0.0498 | 0.0564 80
20 0.0119 ‘ 0.0239 | 0.0359 | (.0481 @ 0.0603 = 0.0727 | 0.6853 | 0.0981 | 0.1111 70
30 0.0175 0.0350 0.0526 G.0703 | 0.0882 0.1063 | 0,1247 0.1434 0.1624 60
40 0.0224 00450 0.0676  0.0903 | 0.1133 | 0.1366 | 0.1603 | 0.1843 | 0.2089 50
50) 0.0268 00536 | 0.0805 | 0.1077 | 0.1351 | 0.1628 | 0.1910 | 0.2197 | 0.2489 40
60 0.0302  0.0606  0.0910 | 0.1217  0.1527  0.1841 | 0.2159 | 0.2483 | 0.2812 30
70 0.0328  0.0657  0.0988 | 0.1321 | 0.1657 | 0.1997 | 0.2343 | 0.2695 | 0.3053 ‘ 20
80 0.0344  0.0689  0.1035 | 0.1384  0.1737 | 0.2093 | 0.2455 | 0.2824 | 0.3200 10
90 0.0349 00699  0.1051 | ¢.1405  0.1763  0.2126 | 0.2493 | 0.2867 | 0.3249 0
| | |
i | |

(*) o, & contenuto nel termine

misto e risulta come si

& detto in generale piccolo.
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Taneria V
1 tang” 1 sen” Q
2 4 6 8 10 12 14 | 16 18
Q . Q
; 1 | |

0 L0000 | 1.0000  1.0000  1.0000 | L0000 | 1.0000 10000 | 1.0GC0 10000 \ 90
10 1.0000 | 10002 1.0003 | 1.0006 | 1.0009  1.0014 1.0019 | 1.0025 1.0032 | 80
20 1.0001 1.0006  1.0013  1.0023 | 1.6636  1.0053 | L6073 | 1.0096 1.0123 70
30 1.0003 | 1.0012  1.0028 1.0049 ‘ 1.0078  1.0113 | L0136 | 1.0206 | 1.0264 60
40 L0005 | L0020 L0046 1.0082  1.0128  1.0187 | 1.0257 10340 | 1.0436 ‘ 50
50 1.00607 | 1.0029 L0065 1L.0116 | 10183  1.0265 | 10365 1.0483 | 1.0620 40
60 1.0009 | 1.0037  1.0083 1.0148 | 1.0235  1.0339 1.0466 | 1.0617 | 1.0792 30
70 1.0011 L0043 L0098 | 1.G175  1.0275 | 1.0399  1.0549 | 1.0726  1.0932 ‘ 20
80 1.0012 | 1.0048  1.0107 | 1.0192  1.0302 | 1.0438 1.0603 | 1.0798 | 1.1024 10
90 1.0012 | 1.0049 | 1.0111 | 1.0198 | 10311 10452 | 1.0622 | 1.0822  1.1056 ‘ 0

1 tang” 1 cos® Q

Taperra VI
I tang” 1 sen® Q
i _ ; N
2 4 G 8 10 12| 14 16 18 | A
Q I | @™
0 L.OO0D | 1.0000 LO00OO | LOGOO 10000 10000 | 1.0006 100600 | 1.0000 ‘ 90
10 1.0600 | 1.0001 1.0002 | LOGG3  1.0005 | L0007 | LGCOY  1.0012 | 10016 80
20 L0001 | 1.6003 1.0006 | 1.0012 | 1.0018 | 1.0026 | 1.0036 | 1.0048  1.0062 | 70
30 LO002 | 1.6006 1.0014 | 1.6025 ‘ 1.0039 | L0056 | 1.G678 | L0102 LOL31 | 60
40 LOC03 | 1.0010 1.0023 | 10041 LOGGE  1.0093 10128 | 1.0O16Y | 1.0216 | 50
50 10004 | 1.0014 1.0032 | 1.005%  1.0091  1.0132 | 1.0181 | 1.0239 | 1.0305 40
60 1.0005 1.0018 1.0041 16074 | 10116 1.0168 | 1.0230 10304 = 1.0388 30
70 LOGOS | 1.0022 | 1.0049 | 1.0087 | 1.0136  1.0198 | 1.0271  1.0357  1.0456 20
80 LOO0OG | 1,0024 1.0053 | 10695 | 1.0150  1.0217  1.0297 | 1.0391 | 1.0500 l 10
090 1006 1.0024 L0055 | 1.0098 | 1.0154  1.0224 L0306 1.0403 | 1.0515 | 0
|
1 tang” 1 cos® Q




Taperra VII

%; — — sen d sin & — cos d cos & cos (&% —a)
i ' | | | | | | | \
"“‘-—\_,_f" 1h 2h | 3l 4h s5h 6h 7h gh | gh Ltoh | 11k 121
B L i I I I - .
I | 1 | i - | T B
MARTE
- +0.1364 +0.2545 4-0.3830 |+ 0.5133 -0.6363 |1-0.7438 --0.8284 +0.8844 4-0.9079 4-0.8973 |--0.8534 |4-0.7791
— 20 — 0156 -+ .1125 + .2520 4 .3933 -|- .5269 |- .6435 -+ 7353 - 7960 -+ 8215 -+ 8100 |+ 7624 -+ 6818
— 10 — 1671 — 0329 4 1133 + 2614 ' 4014 4+ 5236 — 6198 - 6835 |+ 7102 - 6981 | .6482 4+ .5638
0 — 3136 — .1773 — 0288 + .1216 + .2637 [+ .3878 - .4855 - .ss<)1|+ 5773 — 5651 |+ 5144 -+ .4286
10 — 4505 3163 | — 1701 — 0220 -+ L1180 |4 2402 -1 3364 -F 4001 | 4268 |- 4147 |4+ 3648 |- .2804
20 — .3738 — 4457 3062 = 1649 |— .0313 |-~ 0853 4 1771 + 2378 |+ 2633 -} 2518 |- 2042+ .1236
30 — 6796 — 6615 - 4330 — ,§(127‘ 1797 |— 0722 |+ 0124 - 0684 4 0919 |- 0813 - 0374 — 0369
GIOVE
— 30 40.5393 -}-0.6478 ‘Jrn.?zzt) —+0.7795 1 0.8138 - 0.8233i ~0.80753 ‘—:—().7675 ‘+u.7059 +0.6270 | +0.5361 -+0.4395
— 20 -+ .4258 -} 5218 ++ .6033 |+ 6647 4 7019 4 7123+ 6952 4 6517 - 5849 |} 4993 - 4006 |+ 2958
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