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Dalla moltiplicita degli asteroidi, dalla loro piccolezza e dalla conseguente impossibilita di
poterli continuamente seguire & derivata la necessita di costruirne apposite tavole, le quali per-
mettano, dentro un certo intervallo di tempo, di poterli riconoscere e ritrovare.

Se non che, le forti eccentricitd, le grandi inclinazioni delle orbite di questi corpi sul piano
dell’ecclitica, e, pia di tutto, la loro vicinanza a Giove, resero per molto tempo impossibile la
costruzione di dette tavole coi vecchi metodi: quando Hansen, con un nuovo procedimento da
lui proposto riuscl, almeno nel maggior numero dei casi, ad applicare il calcolo anche al moto
degli’ asteroidi.

La esposizione che Hansen ha data del suo metodo ne rende ai piu difficile, ¢ non poco, la
piena intelligenza. La cagione di cid, oltre che nell’analisi alquanto elevata talvolta, che ’autore
adopera, & da cercarsi in una tal quale prolissita che abbonda in tutti gli scritti di questo
illustre matematico. Non tutti gli sviluppi sono condotti nel modo pia semplice: molte sono
le formule dedotte anche laboriosamente e che hanno spesso pochissima, per non dire nessuna,
attinenza colla parte essenziale del metodo. Ognuno intende come al lettore debba riuscir fati-
coso il trovare, per cosi dire, il bandolo della matassa e il non lasciarselo mai sfuggir di mano,
distinguendo le parti essenziali o solamente utili dal puro sfoggio di potenza analitica; distinzione
che I’autore si guarda bene dal fare.

Ma non & tutto. L’autore nello stabilire le equazioni del moto adopera un ingegnoso artificio,
che, se guardato a posteriori, & molto semplice, posto a priori, come 1’autore lo pone, puod riu-
scire, in certe parti almeno, abbastanza imbarazzante per quel lettore che non afferrando a volo
il riposto pensiero dello scrittore, si domandasse, a cagion d’esempio, come possa, in una stessa
funzione, il tempo esser tenuto costante in alcuni termini, variahile in altri.

Tanto cio & vero, che lo stesso Hansen si lagna come il suo artificio, gia introdotto da 30
anni, non ancora da tutti gli astronomi, ad onta della sua semplicitd, sia stato capito (1).

Poste cosl le cose, di leggieri s’intende perché il metodo di Hansen non sia comunissimo
neppure fra i cultori dell’ Astronomia: cosa questa molto rincrescevole, perché esso pud rendere
realmente buoni servigi. Per ovviare a questo inconveniente non v’ & altro modo che esporre il
detto metodo con ordine, semplicitd e chiarezza. Un professore francese, M. Dupuy, pubblico
nel 1874 a Bordeaux una Exposition de la Méthode de M. Hansen, ma si limito ad una tradu-
zione quasi letterale, togliendo tutte le abbondanti ed inutili digressioni di cui sopra ho parlato,
e svolgendo la funzione perturbatrice col metodo di Leverrier, anziché con uno di quelli pro-
posti dall’ Hansen medesimo. ,

Per consiglio del signor prof. Schiaparelli ho studiato anch’io la questione nell’intento di

(1) . ... muss ich einen Kunstgriff anwenden, den worden ist, so einfach er auch an sich ist. Hansen-
ich schon vor fast 80 Jahren eingefiihrt habe, und der Kleine Planeten. Memoria 1%, n. 22.
bis jetzt moch nicht von allen”Astronomen verstanden
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e lo studio meno faticoso che sia possibile.
rendendo brevemente conto dei

esporre la dottrina Hanseniana in modo da rendern -
— Presento ora agli Astronomi il frutto delle mie meditazioni,
mezzi coi quali ho cercato di raggiungere lo scopo.
Essendomi convinto, anche dietro 1’esempio del sig 2
esposizione sullo stesso piano adottato da Hansen, ben poco di diverso poteva riuscire,

- s : A : . . el o e COMPreso
di rifondere il tutto in guisa che oltre ad evitare il menzionato ar tificio non semplff p )
me si potesse.

. Dupuy, che volendo condurre la nuova
Lo deciso

potessi svolgere la materia colla maggiore unitd, rigore e naturalezza che per
Per raggiungere questo scopo ho dovuto adoperare delle variabili che sebbene legate f"’ quelle
dell’autore, non sono ¢id non di meno le stesse. Gli sviluppi a cui sono stato condottf) rlen’fral'lo'
facilmente in quelli di Hansen, quando si tenga conto delle relazioni che legano le mie variabili
alle sue: cio & prova di esattezza negli svolgimenti. Inoltre, le variabili da me adop.erate con-
. servano al nuovo metodo lo stesso grado di applicabilitd pratica che rende tanto importante
il trovato Hanseniano. Si vedrd anzi che le nuove variabili si prestano con molta maggior facilita
alla costruzione delle tavole dell’ Asteroide, scopo ultimo di qualunque investigazione teorica.

Per ottener poi la massima semplicitd ho separato la parte teorica del lavoro dalla parte
pratica. — Nei grandi calcoli, come sono quelli delle perturbazioni, occorre continuamente
controllare i risultati che via via si ottengono, per scoprire immediatamente qualunque errore
eventuale e correggerlo subito, perché non influisca sui calcoli successivi rendendo alla fine il
male irrimediabile. Il metodo di calcolo adunque dev’esser corredato da un completo sistema di
controlli i quali consistono in gran parte in equazioni di condizione fra i coefficienti. Lo sviluppo
di tali equazioni non sempre & breve e semplice e d’altronde non aggiunge alcun nuovo lume

- alla teoria; percio, affine di non imbarazzare inutilmente 1’esposizione teoretica, ho relegato in
una seconda memoria, che fara seguito alla presente, tutto cio che & relativo a tali controlli,
riunendovi anche tutte le avvertenze pratiche date da Hansen, le quali nel corso del calcolo
tornano utilissime.

Mi restano a dire poche parole sullo sviluppo della funzione perturbatrice che si trova impli-
citamente compreso nel paragrafo primo di questo lavoro.

La determinazione dei coefficienti dei termini d’una serie ordinata per le potenze d’una va-
riabile e rappresentante una data funzione, si puo fare per approssimazione in diversi modi pin
0 meno comunemente noti: e siccome tale sviluppo in generale, non ha che fare colla natura
del nuovo metodo, cosi non mi rimarrebbe che o riferirne uno dei pitt comodi,
memorie originali (1).

o rinviare alle

Perd non posso tenermi dal presentaré, qui, nel 1.° paragrafo di questa memoria, i r
di alcuni studj da me fatti sull’argomento, acciocche gl’ intelligenti ve
alcun partito.

isultati
ggano se ¢’¢ da trarne

La mia intenzione & stata di poter calcolare senza spreco di lavoro nuovi coefficienti, qualora
ol . e . e . . 2
1 gl trovati si riconoscano insufficienti, mentre si sa che col metodo delle quadrature mecca-
niche in tal caso non resta che a calcolare altrettanti valori della funzione, o t

* ) ornar daccapo
con un’ altra divisione della circonferenza. Ecco ora in due par

ole i risultati ottenuti:
I coefficienti vengono dati sotto forma di frazioni di cuj i denominatori son

< e ] e 0 naturalmente
costanti epperd, noti una volta, servono in tutti i casi possibili.

(1) I migliori di tali metodi, oltre quello delle quadrature meccaniche,

sono quelli di Hotiel e quello del mede-
simo Hansen.
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METODO DI HANSEN PER CALCOLARE LE PERTURBAZIONI, ECC.

[ numeratori sono somme di prodotti dei valori della funzione per certe costanti rimarchevoli,
di cui anche i denominatori sono funzioni. Queste costanti hanno un’espressione analitica molto
semplice, essendo somme di prodotti di certi coseni presi 2 a 2, 3 a 3, ecc.

Calcolate una volta per tutte con sufficiente esattezza tali costanti, si calcoleranno col mezzo
di esse tutti i denominatori che nella pratica possono occorrere: ed allora con sufficiente rapi-
ditd possono aversii coefficienti. : : '

Cio. che resta perd a fare & il calcolo di tali costanti. Io ho adoperato una piccola formula
ricorrente, mediante la quale dalle costanti gia ‘calcolate si deducono le successive, ma aven-
dola provata, ho veduto che dopo cinque o sei applicazioni di essa, la sesta decimale non era
pit sicura. Occorre, dunque, trovare un’altra maniera per tale calcolo, la quale permetta di
giungere alla determinazione di tali costanti con sette cifre esatte, per lo meno.



§ 1.

SVILUPPO IN SERIE D’UNA FUNZIONE DI DUE VARIABILI COMPLESSE.

1. Sia
y=1I(2

una funzione d’una variabile complessa, #, essendo

=€

in cui p & il modulo, § Iargomento: & poi ¢ la base dei logaritmi neperiani ed d—\=—1
Dalla teorica di queste specie di funzioni si sa che ogni funzione finita e continua fra due

cerchi concentrici aventi il centro nell’ origine & sempre sviluppabile e in un sol modo, in
serie ordinata per le potenze positive e negative di 2. Si potrad dunque porre:

y="F(s)=3

n

An Pn einU (1)
e si tratta di determinare i coefficienti. Osserviamo percio, che
J‘Wei" _d(i =0 [T‘(ZG:QW. . (2)
— —7
Si moltiplichi 1a e=’ per la (1) avremo:

ye—i)ze):Aoe—inO+A‘Pe€(l—n)0_{_”._{_A"Pu_l_A_l P—le—i(1+n)0_|___”

~

Questa serie & convergente in ugual grado, peyché & continua (rappresentando essa la y che
¢ tale) ed & composta di funzioni continue: percio le si potrd applicare I’integrazione: quindi
integrando rispetto a 6 per p costante, per le (2) avremo:

(ﬂg/ en I omp" A,

7
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da cui, per la (1)

A= [T F()em"%a0

27 "
che da i coefficienti dello sviluppo della y.

9. Ma in pratica & il piu delle volte impossibile d
precedente ed & anche penoso l'assegnarne il valore approssima
in pratica che da con approssimazione i valori delle 4, per mezzo
della funzione che si tratta di sviluppare.

Supponiamo di prendere per unitd il modulo della variabile z; essa diverra:

eterminare il valore rigoroso dell’integrale
to. Indicheremo un metodo utile
di alcuni valori numerici

p=d" (4)
e lo sviluppo di y sard dato da
y=3B," (%)
ove, adesso, abbiamo: =3
B,,—_—% "F(g)e= ™ ao. (6)

=T

Cio premesso, supponiamo di sapere che nella (5) si possono trascurare i termini al di 1a del %°
e del (— %) allora essa riducesi al polinomio:

y= B0+ B] eiO +B2 621'0 + = —}-Bkckia

: ; ' ;
+B_, S +B_23—2zo Bl e +B_ke_7”0, (7)

Sia « un arco che determineremo in seguito: nella (7) si pongano successivamente per 6 i valori
_0=0, b=0a,  0=2¢,... O=Fko
=—a, 60=—20a, 6=—1"FL«

e si indichino con ¢,9;... 9. i valori di y quando 6 ha i valori 0, «,... k«, ecc. Si avrd
allora il sistema di 2% -1 equazioni:

k
= =X thne
Y= ‘217 Bn e

per h=0, +1, £9,... £k: e se si pone
Zzeia

il sistema diviene

k V
Yo = z B,. zfnh (8)

—k

pei medesimi valori di %. -
3. Per la risoluzione di questo sistema, occorrerd svolgere due forme di determinanti di
nanti di

cui una sara il denominatore e Ialtra comparird nel numeratore delle incognite. La prima di
queste forme & la seguente g prima di
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a’l_m, ag—-m s a;—m I‘
a[;—(m - 1), a;("';“ i a’i—(m— 1) 1
............... |
a5 Oy o =0 ‘
A= 1 T P

a, 423 a; |
ai a; a: _!

f
............... E
ali—-m -1 ] a;—m—l § T a‘:.‘—m—l i

Se dalla 1* colonna si pone ai” in evidenza, dalla 2* 4™, e cosi via, il determinante diviene

TR R |
: Qwrlly ek rp o . 0 .
2 2 2
myi — = a 123 P e T L"
(O g o v o ;) (1. .. q))
a;’—l at—l i a':'.—l

ove si & detto L, il nuovo determinante che & di forma molto nota. Ne indicheremo in breve un
modo di sviluppo, anche perché lo stesso metodo ci servird pure per la seconda forma di de-
terminante che dobbiamo considerare.

Pongasi in luogo di ciascuna colonna, tranne Pultima, la differenza fra essa e I’ ultima: ricor-
dando che

bm e o am
b - _— bm—l + a bm—? + ol + am—? b + am-—-l
si ha subito: ‘
1f SUSE NS A TRASaTmsten 3
(11 iy 2 SR S S S

L= (=)~ M (a,—a) | )0

-obmappen il Froter G oow . P
ot taaiT 4 aaitfai,. L.
Ponendo in luogo di ogni linea la differenza fra essa e la precedente, moltiplicata per a;, comin-
ciando dalla 2° si ha:

L= (—1)" 1_111 (@, —a) L;_, (9)

Applicando questa formula di riduzione successivamente, e facendo il prodotto di tutte le ugua-
glianze ottenute, osservando che L, =1, si trova

itim1) i1 I

L= ( = I)T 1117; I]L (Ch- e ah-l—l) (10)
e percio:
i—1 I
sy T 1L (0, — i)
Am,'i:(_l) 5 i (11)

m
Il,.a)
1

che da lo sviluppo della prima forma di determinante.
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B e i e e
O e e e

non differira dalla precedente altro

4. La seconda forma di determinante che occorreri,
che in cio: invece di avere la completa serie delle potenze

—m, —(m—1),...—2, —1,0, 1, 2...

i &t : i i i indichera con
manca una di dette potenze. Se si dice » Ja mancante, il determinante relativo si indic

A%Y:. Per h negativo avremo:

a—”l a—"l
1 S i
1 SR |
an_(h+” P
s o S (g
a oo Ol
=(-1) — ) 1 *
a, s (T
’ (m—h)
= e ST e 1 e Li
A;,]}): : — = (111)1—7) 1' - a;n 4 = (12)
T =L ”
, e . U3 I a” . 11 a
q ” ((111;—714-1 g a‘;n I A %
1 |
a, Ao ol OU; ) )
ay MO
a';—’" ((/f_m

ove L™ & il determinante L; ove manchi la linea avente le potenze (m—~n)"™. La (12) vale
naturalmente anche per % negativo o nullo.

Prendendo a svolgere in generale il determinante
1 [E |

T (07 Boaolsh;

= E il it

(R R

. a; 3

si opererd come nel caso di L;, salvo che invece di sottrarre dalla linea, (k+1)* la precedente

moltiplicata per a;, la sottrarremo, moltiplicata per af: si otterra allora

i—1
Lsk) — (——- 1)"_1 H,. (a»,.— a;)
1
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e scindendo questo determinante avremo :
il y 3
Lﬁl") — (_‘ 1)‘“1 Il, ((l,. T (,l,') [Lf’l__ll) "‘i“ u; LE’Z]] . 8 (1 )
1

Questa formula di riduzione vale in tutti i casi, se si conviene che sia

LEH—0, Lfm—o (14)
cosa accettabile, perché nel determinante che trattiamo non possono esistere le linee con potenzs
t+1 e —. Che poi la (13) col mezzo delle (14) valga in ogni caso, si verifica agevolmente.

5. Ponendo nella (13) per 4, 1—1, ¢—2 ecc. e per /& i valori che via via si presentano,

ciog a dire applicando la (13) allo svolgimento dei determinanti che compariscono nel secondo
i—1
membro della stessa (13), con successive sostituzioni, scrivendo per semplicita II in luogo di

i—1
(— 1) "I (4, — a,)
1

ecc., si troverd, essendo © un intero minore di i:

e e Fol- 2 i ) B
IS ] (k—aw) g Y (ol Vg it ) =
Y e | %Li_,ﬂ —k[l]Li_w -{[2]1,,_0) it ¢ 2
A (15)
(O] 3 s ® )
(k—w=+1r) PR \
'_'L[fr:lL"“"’ — SR \_o;]hi“"i )
in cui, in generale l’”] indica la somma dei prodotti delle ultime o quantitd a,, a,, ... a;, prese

7 ad 7 in tutti 1 modi possibili. Si noti che la precedente ¢ vera sempre, e si & potuta ottenere
senza restrizioni, mercé le fatte convenzioni, le quali, per conseguenza, valgono anche nella (15).
Facciasi in essa o =17-—1, essa diverra:

i1 i2 1 . | - 1—1 i -
G S el . . Tl z LR »{-[ ]L‘{‘—'*'”+.[ ]L‘."‘ il
R Y [ i— 17 ru
+[5 g [ o]

Ma, per le nostre convenzioni (13!, delle L del 2° membro della (16 suranno solo diverse
da zero quelle per cui sia

) (16)

k—it+r4+1=1, k—ifs4+1=0
da cui
7:'&—/1/; S_—_*Z.—lx:-—‘l;

e allora la formula si riduce a

LﬂkJ:"hl "ﬁﬂ..ﬁi[ij;]]ﬂ%_}[ 1—1 ]Ltlmi_ (17)

1—k—1
Ma, com’é facile verificare:

TS '
o ricordando la (10) avremo

oy ([i—1 i—1
LE)”I"'E[i—-k]JF“’ [z‘,——k——l]z )
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Tenendo poi presente il significato del simbolo [], si ha in fine

Lﬁ"’:[ i J[’" (19)

i—Fk

Richiamando infine le (10), (11), (12), cambiando in quest’ultima (12) % in — % si ha Sl.lbitO:

' /L ?; (2 O)
T A ;
Am,z I:i h m] m,i

che ¢ infine 1’espressione’ della seconda forma di determinante che adottammo sin da principlo;
P

ed ove, conforme a cido che fu posto, L._]:_m] rappresenta la somma dei prodotti delle ¢

quantitd a; a;. .. preée t—h—m ad ¢ —h—m.
La precedente vale anche per valori estremi di %, convenendo che [:}]= 1=
6. Veniamo, cid posto, a risolvere il sistema (8), in cui % prende ordinatamente i valori:
-k, —(k—1),... —1,0,1,... k—1, %

si vede subito che il ‘determinante dei coefficienti, &

Z—k':, z—k(k—l) £ P 21 ZL z?l.: e Zk(k—l) Zk
e, o=l oEdonl Tyt B g1
I I B S (4 (Con i T R O (21)
vy
gee ket aig AR o=l
G, bR S ) bt iie F gl p=h

giacché questo determinante & della 1* forma, 4,,., svolta al n. 3. In esso abbiamo

I k+1 — .
G—Fy ay—s e 0 — Gp1=1, @ =2 Loa=2z" (22)
eppero:
m=1l, 1=2k-++1.
Ma adesso si ha per-le (22)

i
ay=1
L

e quindi la (21) in forza di (11), diverra:
3 L R
i e e e (23)

giacché
(2% +1)2%
(=11 |1k
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la (23) ci dird a qual condizione debba soddisfare « che entrs in #, affinché 4,54, non sia
nullo. Per cio & necessario che alcuno ‘dei fattori

zk—r—}-l 3 zk—h

sia nullo: ossia (essendo z =¢") che si abbia

eioc(/u—r-}-l) £ 8ia(k —) "

Ma cid esige che sia (essendo 7 un intiero)

alb—r+1)=a(k—h)+2m=
oppure:
a(h—r—41)=2mm=.

Dunque perché la (23) non s’annulli, occorre che « sia incommensurabile colla circonferenza :
0, in pratica, almeno tale che, oltre ad esser primo con 27w, nessuno dei multipli di « che dob-
biamo considerare sia contemporaneamente multiplo di 27, giacché allora non sard tale nep-
pure (A—»--1)«, che & la differenza di due di quei multipli.

7. Si determini ora una incognita qualunque del sistema (8) per es. B,. Il numeratore di
essa ¢ manifestamente:

g e = = 2
27" Y A T R Rl
PR z-(k—l)(r-}-l)F_(k_l)z-(k-—l)(r—b' Rt T B )
............... e L. N
gk = (1) ARG P T P
Fp== (24)
1 1 F, il 1 1l 1
& g I, i z 18 i a2s”
X o g - 3 — - '2
L BE e Sl T, =8 i sl SRl Al e R

od, ordinando rispetto agli elementi della colonna (k—» --1)":

Lr=(_1)k—r{F_kX Ic_F—(k-«l)X—(k——Y) +.- . i Iﬂ_]X_l :F -FOXO iFle.- .

(25)
o _Fk—le—l +'Z’79Xk}

ove le X sono evidentemente determinanti della forma indicata di gid con 4%, e svolta al
n° 5. Nel nostro caso le a sarebbero

;. : o
alzzl“ .._ak_r:zr—i—l’ ak—r—f-l:'eﬂ ...ak_,—__z, ak‘—‘_l (26
N, it )
= ~2 —%

Wppr — & 1, Wppa =— & e el — 8

ed &

m=—=ky 1—2k:

I determinanti in cui le @ hanno i valori (26) si indicheranno con A: in modo che avremo:

— Alow)
Xw sy Ak, 2k
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. : e : o e ti, intendiamo
ferme rimanendo le altre notazioni. Se poi, analogamente a cio che si fece avantl

) 5
con [SZJ la somma dei prodotti delle quantita generali:

= —(@i-1) =1 1 i—1
g R e (il (e an R SR e

esclusa 2", prese s ad s, si troverd, applicando la (20): .

«

2k 2%
Xw — [2 eetessa. k]rz\k, %= [79 e (o],. Az, o -
La (25) diviene quindi:

2k 2%k 5 2k] . ‘ 9
Lals 1}7;_,.5[2 laJ.F"k ‘[2;;— 1]!“""’*"" [ 1 ],-Z'k“Jr F‘i\ =3 S

ricordando che si pose [Z) l: 1. D’altra parte, si osserva che il determinante (21) non & che il

(24) in cui in luogo di
F—-k, 1’1_(;‘;_])... F_l, .Zwo, F} ---Eg—-l, -Fk
sl ponga:

—Tr —(fe— = Te—1 Er
Ot D e | B S

epperd applicando a 4 4. lo sviluppo fatto a L., si trovera:

s 5 2k 5
Infine, siccome
L,

g, o1

B.—

per le (27), (28) abbiamo:

7 2k 5 2k
[‘)7-] i [YR0 L s 1) e
o — 2 % : r A T g (29)
! 2k el 2% g 2k St | g
2% | 2%k —1], o =

formula che da il valore del coefficiente ignoto B3,; e gli altri si deducono da questa dando ad #
tutti 1 valori da (—*%) a (%).
8. La questione & cosi ridotta a calcolare le somme dei prodotti delle quantitd

P
&

e s e | T R (30)

prese 1 ad 1, 2 a 2,...2k a 2k GCio si ottiene facilmente, quando si sappiano calcolare dette
somme relative alle quantita

iy e e e S e ST I P (31)
somme che indicheremo con

E facile vedere che abbiamo:

[2k]  [2k—11 - 2k —1
| S ]"—— L S ]ir_i—z l =1 ]:t‘r. (32)
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2k— 1
m

[270—1 | 2k—1
g | R o et sy ok

Infatti le somme rappresentate da questi simboli, hanno lo stesso numero di termini, come sap-
piamo dalla teoria delle combinazioni. Si osservi poi che facendosi, ad es., le combinazioni m
ad 7 delle (31), se un gruppo & (¢"#°...), fra gli altri gruppi si troverd certo anche (27727°...)
cogli esponenti contrari ai primi. Cid> & chiaro dalle (31): se in esse vi & p. e. £ vi & pure
2= - reee.

Basterd quindi calcolare le quantita [ ] per m qualunque. Dico intanto che
2572

s : e A |
Cio posto, se uno dei termini di [ ”q ] & p. e. (¢"2"...) ve ne sard uno, che dico X,
* Jt
— 2k—1 i : ; .
fra quelli di Bheil)—s formato dai rimanenti elementi (31): si avrd dunque
e o [

(e s X=—1 day_cuie X=: (2302t f

Ma si & detto che (¢ 2™...) & pure termine di [2 ks_ 1J ; dunque tutti i termini di
£t

2k—1 i Wi di 2k—1 % 2, ¥ = .
(= 1j—s i uguaglieranno quelli di : o eppero st avra, come si & detto:

[2 = IJ :Lwﬁ?)l—s]i,. (38)

; ; : 2 k1
il che riduce alla meta il calcolo da farsi per ottenere le [ ]LS ] :
-4

Inoltre queste /quantitd si riducono a somme7di coseni, giacché s’¢ visto che se vi & un
termine

zm Zﬂ s oo zm+""' 5 eioc(1n—|-n—|—...)
vi sard anche 1'altro :
g—m P ey Z—(1n+n. 50 — e——ioc(m+az+ S00)) -
T da osservarsi ancora che
i o
. +9 A

e che per far valere sempre la (32) converremo che

¢ £ 90
se 1 >2k—1.
Sostituendo la (32) nella (29), e badando alla (33), si trovera con semplici operazioni:
2k—1 2k—1 2k—1 _J2k—1

/ 2k--1 - C[2k—1 ; 2k—1 . _J2k—1 ;
Gk,r_—[ 1 :LrG 7c—1,r+[ 9 ] e Gk—2,7_"' i[ Jo—9 J :H'G— 2,7 +[ T—1 :l:rG 1,r

»

B,= (35)
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ove si ¢ posto, in generale:
Gro=0427"0,  Gi.=0 4279
essendo:
0, = ——'F_(z_l) . (p_; =F_z'—17(z,1) } (36’)

y A=) ’ e 75 1_1),~'
({)ll:zh — @—1)r (P =z 7’—2(

.[2k—1 ; tesse
9. Si tratta ora di agevolare il calcolo delle costanti [ X ] , le quali son le ste
%9

. : ; g . iranno sem-
per qualunque funzione da svilupparsi: epperd ridotte in tavole una volta, esse servira

pre. Cosi pure, il calcolo dei denominatori si fa una volta per tutte, giacché essi non conten-
gono la F.
Premettiamo, che se, date ¢ quantita:

(11, ag, dg ...d;
indichiamo al solito con [i] la somma dei prodotti di esse combinate » ad #; e se 2 quelle

quantitd ne aggiungiamo due altre a;,,, a.., & facile vedere, che tali somme di combinazioni
relative a tutte le ¢ 2 quantitd son date da:

[i _j_ 2]: [:] st e L T [7}_ ]] + i 07’+‘:[7._i_ 2]

e per applicare questa formula in ogni caso cioé ancor quando sia r=1, r=2, r=14-1,
=1 - 2, converremo che

HETE e

Dalla (37) con calcoli successivi si dedurranno le costanti che entrano nella (35). Infatti ora
gli elementi sono:

(37)

7 b R b a b e bR i e  (38)

Se ne prendano i tre di mezzo

e si calcoli
3

[1]=1+2cosa. (39)
% . |3 3 .|3 3 e : :

Cio bastera, perche o|=11 [ e Poi51=1s =1. Consideriamo ora le cinque quantitd delle

(38): |

T )

GRS A R S

e col mezzo della (37) ove @,y =2, a , =277 si calcolino

A

5

impiegando all’uopo la (39). Cosi conoscendo [ l]’ [g] si potranno colla (37) calcolare

3] [el [3 o
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prendendo sette quantitd centrali delle (38). Cosi continuando, dalle (40) si dedurranno

9 9 9 9
T 12, 13y [ 4
2 k—1 o [2k—1 2k —1
1 P T 1 < P BV ] 3

che sono tutte le costanti del numeratore e del denominatore della (35). Le &, @ sono agevo-
lissimamente calcolate, sicché la (35) sard conosciuta.

e in fine si glungera a:

Giova osseryare, che nel nostro caso, la (37) & sempre reale, giacchd nel calcolo testé indicato,
i due nuovi elementi presi da (38) che ogni volta si introducono sono di forma 2, 27"

la (37) diviene:
[ _1_9] [-]_i_gcosua[ 11] +["_@._Q]

Osserviamo ancora, infine, che calcolato B, si ha subito il valore di B_, (*) :giacché essl 8ono
conjugati, com’ & facile assicurarsi: sicché dunque basterd calcolare B,, B,,... B;. :
10. Risoluto cosi il sistema (8) che indicheremo simbolicamente con (B,), pud darsi che i
coefficienti estremi B, B_, non sieno tanto piccoli da farci ritenere trascurabili e successivi
Biys, B_gqat anzi pud esser necessario calcolare questi ultimi, e con maggiore approssimazione
i precedenti. Cid si otterrebbe teoricamente risolvendo il sistema (B,..): ma noi senza tornar
da capo, dedurremo i nuovi valori dei coefficienti da quelli che or ora abbiamo calcolati. Se indi-

chiamo con B'i valori delle B dedotte dal nuovo sistema (B;..), la (35), ove si muti & in k-1
ci da

2k-4-1] 241 | 2k+1 2k 41
G,_,_*_,’,,—[ ll‘f— J G'k,r—f—[ ;f‘ J (s S i[l-/——*—l ] Gg’,,¢[ :‘ J G
+r < B0 - =r +9 .
’ o ¥ : i (41)
' 2k +1 ; 2k+1 / 2k 41 v [2k41 1
,L.H,,.-[ % L)'G,w,—{-[ i JF'G,‘,_,,,_—...ilkjl ]:‘G%M.[ 3 JHG,,,

Ora della (37) si ha:

241 2k —1 : . ‘2/.:-—1] [2]5—1]
= 2 k-+1)a :
[ < ]H { 5 Lr+ cos (k4 1) [8_1 ir_l_ o (42)

&

y eppelo

Br—

Sviluppando colla (42) i termini della (41) e tenendo presenti le (33), ecc., si ottiene:

ria2608(k 1) o B, — X, i
" %cos(kF1) 2 Q,— Y, (43)

ove le P,, @, son rispettivamente numeratore e denominatore della (35), epperd son quantitd
gia calcolate: X, Y, hanno i valori:

: 2k-1 2k-1
Xr= { Gl;—(—l,r i Glr—] » '—[ ] {Gk,r + Gk—g,r} + e [ =9 ] [GS,:' % Gl,r} - [ Pyl ] {Ga,r + Go, o
4 j:), 1 j:
2%k-1 2%-1
1G7+1»+GI 1') {Gx1+Gl—2,j+ e : {11;+G:,r}$ y ‘G 70v]
4 ]i)'— 2 J ]v" 1 o
(*) Nel caso in cui la F' sia reale, perché allora F'_= F}. Cid avviene appunto nella funzione perturbatrice e
derivata.

3
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giacché & facile assicurarsi che

G, =—G0Gs,,, G, =—G,,
e se, inoltre, si pone:
Hl=Gy -G, - o Hfp—= @b Gy
le precedenti divengono:
X,=Hk+x,,.—[gkl_l]v_.ﬂk,r-%[M;l] _E:—:.,-—---i[gkk__—gl] | H"”‘¢[21f:11] th
HE = £ =

2k —1 2k—1

Y’r =5 IJI’;-{-I,P_ [ 1 ] .H;, » + [ 9

] ey
=7

: (44)

2F—1 o
[75—2} Hs,»
! =1

Dunque nella (43) le P, @ son gia note: le X, Y, son ricondotte alle solite costanti gia cal-

colate: quindi B,’ & subito calcolata.

Si osservi perd, che nella pratica tutti i calcoli si riducono alla ricerca dei numeratori sia
di (35) che di (43): giacché i denominatori essendo costanti saran gia ridotti in tavole per

valori di % sufficientemente estesi.

11. Merita una piccola osservazione lo sviluppo dei due nuovi coefficienti B,

/
— (k1) ©

Essi sono dati, intanto dalla formula generale (41), quando in essa si faccia »—=Z% -1, e poi

r=—(k-}1). Sard quindi:

2k L1
Gk+],7:+l_[ 1‘ ] Gk,k+l+---
Ax®-41)

2%k+1 , 2% 41
ot [ . + ] Gn,k—H -+ [ + ] Gl,k—]—l
k—1 =@+ ks £(k+41) .

-Bk-}-l =
+

2k41
G;:-l-],k-}-l'— [ v;f— J 54 Gllu,k+l + o
(k1)

; : .. [2F4-1
Si osservi ora che le quantxtﬁ.[ i ]
S (41

prodotti delle quantita

2k41

2 k4 1] ;
= (&H-1)

G T ;
| ]t(k-i—l) 2,k-4-1 I; 1,641

esprimono, per le nostre notazioni, le somme dei

R g R SR
: - : 2k4-1 e «
che si possono indicare semplicemente con s : quindi avremo:
2k +1 2k+1 2k
= Gk+x,l.~+1 o [ 1’" :‘ Gk,H—l “{" B [ 7&1—1 ] G?,k—i—l + [ ]_j— 1] Gl,,ﬂ_,
B PIESY 217 2e+1y., (=
G;»‘—i-l.k-f-l Ty l 1 ] k1 + o E [ I __:—1 ] ;.k-i—\ ?[ Ij— 1] ,l, 1

e in tutte queste formule le &, ¢, ecc. si deducono senza restrizione dalle formole generali

La B, si otterrebbe nello stesso modo, ma pué dedursi dalla (45) facendovi il cambi

di £24-1 in — (k1)

amento

Le (43), (44), (45) ci permettono dunque di passare rapidamente dal sistema (B,) al sistema

(Biqa) e dico rapidamente ossia senza spreco di fatica, giacche dal processo di questa

analisi
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si vede che il lavoro & lo stesso sia che si risolva il sistema (B:-1), sia che si risolva prima il
(Bi) e poi si correggano col metodo precedente i coefficienti per passare (quando occorra) al
(Bry1). Questo vantaggio non si trova nelle quadrature meccaniche ordinarie, com’ ¢ facile con-
vincersi. Infatti se i coefficienti trovati non bastano, con tal metodo, o bisogna calcolare un nu-
mero doppio di valori della funzione, o tornar daccapo con altra divisione della circonferenza.
In ogni caso v’ & uno spreco di lavoro.
Si capisce poi, che col medesimo metodo, si pud passare dal sistema (B,,,) al (B,..), ecc.
12. Sviluppata cosi una funzione ad una variabile complessa, bisogna svilupparne una con
due di tali variabili. Prima perd bisogna cercare la forma dallo sviluppo ed assegnare i coeffi-

cienti rigorosi: poi si passerd ad una soluzione pratica del problema, applicando il metodo svolto
sinora.

Sia
y=F(z 2)
una funzione a due variabili:

0

Aol gy =06

Considerando prima y come funzione di # soltanto, per la teoria gid svolta, avremo

F(z, &)= 3. B, ¢ (46)
ove )
< :
B,;=9+P,, TF(z, 2)e~ " d0. (47)

=T,
Ma B, & funzione di 2,: potremo porre:

\ 71,0,
dn 'Bn,n,e
—o0

'Bn=

essendo:

;o sl (+7 —in,0,
.B”’ ”‘ pa— '-Q—W—PIEJ _B”G dei

—/3

e ponendo in questa per B, la (47) avremo

+7 (47 . "
B,,,,,":(glﬁ),p—“p,_""f rJ " Fe, e)em "¢ M0 a0 an, (48)
-7 —T
e cosl la (46) diviene:
F(e,0)= X Zin, By, €11 (49)
—00 —®

che & lo sviluppo di F per una serie doppia, i cui coefficienti sono dati dalle (48).
13. Ecco ora, come si possono avere con approssimazione i valori numerici delle Bu,n, .
Stabilita la forma dello sviluppo, cioé la (49) si moltiplichino i due membri di questa per e—"'f’4
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7 Bl

essendo 7 un intero fisso, avremo:

0 o

i Sy S i 1 41,0,—=10,) 50)
& T (o, 0) =X i B 16 (
Jaeid ==

g ' : ) = a 0,, avremo:
dando ora a 0 un valore costante, moltiplicando per df, ed integrando rispetto a U1y

= : 1 (+m 24
z:an,rewo‘—"?ZE Iz 2)e “Y1.d9, (51)

T

—_—0

giacchg, gli unici termini dell’integrale del 2° membro della (50) ehe non si annullino in forza
delle (2) sono quelli pei quali & 2%, =7.

Ora, avendo dato a 0 un valor costante, la (e—% F) & funzione del solo 0,: quindi, pel metodo
esposto, si potra considerare svolta sotto la forma:

8'_;';-94 F(s, ) = M((;;)o ae z Mg,.)o 04
quindi per le (2):

. +7 L e 4 : § s
f "B (e, o)~ A0, =27 MY (%2)
—T -
e la (61) diviene:
En B‘)l, rciuﬁ == ]l_‘lg;; ~ (DO)
— o0

Dando a 0 successivamente i valori costanti

—la, —(k—1)a..., —a, 0;%, ..(k—1)x, ko
si avranno 241 equazioni come la (53), dal qual sistema col metodo sviluppato nei numeri
6-12, si otterranno 1 valori dei coefficienti

2 b >
B—]ﬂ,?‘, -B—(k—-l), RANCO D) -B—l,y' -Bo,r) Bl,r R L/.',r

che ritengonsi soli apprezzabili.

14. D’altronde anche alla determinazione di Mf)’;)o pud applicarsi il detto metodo dei numeri
6-12: giacchd ¢~"% F(z,21) per 0 costante, essendo funzione di 0i, potremo dare in essa a 0.
i valori

—ha...—a, 0, ... hx

e colla (35) cercare il valore del termine costante Bo che per noi rappresenta MS"’U.
)
Con cio, la determinazione delle B3, , avendo » un valore fisso, & ricondotta alle costanti

[2 m——]] [‘20)—]]
A ecc.
1 +n 2 +n

che si suppongono gia calcolate una volta per tutte.

Ogni valore di » fornisce un sistema analogo a quello derivante dalla (53): e cosi si h
quanti coefficienti si vogliono dallo sviluppo (49) cercato.

costanti [2 w—l] gia mnote.
S £

anno
Tutti questi sistemi si riportano alle
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Si noti che se F' & reale, come sempre avviene nel caso: nostro, basta considerare i soli va-
lori positivi di », giacchd i valori negativi darebbero delle potenze di ¢ i cui coefficienti sono
conjugati a quelli relativi allo stesso valore di  positivo. Infatti, se si & avuto

e(:tn-l—r)i
+ )i H oo ’ i { 3 2054
la potenza &*"~") per » negativo & di segno contrario alla precedente; ora i coefficienti di

potenze ad esponente contrario sono conjugate, e quindi noto I'uno & noto I'altro.

15. Si & detto che per determinare ng'},, bisogna cercare per interpolazione il termine
costante della funzione

. e~ "% F(s, 1)
e questo bisogna che sia fatto per tutti i valori di » che si considerano. Cio pud ottenersi in

una sola volta in questo modo. Dato a 0 il valore costante che deve avere in un caso, si svolga
F(2,21) per le potenze di ¢”* col metodo dei numeri 6-12, e sia p. e.:

F(2,2)=DBo+Bie" + B ...+ B,e™ ..
+B_1 g—ifh + B_Ze—ZiO. + o + B—r c*","‘“ _I_ 2

e quindi avute queste B, si avranno tutte le Jllsi)o per un valore dato di 0i poiché & chiaro che

(654)

MO =B ot (55)

Bisogna dunque fare tante volte lo sviluppo (54), quanti valori si assegnano a 0.

Per questo, occorrono tanti valori numerici di Z, quante unitd sono in (2%-1) (2% +1),
giacché per ogni sviluppo (54), si debbono calcolare 2/ -+ 1 ~valori di I, e tali sviluppi sono
2k—-1. Ma nel caso della funzione perturbatrice la cosa ¢ molto semplificata, poiché, vedremo
che la F prende la forma

F(0,0) = X7 (0)0.(0:).

Calcolando ora f(f) pei 2%-1 valori di 0 gia detti, e le ¢,.(0,) pei 2% -1 valori indicati per 01,
si avranno, per ogni termine della Y, precedente, solo 2 (k- /%--1) valori da calcolare e da
combinare fra loro. Vedremo di piu che i termini di detta Y, sono pochissimi; e i pi sempli-
C1881m1. : ! |

Si vede che il calcolo dei valori numerici di F non & eccessivamente grave. D’altronde, questa
¢ la parte principale del lavoro; giacché la risoluzione dei vari sistemi non &, col nostro metodo
molto penosa, poich® in tutti i sistemi i denominatori sono costanti e di gid calcolati, e nei

. 20 —1 A ;
numeratori entrano sempre le costanti p gid calcolate.
dxn

16. Avviene sempre, ‘che nei vari sistemi analoghi a quello che deriva dalla (53), i coeffi-
cienti da conservarsi non sieno in numero uguale di qua e di 13 di B,,. Allora bisognerebbe
calcolare molti termini inutili, il che porta il grave inconveniente di calcolare il sistema (54)
per pitt valori di 6 che non sarebbe necessario. Ecco come pud rimédiarsi a questo inconve-
niente. Sieno -

Tbpae H5, ot s o1 st & o
i coeflicienti da conservarsi, B, , sia il medio di essi: la (53) diviene:

iy iml i(m—1)0 jinl - 100
‘zug),)O—Bm,rc +Br)1—1,7' +"‘+Bn,r(’ +"'+Bp,rl’
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—inf

Moltiplicando per e~"", si avrebbe:

( ) it i!p—ﬂf'()
'MO';)Oe 4 =Bm,,.e1(m ) +""+Bn,1'+"'+B :7'6 g

—enb

Qui B,, @& il coefficiente di ¢" ¢ B,,, B, sono quelli di g% o quindi tenendo Me in
luogo di M noi abbiamo i nostri coefficienti senza spreco di lavoro. Note le M, & facile avere
(Me—in): ¢ d’altra parte, Vesperienza insegnando che per ogni valore di # occorre circa lo stesso
numero di coefficienti, si vede che calcolata la (54) per quel dato numero di valori di 0, non
avremo bisogno d’altro. Senza 1 artificio precedente, pi » prende valori crescenti, pit valori
della (54) converrebbe calcolare. =
Tutte queste semplificazioni rendono, a mio credere, questo metodo accessibile e anzi vantag-
gioso nella pratica. :
17. Termineremo indicando due controlli necessari per verificare prima il calcolo delle

costanti
[2 »— 1]
s =n

Fats s oolz ol (26)

e poi quello delle B, ,.
1.° Date le quantita:

se per un momento mettiamo da parte le quantitd 27, =" che sono fra quelle, per le nostre
notazioni, si avrd la eguaglianza:

2741 27—1 27—11 2¢—1
— 2 7
[ s ] [ S :L:r—}- 00810([8_1 J;{:r+[s_‘-2]_&r

il 1° membro indicando la somma dei prodotti di futfe le quantita: ed » essendo qualunque.
Questa relazione, che & diversa da quella che ha servito al calcolo di dette costanti, la quale

era di forma:
‘Zi-{-l] [‘2@'—1] : [2@— 1] [‘272———1]
= 2cos(2+1)
l sy s i,,—l— 1) s—1 3:,-+ s 1

- servira benissimo al detto controllo.
9° Per controllare i valori della B, ,, la cosa pit semplice & quella di rifare lo svolgi-
mento indicato al n.° 13, ma operando su 6 anziché su 0., e quindi poi dovrad operarsisu O
mentre 14 si operava su 6. E chiaro che i due modi di svolgimento debbono condurci agli stessi

-

valori di B,,. Questo controllo non & grandemente penoso, giacchd i valori della F esistono di
gia, e al-pit se ne potrd richiedere qualche altro: le costanti [2 ws—l] come anche i denomina-

tori sono di gia calcolati.



METODO DI HANSEN PER CALCOLARE LE PERTURBAZIONI,; ECC. 28

3]

§

STABILIMENTO DELLE EQUAZIONI GENERALI DEL MOTO.

1. Le equazioni generali che determinano il movimento di un pianeta, sono:

d2 x z adQ
Y ey S

@y, .y _ . do
ap T =L )
B0 ggi 5l = 8 50O

d 12 L 78 “de

ove &, y, # sono le coordinate cartesiane del pianeta perturbato, # il suo raggio vettore, ¢ il
tempo; e se si indica con 7 la massa del detto pianeta in parti della massa solare e con & la
costante di Gauss, abbiamo: '

L =Fk1 -+ m)

 rappresenta poi la funzione perturbatrice. Limitandoci ad un solo pianeta perturbatore, giac-
ché gli altri si trattano allo stesso modo, abbiamo :

1 2z +yy 22
LS el +y’./ o (2)
A )
e in questa 2’, ¢/, 2’ sono le coordinate del perturbatore riferite al medesimo piano fondamen-
tale a cui riferivansi z, g, # ; 7" & il relativo raggio vettore, e si ha:

7
m

(J.—_—- m
B=(@—2P+@y—y)4(e—2) : (3)

indicando m’ la massa del pianeta perturbatore.
D’altra parte il movimento di quest’ultimo pianeta sard dato dalle equazioni analoghe alle
precedenti :

a2 i v paniah ! g0 i @l
12 T PE T ST
dzy’ .y , dQ’

. iof 4
dil2 +/~ r'® L dy' ( )
dez’ g , 4o’

di2 Hi Fs K dz /'

essendo

5 ,[1 wx’—{—?/.«/'—f-m']
0 — ' = —
A

73
ed avendosi:
m

—14m

1 =2 (1 4 m) w’
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9. Proponiamoci adesso di trasformare le coordinate del pianeta ]
il cui-sistema sia mobile. Queste nuove coordinate saranno determinate dalle relazioni generali:
X=oazxto'yta's
Y—paotbyt+Es
A \II \I”
Z=%a4yy7e
ove, se o & I'angolo che la traccia di XY su zy fa coll’asse X, cont

quello che detta traccia fa coll’asse @ contato da quest’asse; e se infine 7 & 1’
due assi Z, 2, si ha:

perturbato in altre X, Y, Z,

/. (6)

ato da quest’asse: se O e
inclinazione dei

o = cosccosl) - senasenl cost \

(f =senccosf—cososenficosi |

y=senfisent

o'=cos senfl—senacosfcoss

(' =sencsenl+ cosscosfcosi (7)
v'=—cosfseni
o":=-—senaseni

("= cosasent
n °
Y’ =cos4
dalle quali discendono le relazioni:
# b By =1 ad Py Y =0 |
S FEETI=1 @ B Y 7 =0 |
"ZIIQ_-I_@IIJ_‘}_\"’".;:I 7'1 11!_{_‘(3/@"—}_."1 ‘1/":0 /

A et @ u’ B0 \
B B =1 Y ey ey =0
Y ArR=1 By R B =0

siccome ora il nuovo sistema dev’essere mobile ed esso & determinato dalle o, O, i, ne segue

che queste saranno funzioni del tempo da determinarsi nel modo che troveremo piit conveniente

_per la soluzione del nostro problema.
3. Bisogna ora occuparci delle equazioni differenziali a cui le X, Y, Z debbono soddisfare

per rappresentare ad ogni istante il luogo reale del pianeta. Dalle (6) si ha, in forza delle (8):
z=0o0 X+8 Y+y Z
gy=c X+ Y+ Z 9)
=o' X+ " Y+ Z.

Differenziamo due volte rispetto al tempo che & contenuto anche in «, {8, v, ece.; troveremo:

a*z *X do dX d*a a2Y dg dY a6
B CR 4 g 0% O X B +2 P AP
d % dt? + dt dt X di? S dt dt dt o ¥ d1? &

'z dy dZ a’y
T dt =2 At w4 dt
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d*y ,(Z X de' dX d*o Y ap d Y

ap
5 (), 7
die A el et sk dt +P a2 o2 di —{ K

dat

+

EZ. Ay 4Z @y’
G TR e

dd

d*z o aX do" dX ,d"’ " e dp" 4y dzB"
ar . ar S dt dt A dt* +6 de 25 dt dt |Y(”

n

ST dy” dZ d'y
= at SR dt " Zdt2 .

Moltiplicando la 1* di queste equazioni per =, la 2* per «', e la 3* per «” ¢ sommando: fa-

. o ’ . .
cendo poi lo stesso per {, £, ", e per v, Y, ¥, se si pone, per brevita:
dn , dn' . an”

[m, n]l=m —— i Tm W—}—m e

d*n , d'n' LA n”
My, N)=mMm———— -+ m —— L
() dt 25 dt st ae
troveremo:

dZ o d*y o d'z

AP v E gE Rt =

a*X . ay
= 2[«, B s Y-+ (a, V)7
7 2l Bl— ” %, 0) X (= Fe, 7)Z
(R T ) OOt
4 di? i dt i e (10)
7 17 aX
= 2Lt Yl 4208, A S+ 6, OY+E, NZ+E )X
= &
(22 , Ay niOies L
L ar e dt = de

(Zt* + [’ ](ZX_I_OL,F‘] dl +(fa Z+(H°’)X+ Y @)Y I

|
1

Inoltre, moltiplicando le (1) per «, «/, «" e sommando poi per [, (', ", e sommando, infine
per v, Y, v e sommando, tenendo presenti le (6) si trova:

2
o a’z

54 11
dt‘+ tw T g L

dQ , dQ A0
[ dz i dy £ (lz]

. . . . . . y ’ n )
e le altre due che si scrivono con sostituzioni di £, ¢, 8", v, ¢, ¥"ad «, &, «" e di ¥, Z
ad X. — Ora, avendosi:

e  dodx de dy _@Qﬁ
dX drdX " dydX ' dzdX

si ha ancora, per le (9)

dQ dQ , dQ SaQ
bk N N e
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e le due analoghe. Sostituendole nelle (11) e poi queste nelle (10) otteniamo le nuove equazioni

del moto:

rX X 24 a7 i s i)
TE &y 2, Bl 2l i e 9ol B Y s, DI gy /
/3 ) AR Rl Z N 2.9 e R TR s do  (12)
W+L7ﬁ_+2[[’v {]._(lt—+2[p’ /']W—l_(i‘)i (-’)1 +([’ x) 'Jf"(p'a ) L dY

aQ

27 L yopy, 99X oly, B GE +tr, N2+, AX+HWEAE=17
In queste, le o, 4, O sono funzioni arbitrarie del tempo.

4. Per determinare queste funzioni stabiliamo prima che il pianeta si trovi sempre nel
piano X Y, cio¢ che si abbiu Z=0. Con cid, due delle funzioni o, 7, 6 restano ancora inde-
terminate, poiché per la 3* delle (6) Z & funzione di ¢, 0, ¢ quindi Z==0 costituisce una sola
relazione fra s, 0, i. Per determinare le altre due di queste funzioni, poniamo le condizioni:

X((Z]—Z —+ Y%—% == )
X % -+ Y% =0 (13)
X0yl |
le quali coesistono colla condizione precedente Z=0, giacché essendo Z=10 possiamo scriverle :
p SR S
f% -+ Y%%— -+ Z% =0
:\%— B dd(( 4—2%77"—_—0.

Ponendo in queste le (6) e moltiplicandole rispettivamente per [«", «'], [«, «"], [, «], os-

servando che dalle precedénti si ha
[m, n]=—[n, m] [m, m]=0

si trova subito 0=0 in prova che il sistema (13) coesiste con Z=0.
Derivando dunque le (13) rispetto al tempo e moltiplicando poi le equazioni trovate per
«, o, «" e sommando, e cosi facendo per {5, &', " e per v, ¥ ¥", ricordando che [m, m]=0

avremo:
dY

X(e, @) + ¥ () 4+ [, B]=0
dt ’

=5 = aX

X, @)+ X6, B+ == [¢, «]=0 > (14)
ayY adY

X(‘]" 7‘)+IT(T7 p)'—*——’[\j” 7‘]_}‘_—[]'3 G’]:O
dt dt : /
‘ Ma moltiplicando le (13) per «, «', «” ¢ sommando, si ricava

[, Bl=—[8, a]=0 (15)
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Sottraendo ciascuna delle (14) dalle corrispondenti (12), badando a quest’ultima (15), e te-

nendo Z==0, otterremo:
X X dQ
=T g ok

dt? s dX ),

A Y dQ

o ey /(dy) (16)
dX’ ayY A9

Iy el e e [y Bl = (757) )

Le (13), (16) determinano ad ogni istante la posizione del pianeta nel piano XY, e la posi-
zione di questo piano, per mezzo delle cinque variabili X, Y, a, 0, ¢ alle quali abbiano ripor-

tato 11 problema. Nelle (16) il sxmbolo(l ) ecc., significa che bisogna fare Z=0 dopo la de-

X
rivazione.

5. Occorre ridurre ora le (13), (16), ad essere espresse per le dette nuove variabili indi-
pendenti, eliminando le «, @, ecc., per mezzo delle (7). Il sistema (13) puo ridursi alle due
equazioni:

(lall -r(lﬁll o
7 W_i—l T . (17)

[, B]=0
giacché in (13) sono due sole le distinte, ed invece di una di esse possiamo prendere la (15)

che deriva dal sistema medesimo. Ora derivando totalmente le (7) rispetto al tempo, e sosti-
tuendo tali derivate nelle (17) e nell’ultima delle (16), si trovera, dopo qualche riduzione:

(]J {Ysenf—}—Xcosc}tgx_ ; {Y cos 6— Xsena}
5 ,(E —__d_l}C Srﬂf_.. Gﬁ_@.gfl)r —]——COS"‘ sene (18
Nz e 1 Tl s e (lt( dé [ dt (18)
ds LEgs SLZO_
1t BR¢ dt

Il sistema & ora composto da queste equazioni e delle due prime (16). Risolvendo le (18) ri-
ds d9% di

spetto a — 7 95 0 ed unendovi le due prime (16) avremo infine le equazioni fondamentali
del moto relativo alle nuove variabili X, Y, ¢, 6, 4

& X piaks < ao’ \

e T e ((ZX)O ‘,‘

Y YigoehdQ |

aE T _'/‘((ZY) J

‘f; — A [Xoose-t Ysenr]( ) : (19)

db h ) aQ

oY T T — [Y cosc — Xsen ] (———-dz)

ds . db ,"

=C

dt - dt
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ove si & posto, per brevita:
= - dX (20
Xy~ '
di dt
ed ¢
re=X2| Y2,

6. Si osservi che le due prime (19) sono indipendenti da o, 6, ¢, poiché @ dipendendo
solo dalla distanza dei pianeti, non dipende dai piani coordinati: quindi le due prime (19) stanno
da s¢ e determinano il moto del pianeta nel piano XY. Le tre ultime relative a o, 0, ¢ de-
terminano il moto del piano X Y.

La stessa trasformazione di variabili pud poi farsi rispetto al pianeta perturbatore #:’ consi-
derato come perturbato dall’altro #2, o da qualunque altro pianeta del sistema solare; e cio
mutando le variabili 2, y', ¢’ in altre X', Y', Z', o', ', i’ legate fra loro dalle stesse relazioni
precedenti. Ponendo le medesime condizioni per la determinazione delle o', ', ¢, si ha un si-
stema perfettamente analogo al (19), ove si scambi @ in Q' e si pongano accenti alle altre let-
tere. Le formule di trasformazione saranno:

X =z +oyta" s
Y=pa'+0"y +6"4 (21)
Z=y,2"+vy+7"¢

e le analoghe alle (7) ove si pongano accenti a tutte le lettere s, ¢, 7, ed indici alle «, &, ecc.
7. L’integrazione del sistema (19) non sarebbe facile nel caso di grandi eccentricitay ed in-
clinazioni: occorrerd quindi trasformare ancora le variabili, fino a trovarne di tali che 1'inte-
grazione sia possibile anche in questo caso.
Sieno o, 0o, co i valori di 7, 0, o al tempo iniziale: alle cinque variabili del sistema (19)
noi sostituiremo le altre », v, 2, A, T legate alle antiche X, Y, o, 0, ¢ dalle relazioni:

X =7»cosv \
Y =1rsenv
= =senisen (5 wo) —sendosen (50 - @) /

A=sencos( - mo) —sen o Cos (70 — @)

€os 3 (1 —10)

tos (=) VR, e ]
:( 2 ) 083 (7 - 7o) gz ) /
e si vede che », v son le coordinate polari del pianeta nel piano X'Y.

Per effettuare la trasformazione, differenziamo due volte le due prime (22) rispetto a t; si
avra:

g "— Cos v s —rsenv s *dv ‘;ZU ¥
g Sl T ety g e 08 dt)

! d*r dv dr dv CRY
—— =senv ——- 7 cos v — e WU -
d# dt’ R d¢ -3 T iy, e 7senv(

—_—

at
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e si ha poi:

((ZQ _dodv  4dQ dr ‘ Sende-l—cosv@
dX), dundX - ldreadx" r do dr

((?0 a0 dov aQ dr _cosvdo e v
ay dvdY drdY  r dv <

(9]
Sostituendo questi valori nelle due prime (19), indi eliminando dalle risultanti prima -ZT— poi

do
e rimarra:
Ldzv dr dv do
R (ue“’wwﬂmg
dzr dv X dQ
e’ (d¢)+ %

dr

(23)

Per fare la trasformazionc delle ultime tre (19) si derivino rispetto al tempo contenuto in

3 ; p s ‘ditat idsdmdd
5, ¢, 0 le tre ultime (22): invece di _El_t TR T che si presenteranno si sostituiscano le tre

ultime (19) e poi si eliminino X, ¥, per mezzo delle (22). Si troverd, dopo varie riduzioni:

s — =hrsen (v} @) cosi ag) |

as VESNGZ ],

dA ado

b o [ 24
= Iy cos (v -+ o) cosz(dZ) (24)
dr _ . senisen(v—q)—sendpsen (v — o) (Eli)

dt : 1—f—cosicosz'o—senz’senz'ocos(c—ao) az), |

ove si deve supporre 4, 5, 0 espressi per le nuove variabili = » A, I". Derivando le prime due (22)
la (20) diviene:

7¢=_7v_

redv (25)
dt

La derivata di 7 prende una notevole espressione. Dalla (25) si ha:

dh e[ d2o drdv
e -8 22 . (o adheacid,
1 1 [7 i - rr (Zz‘]
e per la 1* delle (23)
ah ao
e , 26
s L : @R
Di qui si ha pure ;
d (1 do
a5 =5 (2"

Le (23), (24) sono le nuove equazioni del moto.
8. 11 sistema (23) & indipendente dal (24) e percid puo integrarsi a parte. Adopereremo
percid il metodo di Lagrange, supponendo quindi dapprima che Q =0, ossia che cessino le
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forze perturbatrici. Le (23) divengono:

de? dr dv \
—0
O A Tt T {

AErd S o NE Tiyii e
o Vna

di2
d o dv
de\’ dt

, S
il i

La prima di queste pud scriversi:
da cui, indicando con ¢ una costante:

Eliminando ((i]—;} fra questa e la 2* delle (28) abbiamo:

(il S ¥

dt 13 72’

Moltiplicando ‘questa per I’uguaglianza

dr
Wdt—d?

1 d (h)z_.i’_ (Z;
EXIANT £ ey

ed integrando, essendo ¢ una costante:
1= Ed |2y c?
e el C
2 (dt) 7. = Int REs

7 7’;-=\/2r7‘—|— 27201 —c2.

abbiamo:

da cui

Per questa, la (29) puo scriversi

Jdv dr (lv
— —_— ) 32 — 12
= dr dt d7 \/2”+ e

Da queste due ultime si deduce

F rdr \
t_t‘ \/27‘7."|—21'2ci—¢:2+c2 %

v=¢ f o € |
rV2ry 4 2r2ci— 2 °
essendo c2, —cs le costanti arbitrarie.
9. II problema & cosi ridotto alle quadrature.

(29)

(30)

Per la prima delle (30), supponiamo dapprima che e¢; sia negativo e divenga —¢y (e vedremo

che questo caso ci basta): si potra scrivere

J‘ rdr —\/W{ rdr
V2ry —20%c;— ¢? i \/(x’—QC’Cx)—(X—Qrci)i'
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Se ora poniamo:

L —2res=coscVy?—2¢te, (31)
da cui

2eidr=sencde/y2—2¢2¢,
Pultimo integrale si cambia in
@ [y —cossVy2—2ctc ]a’°——1—- Y€ Ve —9 c2ol)
2a) L EVie 4 T e (1 —sensVy2—2¢t¢y)

epperd la 1* (30) da

7 QCzc,h
t—Co=-~L=[c— s\/1—
2 \/(201)3( sen \/ r )

Per eseguire la quadratura seconda delle (30), ricordando che si & mutato i in —e; si pud
scrivere

3 @nt s = '"d_) 1 _J'd_)_ 1
J7‘\/27'>n~—2"26’1~(’?—~ e \/ﬁ_f R i \/(2 ,)iﬁ(c x)'e

el TR e et
Ponendo
E-——)L=:a' da cui i’;:—d—z
r ¢ 92 ¢
P'ultimo integrale da
A .4
" C
—&IC. €08 —=; =
\/%—-26‘1
epperd la 2* delle (30) diviene
02—7')(

v C3=—Aarc. CO0S ————== o
+ 7 \/7_2— 2¢%¢

Dunque gl’integrali delle (30) sono

(2¢1)3
e — csens=\/(—27/c;—)—(t—02)

\

)

—_
[SV)
no

~

c

SRR ST
1 +ecos (v ca) /

e=\/1_2620('1 ) : (33)
. £

ove si & posto

La ¢ & una variabile ausiliaria data dalla (31).
10. Dalla 2* delle (32) si vede che ove il pianeta fosse soggetto alla sola attrazione solare,
esso si muoverebbe in una conica che ha per foco il sole, che ha per eccentricita la (33), per
2 S .
parametro la ?—e per asse maggiore una retta inclinata di c; sull’asse X. Sard un’ellisse se e<C1
epperd occorre ‘che la ¢ dells (30) sia negativa, come abbiamo supposto. Questo & il caso dei
pianeti, epperd ci siamo limitati alla sola ipotesi di e: negativo.
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Se dunque la 3* delle (32) rappresenta una elisse, si determinerd I'asse maggiore della equa-
zione

2
?—=a(1-—— €*)

da cui coll’ajuto della (33):
A
= 2 ¢

e se si pone

Do
0n= \/1_13_
le (32) divengono:
e—esene =17 (t— ¢,)

s 14 ecos(v 4 ¢)

ove, per la (31) in cui si sieno introdotte «, e, si ha

r=a(l —ecosc)

che determina la variabile ausiliaria s
Si osservi che la 2° (32) rappresenta un’elisse perché il moto ha luogo in un piano. Se in-
fatti, @ =0, le (24) divengono

S

= dA ar
¢ dt

== 0
da cui E, A, I' sono costanti epperd tali le o, 0, 4.
1l significato geometrico delle quantitd 7, ¢, v, & notissimo.
11. Trovati gl’integrali (34) pel moto non perturbato, adoperando il metodo della varia-

zione delle costanti arbitrarie si troverebbero gl’integrali delle (23) sotto la forma

RRARIS v s —esenc=nt 35
ST c—esence=ni-c (35)
essendo a, e, ¢, @ quattro funzioni del tempo, ¢ una funzione ausiliaria legata alle altre dalla
relazione

r=a(l--ecose) (36)
ed essendo

—\/L o
V(= ES— (o ()

Quindi le #, v‘prenderebbero la forma seguente:
=10, are 5, c) v="filt, a, &; B, ¢). (38)
Le quattro funzioni ¢, ¢, @, ¢ sono determinate in modo da soddisfare le (23) e le altre due

dr da |, dr de drdo  drde
T T o Fe g

dvda  dv de dvdes  dovde

O N e e W
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Ir d el ey :
Sicche (d} % si ottengono dalla (38) riguardando a, e, ®, ¢ come costanti. Se si indica con
0 la derivazione delle (38) rispetto a ¢ in quanto vi entra esplicitamente e con d la deriva-
zione totale rispetto al tempo, abbiamo:

dr _or. dv Qv

dt  dt’ dt — dt’

Se ora si dice funzione deale una funziove di t; @, e, @, ¢ che abbia la proprietd di aver la

derivata totale rispetto al tempo uguale a quella che si ha tenendo costanti le a, e, ®, ¢ le
7, v saranno due funzioni ideali;

e dico, di pid, che qualunque funzione di funzioni ideali & pur
essa una funzione ideale.

12. Sia, per maggiore generalitd, A una funzione di quantitd qualunque ¢, ¢’

, ecc., funzioni
a loro volta di funzioni ideali u, v, ecc. e del tempo;

; il tutto connesso dalle equazioni
fld, 4e, ¢ u0,...)=
il sl E000 ¥). ) 0

O

(59)

ove le /1 f2... somo tante quante le ¢. Differenziamo la 1* della (39) come funzione implicita,
si avra:

8f+ df de | df de’ dfdu | df.dv df dA

de dt ' de dt du dt %%'”—}—d/\ T s (43}

D’altra parte onde eliminare le %, ecc., si differenzino le fi, fe... rispetto al tempo conside-

randole come funzioni implicite rispettivamente di g, €, ecc., si avra:
0/ dfide L Afide +(_Zﬁr7_z: dfidv
dt ' de dt T acdt " T dudt " dudi

dt “Nde.dt " deldtn " dudi .dudt i

=0

(41)

e ~——

.............................

ey Ty dA O o tan . AE
tante essendo queste equazioni, quante le ¢. Si ha = eliminando le ausiliarie =7 ece col mezzo

delle (41) della (40). Si avra:

__I('EZ_ 0fr ofe du dv )

dt gEandt * v dt ) dnhl
Ma essendo per ipotesi
du__gu_ dv Qv
T T
avremo:
__r af afi 8f2 @f ‘a_”_
dt DS T TR AN O R



34 A. VENTURI,

(39)

Ma questa & appunto I'espressione a cui giungerebbesi quando si differenziasse il sistema
tenendo costanti le funzioni a, e, ®, ¢ che entrano mnelle %, v,... e quindi in 4; dunque

as oA ohde

T dii
. . . dv d?‘ bb- l f ma
13. Sara bene cercare ancora le espressioni le’ Ti?nel caso che 7, v abbiano la for
(35), cioé sieno espresse per le nuove variabili a, ¢, @, c.
Dalle (35), (36) si ha, tenendo ferme le @, ¢, @, ¢, come deve farsi trattandosi di funzioni
ideali:

dr er’ dv
—=—sen(v+v)——
di a(l—e¢’) dt (49)
dr s n
W = e 7S€11 €%
" Ora, eliminando #» fra le (35) (36), si ha
cose —e=cos(v+ @) (1 —ecose) (43)
e di qui, facilmente per la (36):
sen(v—l—m)z—:f—\/l—e“sens (44)
sostituendo questa nelle (42), avremo:
i e \
% = \/la—nc* sen (v -+ @) /
( (45)
Wd—2=a2n\/l——e‘“’. \
La % data dalla (25) prende una forma notevole; giacché per la 2 delle (45) diviene
= L
e af‘n\/l_(ﬁ’ (46)
e, per essere y =a’'n’:
an 4
h=— VI 7 . (47)
Eliminando ora (1—¢°) fra la (46) e la 1* delle (35), si ha I’ equazione
1 n -
7=7[1 —+ecos(v + )] (48)

che edopereremo in seguito.
14. Sinora le variabili da cui abbiamo fatto dipendere il nostro problema sono: a, e, w, ¢,
E, A, T'; perd esse non saranno ancora le variabili definitive, giacche invece delle prime quattro
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introdurremo le altre quattro , v, ¢, ¢ legate alle a, ¢, @, ¢ dalle equazioni :

702 - Co=5—¢osen €

r=ao(1 — eoCost)

i w(1—dY) (49)
3 ~ 1 escos (v o)
=7 (14)
27107&{ Sl e
(50)
4}:——‘27;)]& esen (@ —,)

in cui le 7, ¢ sono funzioni ausiliarie e le ay, €, @y, ¢, %, k, sono.i valori delle a, ¢, @,
¢, n, h per {=0: quindi si avra per le (37), (46), (47):
QoMo =1,

o My ¥ (51)
Vi—e  aln\1—é" l

koz

Dalle (49) si vede che z, v son funzioni di @, ¢, ®, ¢ per I’intermedio delle », » di cui esse
2, v son direttamente funzioni, e pel teorema del n.° 12 z, v saranno funzioni ¢deals del tempo
come sono 7, v.

15. Cerchiamo ora le equazioni differenziali relative alle variabili definitive 2, v, ¢, ¢.
Eliminiamo prima dalle ¢, ¢ le @, ¢ poiché di queste non abbiamo le derivate. Scriviamo percid:

=222 [y cos (0 + 5—0— ) —e]

2}l°ll [ecos (v + @) cos(v -+ ,) - esen (v + ) sen (v +T,) —e].
Cosi pure:

Y= 77"  [esen (v + ) cos (v @) — ecos (v - wy)sen (v + )]

Ora per le (45 (46), (48)

dv
i —h—l—hecos(v—i—m) (52)
e per le (45) (47)
dr
d—t=kesen(v + ). _ (b3)
Da queste due si ha:
ar
hesen(v -+ ®)= 37
dv
hecos(v+o)=r 08 gy,

di
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Le precedenti espressioni di ¢, ¢ divengono, percio:

@:gyllﬂ[sen(v—{—mo —+cos (v + @) (7‘—[{1——]&)——00]&:’

Y= 2; [ (U—f-@)(f L—lz)——cos(v—]—q,) %—J

Differenziamo queste rispetto a ¢: si avrd, badando alle (26) (27):

do 2k dv dr *v]
i " [ZCOS(v—{—mO T T —+sen (v + @) HZ—{—cos —5-130)7 ar +

‘ _ 9 lv
= ‘2,/]L0 [0+ cos (v, )] 2 g 7‘0 95 (v i) [ (dv) e {7;]

ay 2]10 dr dv d’s
r lQ R eVt g __COS(”JFU") (Zt]
2 Dy L dQ | 2R dv o dv
-]- ” )]L = +TCO (’U—l—mo) [ (—Z—t-) -—‘/1—(7‘2—:,
B o o adhpeed » :
Eliminiamo di qui le kT col mezzo delle (23) ed osserviamo per la (25) che
QPR
h e
troveremo:
do . fcos(v+m) A do "y
LA zmi 2l eos(o o) [ )
—sen(v—l—w))ﬂ (54)
dy a0 Dk d O S

Al n’
—. =9 = —ls
o ]LU[ 7 -+ " ] sen (U—}— w‘,)

—-—7—008(1) —+ @)

dv dr

che sono le equazioni differenziali relative a ¢, ¢
16. Restano a cercarsi le equazioni relative a z, v.
Dalle tre prime (49) si vede come v sia funzione soltanto di 2, e si & osservato che questa &
funzione ideale. Avremo dunque:
: dv  dv dg

dt ~ dz dt

Ma, per la (25):

e siccome (49) v & formata con 2 come con #, si avrd pure

dv g

Az ho (55)
Da queste si ha:

dz hy #*

G ke
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e siccome dall’ultima (49) abbiamo
1
o =5

i
- ’.
Si avrd infine
LIS S
dt b (14"
Per I equazione relativa a v, si differenzi I’ultima (49); si avra:
- ar e dir i dy
A T T
Ma per la (53):

dr

w7 =/hesen (v ®):

ed essendo 7 formato con # come 7 con ¢, il che risulta dalle (49) (35) (36):

% = hoeosen (v -4 @) -

Per questa e per la (56):
dr dr dz h;

= 1 :
T D e s

quindi la (57) diviene
2 senlv—+w,)  _dv

hesen(v -+ )= —lzc°—1—+—7— b

dalla quale, per ’ultima (49):

dv he h?
= sen (v - @) — meosen(v—l—wo)

che & I’equazione differenziale di v.

17. Trasformiamo infine le (56), (59) introducendovi le ¢, ¢. La 1* pud scriversi:

_(Z_/o__ﬂ v2—v21 _& v ‘“’_W-—l Dy
dt — h| @4v2 | 2 \14v kv-{—] o

& (=YYl
w—(l—{—v 7

Se quindi si pone

si ha
dz o v \
Chmd +T(1 —I—v)
Ma (49):
v—1 7
v—|—1=1—2_-
e si ha (48):

(56)

(60)

(61)

(62)
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e da questa:
55 = 2= ]2—,
L= = -+ i e cos (v + @) cos (B —@,) — ;7 esen (v -} @) sen (@ — @) .
7‘ X x -

Nel 1° termine del 2° membro di questa, si ponga per 7 I’espressione

Fe= L — 76,008 (v - T,) (63)

T
che si deduce dalla 3° (49) osservando la (51), otterremo;
iz}i L % [ e cos (B —,) — ¢y ]7cos (v + Bp) — E esen (@ —wo)7sen (v - ).
7 hirosy. 74
Ora la w data dalla (60), per la (62) puo scriversi:
w= (—— 142 j—)h}—j
e per la precedente, intrdducendo le espressioni di ¢, ¢ date dalle (50):

h h
w:—To +2 7t —+ @7 cos(v - mo) 4 7sen (v - 7).
0

Si dovrebbe ancora eliminare % esprimendola per ¢, 4, 2, v, e cosi fare per v affinché tutto
venga espresso per le nuove variabili; ma cié6 complicando la formula, porremo:

= S (64)
e allora si ha
w=_E-+07cos (v + ) 4 Yisen (v - @,). (65)
La quantita & pud determinarsi direttamente, poiché per le (26) (27) si ha:
ag R\ dQ
— = D= | =y

e potremo tenere £ come una variabile ausiliaria che sard comodissima per la determinazione
di w e quindi di 2.
18. Per introdurre infine le @, ¢ in v si osservi che la (48) da:

i:-%[1 “+ecos(v+ )]

hr

e che si puo scrivere la (63) cosi

—

(2

= =_]Xi [1 +eqcos (v +m,)].

Sostituendo in (59) e raccogliendo:

d h ki
T = Lesen(v+0) —eusen (v 4 @) 4 ceusen (w — my ).
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Ma scrivendo sen (v~} @, -+ —@,) in luogo di sen(v-4®) e svolgendo, si avrd:

dv _ hhg hhg
T T sen (v 4 @) [ cos (@ —@o) — o] —/— [cos(v 4 @) + o] € sen (@ — o)

e per le (50)

%Zé‘ho{@sen(v+Go)—[005(v+wo)+eo]4»} . (67)

che & l'equazione definitiva per v. Le equazioni pel moto del pianeta nel piano X Y sono dun-
que le (54), (61) e (67): quelle pel moto del piano X ¥ medesimo sono sempre le (24).

B quasi inutile Pavvertire che per determinare il moto del pianeta 7' perturbato da m o
da qualunque altro pianeta si possono stabilire le analoghe equazioni facendo dipendere il suo
moto da quantitd &', v, ¢’, ¢, &', A’, T’ legate alle precedenti dalle stesse equazioni sinora poste
per m: colla differenza che in luogo di Q si deve porre Q'.

19. Bisogna ora osservare qualche cosa sulle costanti arbitrarie. Le quattro equazioni fon-
damentali del moto nell’orbita istantanea (il cui piano & XY) sono le (54), (61), (67): esse
introducono quattro costanti arbitrarie che diremo ¢i, ce, ¢s, cs. Ma si & introdotta una equa-
zione ausiliaria (66) e sard mecessario in seguito considerarne un’altra pure ausiliaria, la (27).
Alle variabili da esse determinate, vanno aggiunte altre due costanti che diremo y1 e yz: ma sic-
come esse equazioni sono conseguenza delle fondamentali, cosi le Y1, y: non saranno arbitrarie,
ma saranno invece funzioni delle ¢1, ¢z, ¢3, ¢4 0 viceversa. Anzi le yi, ¥z saranno funzione I'una

dell’altra, poiché le variabili ¢, 5, @ cul esse vanno aggiunte, sono funzioni 1’una dell’altra.

Sara dunque necessario cercare le relazioni fra le ¢ e le v, e delle y fra loro. Cominciamo da
questa.

Si osservi che Q e le sue derivate sono dell’ordine della forza perturbatrice, perché affette

dal fattore all :

/
1-+m

come arbitraria, ne siegue, che integrate le (66), (27) si potrd porre:

e siccome la sola parte costante di un integrale & quella che viene aggiunta

E=yt Vi T=1+T (68)

essendo le ¥ quantitd variabili dell’ordine della forza perturbatrice, e le y le costanti aggiunte.
Ponendo nella (64) le precedenti, si ha

2
Y1 - V1=—koY2—ho Vz’l—m

I prodotti ¥, V,, V3 origineranno dei termini costanti che diremo ®,, ;; scriveremo percio:

V., V.=, + termini variabili

Vi =, + term. var.
Liberata la precedente dai denominatori e ritenendo i soli termini costanti, otterremo:
B Y Y2+ ho oy = — g Y3 — hgw, -2 (69)

la quale & la relazione cercata fra le y.
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: a fornita dalla (60).
20. Quanto alla seconda relazione che sard fra le y e le ¢ essa sara fornita dalla (60)
Se in essa si pone per w il valore (65), diviene:
‘ 1——V 710

E+<p;'cos(ﬂ+wo)—]—Msen(v—i—wo)——:(l—_f—_;)—h— : (70)

che & un’identita. Applicando alle tre prime (49) lo stesso procedimento adoperato per de-
durre dalle (35), (36) le (43), (44) troveremo:

\

7sen (v 4 @,) = a,sen £y1 — ¢ (71)

7608 (v - T,) = @y (cosE —e,) )

La (70) coll’ajuto di questa diviene:

= iy 2 o o 1—v\ 2
E+oay(cost— e,) +daysenzy/1 —eg=(m)]—:.
Integrate le (54) si trovera:
¢=0a+V., d=c47V, (72)
essendo ¢,, ¢, costanti arbitrarie e V,, V; le parti variabili.
Sostituendo queste nella precedente e ponendo

Vicos€ +V1—e Visen s =0, + term. var.

essendo o, costante, troveremo:
= e 7T 1—v)\ &,
Y1+ @0 —ao 26,4 €2 COS T+t ¢58en €T — ¢t + V, = i (73)
(]
essendo ¥, un’ complesso di termini variabili, non contenenti alcuna delle quantitd ¢ o 7.
Se ora si pone

ve=0 4T+ Ve, £V, (74)

giacche ¢, costante arbitraria, deve essere il solo termine costante di v che viene dedotto dal-

Iintegrazione della (67) nella quale debbono essere stati prima sostituiti i valori (72) di ¢ e
le V7 indicheranno adunque delle quantita variabili.

Introducendo le (74), (68) nelle (73) avremo:

Y1+ Go®s— @y ¢, ¢+ o ¢ CoSEFap ¢ sen BT — e+ V, =

> l—c,— Vieo—V,ic3—
g L+a+Viea+Vie+

Zs (o Y + h, Vs)

Trattando questa come sopra, cioé liberandola dai denominatori e ritenendo i soli termini co-
stanti si troverebbe la 2 relazione cercata. Noi non la sviluppiamo qui, perché quando in se-
guito avremo bisogno di questa relazione esatta sino ai termini di 1° o di 2o ordine, la rica-
veremo direttamente dalla (70) sin6 all’approssimazione di cui abbisogniamo.

Avendo cosi noi trovate due relazioni fra le costanti C1y C2y €24 Cy4y Y1, Yo le arbitrarie sono
ridotte a quattro, come debbono essere.
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21. Un’altra piccola osservazione ci resta a fare sulle costanti ¢;, ¢, & che debhono ag-
giungersi alle &, A, T' che determinano il moto dell'orbita istantanea e che provengono per in-
tegrazione dalle (24). Dopo I’integrazione si abbia p. e.:

E=05+V9-

Per =0 si scorge dalle (22) che anche £=0; quindi indicando con o, cid che diviene Vs
per t=0, dovremo avere
Cr=—0

e analogamente per le altre due variabili. Ora 7; e le analoghe sono funzioni di o, 6, 4, giac-
ché quando dalle (24) si elimini 4, o, col mezzo delle (22), le (24) divengono funzioni di o, f, %.

Si vede dunque che le ¢;,-¢;, ¢, sono funzioni di o, 0o, 7 e potranno determinarsi quando
sieno mnoti questi valori iniziali di o, 0, 7. Ora per 0, ¢ si potranno coll’osservazione conoscere
i loro valori 0,, ¢, all’epoca, giacché essi determinano 'orbita istantanea dell’epoca; ma g, &
completamente arbitrario, perché fissa la posizione dell’asse X, posizione del tutto arbitraria.
Per togliere tale indeterminazione che si rifletterebbe sui valori delle ¢, ¢, ¢, si potrd sta-
bilire che il valore iniziale di ¢ sia eguale a quello di 0, cioé che sia:

6o— 0.
come tutti gli Astronomi fanno, affine di contar tutte le longitudini da un asse solo.
29. Stabilite cosi le equazioni generali del moto, bisognerd modificarle alquanto per adat-

tarle al modo di svolgimento della funzione perturbatrice.

Questa modificazione consiste solo nel prendere come variabile indipendente non piu il tempo
¢, ma I'anomalia eccentrica s, dell’orbita ellittica istantanea od osculatrice che dir si voglia,
relativa al tempo #=0, cioé:

Nt - € =¢5,—eysen g, (75)

sard la relazione fra ¢, e £ Abbiamo inoltre le funzioni ausiliarie 7, v, definite dalle equazioni
ay,(1—¢p)

o =q,(l—e 76

= — €, oS (5 —+,) 7o = o 0 €08 &) (76)

ed esse 7,, v, sono il raggio vettore e anomalia vera della detta orbita osculatrice al tempo ¢=0.
Converra quindi riferire le equazioni differenziali non pitt a ¢ ma ad &: percid differenziando
la (75) tenendo presente la 2° delle (76) si trovera:

dt 1—eyco8¢, o
—_—— =, 77
de, Ny o 12 (@)
Le equazioni fondamentali del moto nell’orbita, cio¢ le (54), (61) e (67) e lausiliaria (66), danno
' do _do dt
dso Zt (Zi‘ag
Sostituendo in queste le dette espressioni delle dq;’ ecc., e la (77), si avrd:
do ‘)71.,1 cos ( v+730) dQ . 2hyr, sen(v—\—mo)(.fli))
de, @M i r [6°+COS =rai) 1 dv e (o T 7 "
ay __ 2hery dQ 2, cos v-}-wn)( cZO) 78
dey - Gt 1 + Esen © +m°) dv o 1o 7 dr (78)

CZE_ Do 7 W\ dQ
e a011,0(1+2h'3) dv
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e cosi ancora:

dz %o hory Vi)
— = — F ——
de, Aty hagng \1-Fv

Ay ot (¢ sen (v + @) — [, +cos (v - 1’3")] g

Ao s T

ove w & data dalla (65). Le equazioni (24) pel moto dell’orbita istantanea, danno, analogamente

(79)

d:  hrr e dQ)

—_—— ——— (0} —

de,  agm, BeL{OEI= 2, iCOge ((ZZ 0

dA  hrr, [dQ (80)
T cos (v -+ @) cosz(dz)o

dl"_krro( senésen (v — ¢)—sen,sen (v — o,) )(dD)

de,  agme \1-+coscos dy— sen isend, cos (s — a5) )\ @ Z )o

§ 3.

CALCOLO DI PRIMA APPROSSIMAZIONE.

1. Per I'integrazione delle precedenti equazioni del moto, bisogna adoperare il metodo
delle approssimazioni successive. Conserveremo, quindi in quelle equazioni, i termini dell’ordine
di ¢ cioé della forza perturbatrice: percio porremo al posto delle funzioni, a, e, @, ¢, ecc., iloro
valori iniziali o, ¢, @y, ¢, ecc., ciod i valori indipendenti dalla forza perturbatrice. Con cid
veniamo appunto a conservare i termini dell’ordine di questa poiché nelle (80), (78) e (79) che
ne dipendono, vi & in ogni termine il fattore @ che & di 1° ordine rispetto alla forza perturba-
trice; quindi in quelle equazioni i coefficienti di @ debhono essere indipendenti da essa, se vo-
gliamo 1 soli termini di 1° ordine.

Porremo quindi nelle (78) (80) 7,, v, e, @y, €cc., in luogo delle corrispondenti funzioni r, v,
ecc.; ma prima sard utile eliminare L sostituendola, con e e con -a—Q intendendo colla
dv ar de,
caratteristica ¢ la derivata di Q rispetto alla nuova variabile indipendente &, in quanto questa
entra negli elementi del pianeta perturbato.

2. Ricordiamo che Q & funzione di z,y,zcioedi X, Y e in conseguenza, di #, v, e delle
coordinate del pianeta perturbatore. Bisogna ora mostrare che nel derivare O rispetto alla e,
in quanto essa entra negli elementi del perturbato, dobbiamo tener conto soltanto di », v e
non delle 5, 6, i che pur contengono <, e appartengono al perturbato; cio proviene dal fatto che
noi nello svolgimento di @ sul quale faremo tale derivazione, troveremo incorporate queste
6, 0, ¢ negli elementi del perturbatore.

A veder cio ben chiaro, teniamo presente la (2) § 2 col mezzo delle (9), (8)-§ 2, ricordando
che Z=0, si ha:

23 +yy +os' =X(xa' 4 @'y +a"8) £ Yo'+ 5y +p” o),
Ma i coefficienti di X, ¥ non sono che le coordinate del perturbatore riferite al piano X Y-
indicandole con &' =’ ayremo: ;

v2' +yy' 42 =XE 4+ Y
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Analogamente la (3) diverebbe:
A= (X— B (T L2
Sostituendo queste funzioni in Q si vede che le sole quantitd dipendenti dal perturbato sono X,

Y;elel,n, U che contengono g, 4, 0 dipendono dal perturbatore essendo le coordinate di esso.
Avremo dunque
0@  dQdv |, dQdr
de " dv @5 T dr a5’ M
Ma

dv dv dit dr _dr dt

de  dbeder 0P ar ae"
A ; % . dv dr
Dalle formule del n° 13 § 1 si ha, eliminando dalle precedenti PTILTTE
dv _ x7 dr _ rohesen(v4-w)
dey  hagn, Hiees i% oMo

nelle quali si & tenuto conto della (77). Ma siccome ora si deve porre 7y, €, ko per 7, e, %
avremo, se ricordiamo le (51) § 2:

dv  a,c08), _cli_eorosen(vo—{—mo) 9
B e T o de, cos @)

ove si & posto, per brevita
€, =Sen A,.
La (1), con cid, da:
& NA ST, d Q\ e, 7o5en (v, - w,)
TR o &
3. Si sostituisca questa espressione nelle (78) dapprima, e per %, #, ecc., si pongano in esse
le %, 79, ecc.: se non che, tralasceremo per semplicitd gli indici 0, intendendo in questo capi-
tolo che le %, #, v, ecc., non sono altro che le quantitd 7%,, 7,, v,, ecc.
Fatta tale sostituzione, le (78) divengono:

do 00 | (. 4dQ
i g +NI(’ d_)
ay _ .90 | o do :
e el (’ W) (4)
G i) an
T ( W)
ove abbiamo, ricordando le (51) § 2; e ponendo
f=a-to
2 ¥
]'L =m[7 COSf+m{e7 "}‘Tcosf]]
2 r
i [1 & oot )\]r e (5)
37 -

M3=

wcos* A
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ed .

2 2 7
s mils T o __fer +rcosf]tesenf
o, coslsenf acos“k!rcosf_{— acos‘l[ 3 /
2 3 2 % o

et = —1 1 — |¢rsen

0 coslcosf ucos‘l[ +acos‘)\] 4
3=307~Zsenf.
a cos’ A

Queste ultime si modificano, giacché la (48) § 2 da:

- +ercosf (6)
~ acos’: ' acosth

Moltiplicando per questo valore di uno il primo termine si di N, che di IV, e riducendo, viene

facilmente :
2rsenf e 3
" acos’ il—acos”)\[ey+7 cosf]i
N, ——————Q——i(er +rcosf]+ S sen’f (7)
: acos’ (- cos® A
er
Ve, Bl vy
l\a—acosﬁ\? et

4. Riduciamo adesso le I/, N a funzioni della variabile indipendente c. Le (43) (44) § 2,
ove si ponga f=v -+ ®, valendo anche pel caso in cui ad 7, v, ecc., si sostituiscano 7o, v, €cc.,

danno:
rsenf=acosAsenc
(8)
rcosf=a(cose—e)
Queste, colla 2* delle (76) § 2 serviranno alla trasformazione a cui ci accingiamo; giacché nelle
(8) (7) ¢, non entra che in#, »senf, rcosf. Eliminando dunque dalle (5), (7) questa quantitd

col mezzo delle (8), (76) avremo:

ﬂ11=7()17f{4cosa—ecos23—36}
] M,= 13 {2(2—¢’)senc—esen2¢) (9)
cos’ A
JlL::—()fOZz)\{(Q—}—eﬂ)—4ecoss—}—ezcos2s} ,

2 /
N,:———m{csen‘zs—‘zsens} \
1\72=—~——1T—{c—[—2(1——c2)coss——ecost} (10

cos’ A )

73—_—2—:2%\{2%118—6561125} /
aQ do

Restano ancora a sviluppare —, r — i i : S, .
g g g 1) 7e T gy funzione della sola ¢ per integrare le (4); ma sic-
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come per altre formule dovremo sviluppare anche (%%) riserberemo alla fine tali sviluppi e
svolgeremo le altre equazioni del moto.
Abbiamo detto che la quantitd —]Lf ausiliaria ci sard di molto utile tanto come controllo,

quanto come ajuto nella 2* approssimazione: cerchiamone quindi lo sviluppo che & semplicis-
simo. Dalla (27) § 2, si ha:

i T, —; aQ

AV BT

e riferendola alla nuova variabile e, per la (77)

d (720) »h dQ

ds\7n)™ an dv

essendosi tralasciati gli indici 0 per Ia solita ragione. Ora la 3° (78) § 2 in 1* approssimazione,
facendo 7 =", diviene :

df _ 3rhfdQ
ds,  anl\dv
quindi :
DATAL e | dg
7= (7;)—*3 oo )
e per la (4):
d (he) 0o Qo
dt(z)—ﬂf* = +M(’ 7;) e

ove si ha
1

- .
JIL_—_—glllg, M=_§ N;.
5. Restano a svilupparsi le (79), (80) § 2. Percid dobbiamo stabilire la parte di w che &
di 1° ordine per passare alle determinazioni di #, v. A tal fine si osservi che possiamo porre

e=60+86, ’GS—_—_‘GO—J[—SGT, h=ho+dh

essendo de, 3@, d7 quantith dell’ordine di i ossia della forza perturbatrice [vedila (3) § 21]:
giacchd se questa si annullasse dovendo divenire ¢=e¢,, ecc., converrebbe si annullassero de,
ecc., epperd queste sono dell’ordine di p.. Ora le (50), (64) § 2 se p. si annullasse diverebbero

¢=0, llb: 0, =1,
Dungque ¢, $ sono di 1° ordine; e badando alla (65) § 2 si vede che di 7 cos(v+ ), 7sen (v-|a,)
converrd tenere la sola parte indipendente da Q. Ora, se questo fosse nullo, v diverrebbe vo;
e la 3° (49) § 2 dice che allora 7 diviene , e quindi per la 4* delle stesse (49) v deve essere

almeno di 1° ordine. Dunque la parte di 7 indipendente di Q@ sard », e quella di v & v,; quindi
la parte della (65) che & di 1° ordine e che indicheremo con w, sard data da

wy =5, - ¢, cosf + Yy rsenf

e per le (8)
wy=&o + ¢, (@cose—ae) 4 Y, cosAsene, (13)
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6. Determinate quindi £, o, ¢ in 1* approssimazione, e in funzione di ¢, sard anche o r1-
dotta a contenere esplicitamente tale variabile; e le (79) § 2 daranno, fermandosi alle quantita
di 1° ordine

de v
de” ‘an (14)
av

N L RE )
& 5o | Po7senf—to(er +-rcosf)}

e per le (8)

g—j-z%(l—-ecose)
2 (15)
v

_Olz:%{@osena—\pocos)\coss}.

Passando infine alle (80) § 2, esse divengono, mettendo gli elementi ellittici iniziali e la-
sciando I’indice 0:

(Z—E-—h—r—w-senfcos' ——(ZQ

de an "Naz),

dAr  hr [ dQ

T cosfcas z(ﬁ)o (16)
ar _

de

Introducendo cosi le (8) e la (76) § 2 ricordando il valore di 7, si ottiene:

aE [ dQ

e M;cos i (__d Z)o

dA [ d

TR M, cos Z(ﬁ)o (17)
ar

qe "

ove

M, = az[sens——%esen%]
18)

e ’ 1 3 (
M“_m[(l +e)coss—§-ecos2s—§e]

Si vede quindi che I' & una quantitd le cui variazioni sono almeno di 2° ordine, epperd in
1* approssimazione le sole &, A determinano il moto dell’orbita istantanea.

. : . dQ (do .
7. Passiamo ora allo sviluppo di — % (ﬁ)o Abbiamo: (§ 2)

P
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e in generale
x”——“X"i—@Y‘-I—YZ a;l=°(1X,+B1 Y,+le
y=a' X+ Y4y Z Y= X 1P Y4V 2 (19)
s=c' X+ Y £1"Z = o — X B T 7

e si ricordi che per le condizioni poste 8 Z==Z'—0. Ora X, Y sono funzioni di », epperd:

(22) § 2

dQ (Z(\ (ZQ ’ ’ [ZQ ” n
e (xcosv - Bsenv) W(a cosv -+ senv)—l——d?(oz cosv +-["senv)

oltraccid per la (3) § 2 avendosi

daQ 1 1 , x
i ) ™ 20)

Q Q
g_y’ %;, la precedente diverra:

as 1 1 ; h3 1 "o ' ' "
W:{J.(F—-ﬁ—){(ax +o'y o' )cosv+ (B + By +p z))sen'v}

e analogamente per

S %{(Oﬁx—{-a’y + " 2)cosv - (Ba+P'y -+ 8" 2)senv).

Chiamammo gia & =, {' le coordinate del perturbatore riferite ad X ¥; tenendo presenti le
(22) e le (6) § 2, avremo:

49 1 [ , 72
W——(/(‘Z;‘—ﬁ)<§ X—'!—I) Y)-—-(I AL (21)

Per comodita che sard constatata nella Memoria complementare, trasformeremo la precedente
osservando che essendo, come si vide nel n° 2, § 2

A2 = (X&) (Y—n')2 - L2 (22)

se ne ottiene:

XE 4 Tn' = ’“f_r;:éf (23)

epperd la precedente diviene:

(ZQ 1 7',2-—7'2 1 1 > sl
’71‘7=E**[T‘A‘]—V%(X€ + X, e
Si ha poi
dQ  dodx | dQdy , dQ de
Wz dwdZ Vayaz T az iz

e per le (19) (20)

(ZQ 1 1 L) " , 1 ' "
37=y-(§ )(Yx aR e € el VR S € R )
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e per le solite:

ao 1 1)y, s Lons, 25
ﬁ=1’-(§‘75)<—"' ot ol
Ma essendo nel caso nostro Z=0, abbiamo:
CZQ o 1 _1_)‘ ’ 26)
(cl Z)o = (_A? 7’3 < (
8. Esprimiamo ora per gli elementi ellittici le &', ', {’, ecc.

Si osservi che X, ¥, &, «', { sono riferite allo stesso piano X ¥; quindi mdlcando con o, 0
le coordinate polari del perturbatore prendendo per asse polare O X, si avra:

€ =s'cosw, n'=r'senwcosh, {'=+senwsend = "COSV Y =rsenv
dalle quali
X& 4+ Yn' =»+'{ cosvcos -+ senvsen o cos ) =77 cos (r, 7).

Se ora indichiamo con ¥ 1’angolo che sta fra 'asse O X e la linea dei nodi delle due orbite,
contato da OX in direzione opposta a quella in cui & contata »: e se chiamiamo W' quello che
sta fra O X' e la detta linea contato analogamente, avremo, essendo j l'angolo dei due piani
delle orbite:

cos (1, #") = cos (v ¥) cos (v' 4~ ¥) +sen (v - ¥)sen (o' 4 ¥') cosy.
Ora ponendo: '
I=%—a,, [0I'=Y%—a
avremo anche:
cos (r, #') = cos (f 4 I) cos (" - I') 4~ sen (f - M) sen (* 4 I1') cosj (27)
che & ridotta agli elementi ellittici, giacché le quantita II, 11, ecc., sono date dall’Astronomia.
Si ha inoltre
AP ="t — 2y cos(r,Ar' s (28)

Rimane C': ricordando i significati di o, W' si ha o' - W' che & I'angolo fra ' e la linea del nodo
reciproco delle due orbite: e allora si ha

{'=+'sen (v’ - ¥') senj
e per le precedenti:
{'=r"sen(f' +1')senj (29)
ed & ricondotta agli ‘elementi ellittici.
S S > S ,. s aQ aQ . :
9. Si tratta ora di svolgere in serie le funzioni Q, (W)o' "G qe °nuerendere possibile
Iintegrazione delle equazioni del moto. S’intende che in queste funzioni per »

. 5 st tiie Q. o = ? 'U,GCC., si deb"
bono porre i loro valori ellittici per limitarsi alle quantita di 1° ordine. Ora,

come si vede dal
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n° 7, le precedenti sono funzioni di ¢, ¢’ essendo ¢ I’anomalia eccentrica del perturbatore , la
quale, come si & gid avvertito, si & introdotta cogli stessi cambiamenti delle (4) § 2, gia ado-
perati per le (1) di detto paragrafo. E avendo quindi, per queste ragioni:

¢ —e'sene’'=n't ¢’ =g (30)

potremo considerare Q e le sue derivate come funzioni di g, g’y ciod di due variabili distinte.

Potremo allora ottenere gli sviluppi in parola, col metodo dato nel § 1, giacché tutte le
quantitd che entrano nelle formule del n° 7 o son costanti date dall’osservazione come a,, ¢,
ecc., I, W, ecc., o sono funzioni note di ¢, g, come #, v, ', ecc. Ayremo quindi;

S 4 )
Q—EA”G

adQ ol i g
- e\ je+5'9")
7= 2Ty

: (31)

A\ § o iletio)
(ﬁ)n—zcjjrc

ed in queste il simholo ¥ & relativo a tutte le ‘disposizioni dei valori interi di j, j° da — oo
a -+ oco.

Trattandosi poi qui di funzioni reali, le 4’, B, C' debbono avere la forma seguente:
' o /2, 4
4y, =a+1ib, Ajp=a—id

e cosi delle altre: ciod debbono essere conjugate.

Lo sviluppo si fa secondo gli argomenti ¢, ¢’ perche la pratica ha mostrato che in tal modo
si raggiunge una convergenza relativamente grande anche con eccentricitd considerevoli: il che
non avviene in altre maniere conosciute di svolgimento.

10. E perd necessario ridurre ¢" a funzione di ¢ che & la variabile indipendente. Ricor-
dando che si ha:

g=n't4¢ nt4c=c—esenc ‘ (32)
se si elimina ¢ fra queste e si pone ,
R
et
si ha
g'=¢ —pctpe—pesene
eppero:

| je—i'g'=(j—j p)e—f' (¢ —op) +J pesen.
Ora, ponendo:

y= eia
avremo:

y—y~

senec — o7

e se si scrive, per semplicita:

X% o 1 ;
e (RN TR et (33)
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si ottiene
¢ e=i'0) — g o Y=y ") i) (34)

La funzione ¢/ #U—v™") della variabile complessa y pud svolgersi in serie ordinata per le po-
tenze di y e i coefficienti ponno agevolmente calcolarsi col metodo generale del § 1. i avra
allora:

“+ oo =
JEY-v =3 T y*. : (35)

-_— 0 [
Perd questa funzione pud svolgersi anche direttamente in serie, giaccheé:
i o
JBY—y=") _ YT Ry,

Ora:

- 7 1303 3
=1 | (Jy+1 BU "712%4—(30(3.

) 1
—j By—1 1
e J 2y 1 r? B/

1

202, —2 3n3,,—3
4] Bu 31[3 L RN
Moltiplicando queste due serie colla regola generale, & agevole convincersi che per trovare il
coefficiente di g* basta moltiplicare il 1° termine della 2* pel (k--1)° della 1°¢; il 2° della 2* pel
(k+2)° della 1* e cosl via: si otterra:
’7"1: {'ﬁk 1‘ s 212[32 w!‘ /’4 te-} T
T[22k - = e D el L ik =12

{

I ==

-- ecc. (36)

Da questo procedimento risulta che
JYp=(—1)J}"
I = (— 1) (37)
T = g

Sicché il calcolo delle J & quattro volte pit semplice di quel che sembri a prima vista. In
pratica & forse pit convenevole il metodo del § 1.
11. Ottenute le J si sostituisca la (35) nella (34); otterrassi:

- s T
(jz—9/g! X /40 k)ie—iyj"

—oolk

Indicando con @ uno qualunque dei primi membri delle (31) e con F i rispettivi coefficienti 4,
B' o ¢, in modo da avere

come rappresentante una qualunque delle (31), si avrd, per lo (38), (33):

\ — —
O = EJJ ‘_AA-F JJ) (J + Jp)ie—iygt (40)
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Ma assoggettando gl’indici j, % a soddisfare la condizione

e =, (41)

essendo ! un intero costante, avremo che tutti i termini coll’argomento

(1—j'p)ie—ivs’

avranno per coefficiente la somma:

e (42)
ove Ek, indica che si debbono prendere 7,% in tutti i modi per cui & verificata la (41), tenendo
costante 7. La (40) allora diviene:

(I):Z

y = )i —iv]'
AN gl e =ty (43)

in cui /,j' prendono tutti i valori interi positivi e negativi. Conformemente a questo tipo,
avremo:

QS A5 Bie—ir]
Q HJJ’AJJ e

aQ q
Td_,—zw

aQ (J—J p)ie—iyJ
( ) .-wq e

B I p)ie—ivg (44)

az

ove, per simmetria, si & posto j al posto di I, e i coefficienti 4, B, C si deducono dal tipo (42).
Si osservi che le 4, B, C con certi indici e quelle cogli indici di segno contrario debbono
essere conjugate poiché le funzioni svolte sono reali. Fa eccezione 4, , che & reale.

12. Occorre finalmente la quale com’é¢ noto indica la derivata di Q rispetto ad ¢ in

Q
Ta
quanto ¢ entra negli elementi del perturbato. Tale derivata non potrd direttamente dedursi
dalla 1* delle (44), giacche in essa sono espresse per ¢ anche le coordinate del perturbatore e
nessuna distinzione & discernibile. Converrd quindi dedurre questa derivata dalle (31) nelle
quali la distinzione & mantenuta; e dopo ridurre il risultato alla forma (43). Occorrendo poi
anche in seguito altre derivate di ugual significato delle due ultime (31), cosi opereremo in
generale sulla (39) che le rappresenta tutte, proponendoci di derivar la @ rispetto ad ¢ nel
senso suddetto, e di esprimere i coefficienti della derivata per le ¥ della (42). Avremo quindi

8 (1) ;¥

de <!

T (76—-)'"9’). . (45)

Ji

La (38) & dedotta per una coppia di valori fissi di j,j'; prendendo le somme dei due membri
rispetto ad 7, tenendo j° fermo, avremo:

e—Jj'ig!) = {7 +h)ie—iyj!
Z Fj gie—i's’) FaY- L. )Fjj/e(“
ed operando come sopra:

B L=, =S PR T (46)
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essendo, ¥ data dalla (42). Derivando rispetto ad e si ha:

3 . B9 ije—i'g J o o (1= p)Se—53
-Jijf("_‘7 c—lg)a” 700 =% ¥, ,0—7'p)e ;

Dalle (32) (33) si deduce

—czl—i’,:y,(l——ecosa):y.—-ﬁ(gii +g“i5).
Sostituendo nella precedente, con riguardo alla (46), si trova
Ejlrﬂljei(js—j'g') 4B (eia +e‘“)21‘1’1¢ QUi w)iz—inJ’ =307, e(l—j'y.)is——i'/j'
Ma essendo:
¢+ S Lf—iWis=ind Y Q1T Wie=ind 4 Yy, [Ji—1—i wyics—izJ
Sostituendo ed ordinando rispetto all’argomento (}—jp)ie—éyy’, avremo:

v T e . L AT
zilrjjl]ez(]e J!J)_El[l\lrl,j,__ﬁj (\11_‘_],1_,_][_\11_1“],,)“@ :

Prendendo le somme rispetto ad j° e sostituendo nella (45) si trova:
ad) 1} v - l—j'myie—iyj
%2121,,-' [J\F,’j,_@j (lpl_}_],j,_}_\pl_l,j,)] =y i (47)

che da I’espressione di %E:- quando ¢ & sotto la forma (43).

Q
Applicando questa formula alla ?_: e mutando per simmetria 7 in j si avrd:

0 bals fis y iy T
?i_s:“’zﬂ'[fﬂﬁ——ﬁy (Aj+],j,+Aj_l,j,;)]e<J Flpyic—ivj

e per semplicitd, ponendo:

Ep=i[j dy—05' (400 +4i—0)] e
sl avrd:
: 89 \ j—7 p)ie—iyj’
7o = 2 By e o =l .

Ricordando ora che le A sono conjugate, la (48) fa vedere che debbono essere conjugate anche
le E. Sard poi

Looe=0 (50)

giacche nella (49) non possono essere termini costanti.
13. Bisogna ora svolgere in serie le (4), (17) col mezzo degli sviluppi sinora elaborati. Se,
in generale, si ha una funzione @ della forma:

Q=la+(em 2 e™*7) tolef* £ P Jece. | o (51)
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essendo @ una serie della forma (43) ed a, b, ¢, ecc., coefficienti costanti, & facile vedere, ese-
guendo le moltiplicazioni ed ordinando il risultato per 1’argomento solito (j—j'p)ie—iyy’
che avremo:

Q=2 fa+3(Y_uy T Yioi)te(¥_py £, 4 p)0ce] e 51
avendosi posto, per brevita:
0=j—j'p. ; (52)
Quindi nello sviluppo di @ (51), il coefficiente di ¢/®*—*7/" si ayrd subito sostituendo nel coef-
ficiente di @ della (51) ad ¢*** la W _ ., 5 essendo z una qualunque delle «, , — «, —f ecc.,
e ¥ i coefficienti della serie che di @. Applicando questa regola allo sviluppo delle (4), (17)

tenendo presenti i coefficienti 2, N, avremo immediatamente:

dq e ety
<

Al ygte Y
qe — 2y Y€ T (53)

dt o ok
de =Y. R, o
<

dE . e
% tws—ifB)
de ij' Sjj'e
dA \ 1 ws=—iyg!
L A (54)
ir
= —o.
de

Ove

1 1 1]
Pyr= cos®h [2 (Bt By 1)~ R (B-250 + By 0.0) —3 eEJJ"]

) e
== 1 [5 (Bi—o,j— By ) — (By—s,p— Bjpr, ) ]

? e, a .
Q= iy [E (B — Lo 0) — 2 — ) E 1,50 — Ej11,5) ]
it e e ‘ (88)
T m[a‘ (By—ayr+ Bjyo)—(1— ) (B + Bj+1u'/)_ 9 By ]
Sa e e
Ry = oz |2 Bt B = (145 | B — 5 Brosi+ By |
|
3aet [ e i
-+ m[? (Bj—w—Bj+w)—(Bj-x.ﬂ—B;'+l.ﬂ)] ’.‘
TE ¢ 2 (G4 :
Sy =—a’t —2—(0j—1,j/'— j+l,jl)'—'z( i —2,5— Ciya,51) | cos i 9 ;
6

2 2 e 3e ;
7, =2 [I—Jﬂi<c;-_1,,~,+@+1,;-,>~;(0,-_7,ﬂ+q“,ﬂ)—zojﬂ]cosz.

cos A 2
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Tutti questi coefficienti son tali che quelli i cui indici sono di segni contrari son conjugati fra

loro.
Fra le R,,, P, esiste una relazione che si ricava dalle precedenti: siccome le FE, le B son

conjugate, si potrd porre:
(c) (s)
B0 =Ej +iEg, E_;_y =I5 —ilj
e formule analoghe per le B: se ricordiamo che F,,=0; tal relazione sard

3ae

5oy (4 E—e B3 —2 B3 +e¢BS ] (57)

3
Ro‘o=7 ae.Po,()

d
Quanto allo sviluppo della (12) che da —dd—(];:) si deduce subito da quello di -gémoltlphcandone

i coefficienti per (— —13—)

14. L’integrazione delle precedenti & ora immediata; le (53) danno:

Z(o) jj ““_“" +Cz+.Poo€

2‘(0) jj 10:5—1,/.; +03+Q008
(58)

153 41 s =N A
=724(0)—03—R'{7" gt s =i el - By

/N

fo_ oyl g dorind  hyyi— - Ruse

essendo ¢;, ¢i, 71, 72 le costanti arbitrarie esatte sino al 1° ordine inclusive, e che abbiamo
cosi chiamate in conformitd al n.° 19, § 2.° Il simbolo 3} significa che bisogna escludere dai
valori di 7, 7/ la coppia j=j =0.

Sostituendo le precedenti nella w data dalla (13), si avra, pel principio precedente (n.° 13):

(59)

twe—iyj!

wo=(y,—aec}) + (Roy—aePoo)e+a Pogecose + acoskQoocsene
+ chacose -+ ciacoshsenc+ ¥ Uy e

ove

_ﬂ -Pf—lu" Pj+1,j' <" acosh Qi—i,.i/ Qj+l,j/
Ty={ 5 Barmae 2o+ o P T i j—l—j’y«_jJrl—j'v-)](%)

Di qui si ha il valore di U, facendo j = ;=0 e tenendo come nulle le Ry,, Py, che vi si
presentano, giacchd queste quantitd non si trovano nei simboli D© che sono entrati nella com-
posizione della (59). Badando poi che le P, come conjugate, debbono essere di forma:

P, =Pj+iPj, P y=Py—iPj (61)
la (60) dara:
Uy o= a P + acos: @ (62)
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e le altre U dovranno avere un

a forma analoga alle (61) dovendo essere conjugate.
Ora, la 1° (14) pud scriversi

dz
7 = = Wy— €10, COSE. (63)

Sostituendo qui la (59) e togliendo dal segno 3] il termine costante U, ,, si ha, tenendo ben
presente la (57): :

3
nge =g acd+U) —[eBy—a(l +¢) Poglecoss +

+ acosA@.esenc —[eyi—a(l4-¢€°) ci 4 e U, 0] cose 4

1k 1
- CgaCOS?\SQHS—-—é-ael)O,oSCOSQS—5—ae cosA @, c8en2e (64)
1, 9 l 4 A 9¢ Z V.. gee—iv’
— g Ca4ecos2e—z caecoshsen + 2 Ve
ove
e

Vir=Uy =5 (U1 + V1,5 (65)

e siccome dalla somma Y della (59) si & estratto il termine U, la precedente dara:
Voo=—2eU?, ’ (66)

giacché si & gid avvertito che le U hanno forma analoga alla (61).
Passando poi alla 2" (14) e facendo le stesse sostituzioni, avremo:

7 " e
%:%cgsens—gcgcos hcose +gPolossena—g Qoocoshecose + 3.0 W e (67)
ove
afeosh(  Qju,j Qjt, j PBj_s,j Pii g
W"'=——[ = ( : : —|+1= —- - 68
4 41 % Y—T—jp Jr1—y5p \U—l—gp J+1—jp )

essendo inoltre, come si deduce da questa:
Wo.o=5 [P — cos 1 Qi3] (69)

15. Per passare alla integrazione della (64), si osservi che colla integrazione per parti,
abbiamo:

fscossde =cgenc-|-cose
fssenec?s = —ccosc-}-sene

[scostds:

o

€ 1
= 9 P
5 sen~s+400525

[ssenQ sda:-—%cosQa —f—%sen 2¢.
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Integrando la (64) badando che nella 3 vi & un termine costante che deve trattarsi separata-
mente, si avrd subito:

me=dt (i3 aed+Too-Vao)e

—[chacos k- eRoo—a(l +¢*) Py o] cose —acosh Qo€ COSE
4 [acos) Qo oe— e7i 4 a(l 46 ci—e Uy o] sens — [eRoo—a(l ~+¢') P, csene

1 1
+i—(c§accos)\—§aePo,o) cos 2¢ - Zaecosto,os cos2¢e
i 1 oy
—Z(czae—{—gaccos)\ Qo,0)8en2c ~--ZaePo,ossen2.s

+- zwi_ V:ij,efwi—i'/j' 4

%ic

Nella somma 3, vi sono naturalmente due termini cogli argomenti ¢, ¢ e i loro reciproci:
questi termini si toglieranno dalla detta somma per riunirli ai simili che si trovano innanzi:
indicheremo la somma rimanente con Z £2) ¢ porremo: y

g'jlz.—l‘ —V.;'f" : (70)
10

71

Con cid la precedente facilmente diviene:

na=ci(yi —?—aecg—}— Uso+TVo)e — \

—[esacosh e Ry o —a(l 4 €") Py o 2 24 ] cose
+[acosh Qo o—eyi + a(l - ¢) s —eUs, o+ 2 i) sene
— acosA Qo occ08s— [e Ry o—a (1 -4 ¢°) )oo}esens (71)

—I—Z[céaecosl—gaePo,'o—l—Qi’((‘)]cos‘)s~{— aecos Qe Ccos2e

1 1 iE
—Z[c;ac—}-§ aecos Qoo+ 2 A senQE—ZaePolossen %¢

M£2) Twe—iy)’
+ 2 e

che da il valore di ## in 1* approssimazione.
16. Integrando ora la (67) e le (54) si avrd, analogamente :

a a
v=c¢| -+ T’VB,OS—'Q“ [c: - cosAQo,] cOSE— 5 [czcosh— P, ]sene

(72)
——Po,oscosu——00000s7\ssens+Z‘“’ W got=ty’
e pure
= 1 o an \
E=1v;+4 Syee+ Zm’i—w B ="y |
1 .
A=YitTooe+ X0 =T ¢~ (73)

T'=vs



METODO DI HANSEN PER CALCOLARE LE PERTURBAZIONI, ECC. 5T

essendo ¢i vy, Yi, 15 le costanti arbitrarie di 1° ordine.

Nella (72) si tolgano dalla ¥} i termini con e, —* per riunirli ai simili che son fuori di
Y si ponga inoltre:

1
ﬁjj’ = m ijjl (74)

e allora avremo:

V=Ci+Wo,0€—[g c;—}—;icosl Qo,o—‘2B‘,?o]coss—gl%,oscosa
75
._.[g cécos)\—g 00— 2 ﬁi‘f)o]sens—gcosl Qo,0c8€0E (70}
+E(il) B_}:}" Tz —1iy)’
ove 2(*]) indica che si debbono dare ad jj’ tutti i valori, tranne le coppie
j=i'=0; j==%1,j=o.
Cosi ponendo:
I & e AL
W= SH G
le (73) divengono:
E=vteSo+ X0C;; daioiy o
A _Y; FeTo,0 4 2“(0) Dj}, L \ ¥ (76)

/

I'=y; /
le quali tutte sono i valori di 1° ordine delle variabili del moto.

17. Nella determinazione delle costanti arbitrarie cominceremo da quelle relative al moto
nell’orbita istantanca e che, come si sa, sono le Y1y Y25 Ciy Coy Cay Co di cui perd s’ visto che
quattro sole sono arbitrarie. Le relazioni fra queste costanti sono le (69), (70) § 2 di cui la
prima & una vera relazione, e la (70) & una identita da cui ora dedurremo la seconda relazione
limitata ai termini di 1° ordine.

A cio fare, si osservi che ¢, & una quantitd dell’ordine di Q, giacché si vide che per =0,
r=1r e quindi v=0 per le (49) § 2; ricordando poi che ¢, ¢ sono di 1° ordine, per tenere
solo termini di tale ordine nella (70) § 2, terremo # =7, v +w@=/; quindi essa diverra:

o

E+orcosf+drsenf=1—v)(1—v -+ ecc.)~h—. (77)
Dalla (68) § 2, abbiamo:
L (78)

SeQ=0, »=h, quindi in tal caso% deve ridursi ad 1; essendo ora V: dell’ordine di Q, bisogna
(3 §

che la costante %,y, sia di forma 1-¢, essendo ¢, una costante dell’ordine di Q: e avremo

allora:
/A

-7;=

14+q+7%7,. (79)
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Tenendo ora presenti le (72) § 2, e badando che le (71) § 2 ridotte alle quantita di 1° ordine
si riducono a:
rcosf=a(cosc—e) rsenf=acosAsenc

se si sostituiscono tutte queste nella (77) essa diviene:
Ti T Vit ale + Vi) (cose—e) 4 a (ca+ Vi) coshsens = (1—2v 4 2v"... ) (L + g+ A V). (80)

Se ora poniamo:
Vicose -+ V;cosisene = w; - term. var.

avremo dalla (80), limitandoci ai termini di 1° ordine:

Yi—aecitaw,=hy:—2c (81)
giacché ¢,, v sono di 1° ordine, e si & visto dover essere: ; l
hoYe=1 -4 q.. (82)

Dalla (81) si deduce:
— é[h(,y;—-—yl—}—acc;—aws] (83)

che di ¢ in funzione delle altre.
18. Ci resta ora da stabilire la relazione fra y; e ¥, col bandire dalla (69) § 2 tutte le
quantitd di ordine superiore al primo.
Si & visto nel numero precedente che la /4,7, deve aver la forma (82): ora dal n° 5 di questo
paragrafo si vide che per Q=0, si deve avere £=1. La (68) § 2 che da &, contiene V: che
& dell’ordine di Q; dunque per la condizione precedente, bisogna che sia

fie= 1 (84)

essendo ¢, una quantitda dell’ordine di Q. Cio posto, se badiamo che le costanti w,, w, che en-
trano nella (69) § 2, sono almeno di 2° ordine; se introduciamo in essa (69) le (82), (84) e se
rigettiamo i termini di ordine superiore, otterremo semplicemente :

QIZ—BQQ

e per le (82), (84), riducendole ai termini di 1° ordine:

y{=4———3koyé ' (85)
che & l'altra relazione fra le costanti T1, Y» mentre la prima & la (83).

19. Passiamo ora alla determinazione delle costanti arbitrari
dine di Q; sicché per ¢ =0 essendo Q=0, sard pure v—
danno 7=r,, V=1,, E=¢, e allora il paragone delle (49)
che per ¢=0 & 2=0. Quindi, all’epoca

e. 8i ricordi che v & dell’ or-
0. Inoltre essendo v=0 le (49) § 2
colla (75) di detto paragrafo indica

v=0, 2=0.

(36)

Ora, per #=0, I'anomalia ¢, prende un certo valore che diremo (s,): tal valore & dato dalla

(75) § 2 che diviene:

Co=(g),—e,sen (€)o
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ossia

¢=(c),—esen(c), (87)
giacchd si & convenuto di lasciare gl indici 0. :
Siccome poi le @, ¢ sono di 1° ordine e & diviene 1 quando © =0, noi avremo all’epoca,
dz dv
pri=2t FE”O’ (88)

come dalle (14), giacchd LLF g

de an’
La (86), (88) che hanno luogo all’epoca ci permetteranno, insieme alle condizionali (83), (85)
di determinare i valori delle sei costanti vi, Y2, Ct, €1, ¢z, ci che abbiamo introdotte.

20. Introducendo (<), in luogo di = nelle (67), (71), (75) esse soddisferanno alle (86) (88): se
quindi chiamiamo rispettivamente

. (s (N, (7)

de

7 ; o dv . : ;
cio che divengono le funzioni n ¢, v, == quando oltre a porre (c), al posto di ¢, si lasciano da

parte le costanti arbitrarie, avremo:
/ ag ey ) 1,
O=ci+ 71— g aea (€)o — ¢} acos')\cos(s)o—}—z ¢z ecosAcos2 (&),

+[a(l 4 €)c;—eyi] sen(e)y— }4— chaesen 2 (e), - (n 2),

(89)
0—cf— g ¢hcos (e)y— 52‘- cycos hsen (€)= (+),

{
O=%c§sen(s)o——g—cécoslcos(a)o—i—((V).
' 0

de

Ora essendo

dz dz ds_(lzan dz 7

@ de G0 - et ode T—ecose
& facile avere, badando alla 1° delle (i)

2s _
k)

e se facciamo e =(c), tenendo conto delle (59), (88), avremo:

Wy

1=(yi—aed,) 4+ cracos(c), - ¢t acos hsen (), - (w), (,90)

ove (w), indica cid che diviene la (59) quando dopo avervi fatto e=(c), non si tiene conto delle
costanti arbitrarie. ;

Se infine si elimina v; fra le (83), (85) si ottiene
1151 [ e ,
cl=2—[§-—§~(1—l—a66’2—awa] (91)

e siccome y; non esiste nelle (89) (90), cosi dalle (89), (90) (91) potremo agevolmente ricavare
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' e SRR

: Y S . : a2 e relativa
i valori numerici delle costanti ¢, ¢, ¢, ¢y 1 in 1% approssimazione. La costante 7.

variabile ausiliaria % si dedurra dopo tale determinazione dalla (85).

+91. Ci resta infine da determinare le costanti arbitr
Siccome all’epoca si ha 6=g0,, 1=1, 0 =10, si vede dalle (22) § 2, che allora

arie 75, Y4 € s delle variabili E, A, T.

=A:1‘:O.

[x1

Cio posto, indicando con (E)s, (Ac), (I)o cid che divengono le (78) facendovi ¢ = (¢), e non tenendo
conto delle costanti arbitrarie, le stesse (73) danno, badando alle precedenti:

0="15+(E)
O=Y":+(A)o
:—_—‘{;,

Dalle quali

s =—— (E)o; ')/i A)o, ']/g =0.
Dunque, le equazioni relative alla 1* approssimazione sono le (58), (71), (73), (75) n nelle quali
le costanti arbitravie sono determinate in questi due ultimi numeri. Si noti che in 1° approssi-
mazione la variabile I' & nulla.

Finalmente nello stesso modo tenuto per calcolare le perturbazioni che il pianeta =2, riceve
da o/, potremo calcolare quelle che ' riceve da m, o da qualunque altro, giacché ne abbiamo
anche introdotte le variabili relative. Avremo cosi i valori delle quantitd analoghe

]lo

! ’ =/ !/ ~/
g, Y, h/s-‘ A71

di cui faremo uso nella seconda approssimazione.

§ 4.

CALCOLO DI SECONDA APPROSSIMAZIONE.

1. Occorre dapprima determinare le quantitdh ¢, ¢, &, =, A, ' esatte sino ai termini di

20 ordine inclusive per poter dare le espressioni di 7, v relative alla seconda approssimazione.
Ecco la ragione per cui noi cominciamo dal trattare le prime sei funzioni completamente.

Consideriamo una qualunque delle equazioni differenziali (78), (80) del § 2; ricordando che le

T, 4, 2, @'y y', # che entrano in Q sono funzioni di #, v, #, v', 5, 0, 4, o/, O,

de
de,

, avremo:

= I0(#, v 0" #, 5, ecc.)
Si ha poi
NS
r=r+0r, v=v,43v, ecc.
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essendo 7, v, i valori osculatori all’epoca; 37, dv le parti dell’ordine delle forze perturbatrici.
Avremo in un dato istante, pel teorema di Taylor:

do o AF (#0005« o.-)
dso_F(“’ 10,90...)+T37—}-ec0 (1)

Il primo termine del 2° membro & quella parte di (d_q: che abbiamo ritenuta in 1* approssimazione

e che, integrata, ci ha dato il valore di ¢ esatto sino al 1° ordine. Se in 37, dv, ecc., teniamo
solo le quantitd di 1° ordine, siccome di tale ordine & pure F(r,, v,, ecc.) i termini 2°, 3°, ecc.
del 2° membro della (1) saranno le quantita di 2° ordine della equazione differenziale relativa
a ¢; integrando quindi quel complesso di termini avremo la parte di ¢ che & di 2° ordine.

2. Indicando ora con A una qualunque delle derivate di ¢, &, ¢ rispetto ad ¢, la cui espres-
sione & data dalle (78) § 2, e con 34 la parte di 4 che & di 2° ordine, avremo, per la (1) e per
cid che si & detto:

34=245, 1 225, +d] S A,sff
dv
+CZ;;{8 +dA _}_dtfé 80~|—dA @)

adA ad ., , d4
i PR T

Ora, in dv, 7, ecc. dovendosi tenere i termini di 1° ordine, esse funzioni son gia note pel cal-
colo del § precedente. Restano a determinarsi i coefficienti della (2) osservando che dopo le de-
rivazioni delle espressioni rigorose (78) § 2 si debbono, nelle derivate, porre i valori ellittici de-
gli elementi. Occorrerd infine esprimere le dv, 37, ecc. per le funzioni 34, dv, ecc., gid deter-
minate, il che per alcune & immediato, e per altre facilissimo.

3. La forma di una qualunque delle (78) § 2° & la seguente:

o) .
e R B N (GO ENE o g (3)
Ay 7y dv dr A
ove @ pud essere zero ed & funzione di 7, v, mentre P & funzione di 7, v, 4. Ora, dalla (55) § 2,
si ha:

RN
dv= ho,lsz.

Ma siccome di dv dobbiamo solo considerare la parte di 1° ordine, perché & di tale ordine
anche A4, cosi bisognera porre 7 =17, quindi:

So=-£ 5. (4)

horg
Inoltre dall’ultima (49) § 2, abbiamo:
dr=207(14v)+7dv

e dalla (58) § 2:
d7="hye,sen (v +w),d2:
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quindi
= (1 4 v)[/essen(v+5),]d 2 7.

Noi pero vogliamo in 87 conservare i soli termini di i° ordine; allora siccome si vide che v
¢ di tale ordine, cosi dv si sostituird con v e sopprimeremo il fattore (1 --v). Restera allora

Or="he,8en (v, ;) S 2 +7,v. (5)
Cid posto, badando che per la (3) abbiamo:
H L pead A ad 7o dA (6)
dv ~ aymn, dv ’ dr aono dr

(giacché 7, non contiene v, essendo funzione della sola variabile indipendente ¢,) avremo subito,
per le (4), (5):

ad dd " id Ay e dA’
%8”4—% y_aono[dv hot? + koeosen(v—l—m)] +a 9 ar (7)
4. Intanto, dalle (45), (77) § 2, si deduce:
| L e, _ dn,
hotis @, m, o dis, hocosen (v, +m°) ono de,

giacchd le (45) hanno luogo anche se invece di 7, v, si tratta di »,, v,. Introducendo in (7)
le precedenti e tenendo presente la 2* delle (6), abbiamo:

(dA' dv, dA' clu) (ZA

8
+ dv, de, ' dr, ds, -5 dr

dA’
%0_:
ellittico degli elementi.
Ora, il coefficiente di 8z nella precedente & la derivata di A4’ rispetto ad ¢, in quanto questa
entra in 7o, v,, ciod nel pianeta perturbato, nel senso che a questo modo di dire abbiamo dato

al n.° 2, del § 3, giacché la % che entra in A’ dovendosi prendere col suo valore ellittico,
y ’

ove si & posto giacché si & detto che nei coefficienti della (2) si deve porre il valore

diviene %, che & costante. Tale derivata sara dunque indicata con 7o come si fece altrove; e
. EO

allora avremo:

aA 04
Tt r=t g A ®)
D4

Bisogna perd dedurre 7y da 4, giacché & A che & stata realmente calcolata in 1° appros-
simazione. Per la (3), si ha:
04 ro 04 A dﬁ

€  AyMy dE, Ay Ny d e,

da cui:
04" amd  A'dr,

 Ma dalla 2° (76) § 2:
dr,

— =—q,e,8enc¢
de, i 2
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quinﬂi :

BA'_an 770[5A _Aaoeoseneo] (9)

diep oh | de, 7o
essendosi tenuto conto della (3):
el :
La 2—50 si dedurra da 4 colla solita regola data al n° 12 del § 8; la 4 poi & gia nota in
-1* approssimazione.
5. Nella (9) entrano le due quantita

an aesene

7 ak ”

trascurando gli indici da ora innanzi. Tali quantita debbono essere ridotte a funzioni intere
di ¢; ma percio debbono svolgersi in serie. Si ha:

r=a(l—ecose) (10)
e poniamo:

ie

1
e=senk, B=t!157\, y=¢e (11)
essendo la e di quest’ultima la base neperiana. La (10) pud scriversi:

g e gl = G
~ =o' M (1—By) (1 —py~)
da cui:
a __n]- ! =1
;= cosT o A(1—Py)" A—Py™)™

Ora, colla serie del binomio :
(I—Py) ' =14Py+0"+£% ...
(I—By ) =14y By By ...

Moltiplicando queste due serie, avremo:

-;— L [(14F 4B )+ 2(B4F...) cose 4 2(B* 4 B*...) cos2e + 2 (B* +B...) cos3e—...].

~ cos’iA ‘
Ora A non essendo mai 90°, avremo Ql-)\< 45° epperd B<C1; dunque sostituendo le somme alle

serie in parentesi, avremo:

a 1 -t
B onE 2 ool
7 0 —Pcor T ot apeoi o jesde . o]
Ma
(1—p*)cos’sA=cos )
dunque

;_—_ ! [1+42Pcose}2£%cos2e+...] (12)

cos A
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Rispetto all’altra serie @ESENE o ne otterrd lo sviluppo moltiplicando la (12) per esene ed
7

ordinando per . Fatta tal moltiplicazione, si considerano i termini n° ed (n-2)° del risultato:

2 B:t 2 Bn+2
¢——Cosnesenc (4
cos o+ cos A

cos(n | 2)esene:

da questi e da questi soli potremo dedurre il coefficiente di sen (n -+ 1)e. Sostituendo infatti ai
prodotti le somme di funzioni circolari, si avra che il coefficiente suddetto sard:

e Bn e B)H—‘Z e pn . 1
o m i — — P — 2 7
cos A CoS A CoS A (=0 2

in forza delle (11). Quindi la serie cercata é&:

aesene
7

—92Bsene -+ 2B%sen2c - 2p%sen3e4-... (13)

Questi sviluppi (12) e (13) permettono di svolgere la (9).

6. Nella (8) la quantitd d¢ comprende i soli termini di z che sono di 1° ordine: determi-
niamo dunque 2. Ricordando la (84) § 3, si ha y,=14-¢, mentre ¢, ¢y sono di 1° ordine.
Indicando con C la parte di ¢ che & di grado zero rispetto ad @, avremo, dalla (71) § 3:

ne — 0 (c—esenc) +ndz.
Dalla (89) § 38, poi, si ricava, badando alla (75) § 2, per =0, ed alla (84) § 3:
C=—c.
Si ha dunque

ndz=nz—(c—esenc—c). (14)
Abbiamo poi:

aAd 7o [AdP dQ adQ( ado 1 o L ArQ v Az Q
ga_ it ol 6R7 A4l S —ofr e ]+ Pry—— |
[ i dr (7 )J i [L () an b2 d 7'4) e do cta']

dr o M| dr dw dr T
Dunque la (8) definitivamente si cangia in
dA d4
: d—vSU—-}—‘(—Z‘;‘S?:Ii”dﬁ—I—KJ (15)
" ove, sottintendendo gli indici zero:

H=ﬁ[@—‘4——f1m] \
rLde pa

P W91 Brishiaiond Gl 0}
Saml dr au i oari\ . dr

P [Prg a*Q +0(MdQ Lyt (zm)]
v\’ .

“an dr do dr " de?

(16)

essendo :

Se applichiamo a B la (3) § 3, diverra:

B=F

3(: 35 (" (ZT?) (17)
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ove

— . i

T T v
a’ncosk dr’ an

dr dr acos*Xx

i S (d() dPer senf) (18)

Quanto a C applicando la (3) § 3 ad ( Q) anziché a Q, abbiamo:
i(rd_(l)__?)_ 7.@ r ~md( doYersénf
do\" dr) ac\"ar Jacosxn " ar\" @r ) acosx

e 9 4o\ r el do\ersenf
"drdv ds(rﬁ)acos)\ ~(7 ar’ i E—) acos' A’ )

La C diviene per tale sostituzione:

ed effettuando:

S e 0 f. a9 ¥ ersenf\( ,d*Q
—a"ncoskP%(’ W)_I_E(Q_Pacoszk)( rt i )

Ma se si introduce la (3) § 3 nella (3), e si ricorda che con M, N indicammo noi nelle (4) § 8

A ey e RO ON : :
i coefficienti di %?, (rcﬁ) rispettivamente, la precedente diviene:

= M%(; ‘%)+1\ ( ‘m+ ‘m) (20)

dr

ove M, N sono i simboli generali delle 34, N,; M,, NN,, ecc.

7. Siccome pel pianeta perturbatore si hanno le stesse equazioni che pel perturbato, &
facile assicurarsi che adoperando il metodo precedente si troverebbe:

: %37)' _%zi‘l?_f;‘s, g ‘ZA = s "fl‘j,v'.
Ma siccome per la (30) § 3, si ha:
5 _a
dg’ . 1o
ayremo pure
: % dd_dd
ro dg, dg'
quindi, omettendo gli indici:
%31}'—}—%—?37 dA n' S o 'dA (21)

Il coefficiente di %' 82" si ottiene dalla differenziazione diretta di A4 rispetto a ¢, giacché es-
sendo

g =n't4+¢c
si ha:

a4 _dd

dg . dc

ed il ¢’ si trova direttamente nelle espressioni delle serie, contenuto nella quantitd indicata con y.
9
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L’altro coefficiente della (21) si ottiene coll'osservare che ' non entra che nelle derivate di
Q nella (3). Queste derivate sono funzioni omogenee di grado (— 1) rispetto ad r, #/, come si pud

vedere dalle loro espressioni. Allora, se indichiamo con T la derivata rispetto ad » in quanto

esso entra nelle derivate suddette di Q, pel teorema delle funzioni omogenee avremo facilmente:

aA

dr + e

Ma come risulta dalla (3):
BA ” dQ zd2 . A ]=C
"o —an T T ar) T Gy

a ”n

essendo C la funzione poc’anzi introdotta: quindi se poniamo
: dA

7' d_7—I(
si avra
K =—(4+0) (22)
e se si pone ancora, per analogia:
dA dA \
e o 23
la (21) diviene:
3 —[— 39 =Hn'0z+ KV (24)

ove '3, v' sono stati giéu calcolati in 1* approssimazione, ma sono eéspressi per ¢'. Bisogna
esprimerli per e. .

8. A far cio, esprimeremo prima &' per ¢’, indi g' per e. Siccome si tratta dei coseni e
seni di ¢’ da esprimere per seni e coseni di ¢', se si pone

yp=c 5= (25)
sard questione solo di esprimere y{ per #,. Ponendo quindi la forma generale (5) § 1:
yl= X B, (26)
ove (6)
B 1 i J p—ingl ’
=g | gieT"dg. 27
Ora, per la (25):
7 1 (lﬁ"l
dy =—+—
LT e
quindi
j p—ing! ’_1 i y—t—1 ‘
fy{e Mlg_?fy{zl dz. (28)

Effettuando per parti 'integrazione del 2° membro, si ha:

2 he J _7 =1 =
n +n YT Ay (29)
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Sostituendo nella (28) la (29) e limitando fra — = e -, tenendo presenti le (2) § 1, abbiamo
subito:

. s petim
f yie il dg — 1;7% f Zt Yy Ay, (30)
=5 e—iT

Ora dall’equazione:
g =¢ —e'sene’
si ricava, per le (25):

el
— Ly —g =11
f=yie 7 (= 1)

epperd, ponendo:

avremo .

A=yt SEVi—y) |

9. Ora, con metodo analogo a quello della (35) § 3:

£ L)IE 1§

3 Y n) , ke

e”ﬁ Y=Y " J;ﬂ) o
—00

ove le J™ sono date dalla (36) § 3, quando si ponga 7 per j' e ' per . Si pud calcolare le J
anche col metodo del § 1. ;

Si ha dunque
gt =y M Iyt
e per conseguenza:

o0 ot T
S A . TALfA L s
f oyl ‘d%=2u-'775”f Yy

Te—im e—im

Ma essendo:

(1T et
f yedy =0, J. Yy dy=214i7w

e—iT e—iT
si vede che
reiT
arylldy=2inJ;
e—tT
e quindi per le (27) (30): :
B,—L g0,
xq e
che da i coefficienti della (26). Cosi le 82, v' sono espresse per g’, e potremo scrivere:
3¢ =X Z,e" V=3 N,

Rimane ora ad esprimere g' per e.
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i e

10. Tenendo le formule del n® 10 § 3 per la espressione di g/, si potrd scrivere:

ez‘ng’;—ein,ua.e-z'n,/.esens 512'/_

.6

Ma se poniamo
a'=mnp
e teniamo ferme le (83) di detto paragrafo, avremo anche

eing’ — ya_’ c—-nﬁty—y—‘) ei ny

Ma, conforme alla (35) § 3:
e—nﬁ!y_y—l)zszlz—n)yk

e queste J non sono che le (36) (37) § 3, epperd sono gia note.
Si ha allora

X wlog ! :
P Zk JI[ n) y7~+"ﬁ- &Ny
e in fine sostituendo ad y la esponenziale equivalente:

- o 4o ey
00" = Nl TR ZollH ety 2

(31)
Jp zzk y Jk(_ n)z\Tnc(k-l—nF.)is-i—iuy 3

che danno &', v’ per .
Vedremo che questo lavorio enorme in pratica si riduce a molto piccola cosa, non conside-
randosi che le perturbazioni reciproche dei grandi pianeti.
11. Riprendendo a svolgere i coefficienti della (2), e badando alla (8), si ha, lasciando gli
indici:
Lt LI AL
dh = an dh dv
giacché % non si trova in Q. Quindi:
dA r - @PI¥Q oh
ety MG BN Yoot St £ Sl
e P SR T hy (o)
Ma rispetto al 1° ordine si ha
N h
d—=—0=2-
T k' (33)
giaccheé le (26) (27) § 2 danno:

R AS) Q
’L:"”jfiz—v(“’ = [Sa

essendosi posto %;, giacché @ & gia di 1° ordine. Dalle precedenti si ricava
h ho )

T
donde la veritd della (33). La (32) allora diviene

ho

dA
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ove

gk d B0,
T andh dv

baQ—{—b (‘m) | (35)

__r 4apP
acos*\ dh
b 7 esen fapr : , (36)
T acos*\ dh

e per la (3) § 3:

ove si ha:

nella deduzione delle quali si & tenuto calcolo delle (51) § 2
12. Per calcolare i coefficienti della (2) relativi a o, 0, 7, si osservi che queste quantitd
non si trovano che in Q e nelle sue  derivate. Potremo allora in base alla (3) scrivere:

dA dA dA

8 G-I debo_;_ =

7 LD a:Q 3
= ijdvdc G+dvd@ +dvdi811

” d’Q a:Q aQ
+cm(°”[dr(la _J-f_(lrdf) 69+ 321

Ma dall’ultima delle (19) § 2, essendo o, 0 funzioni dirette di ¢, si deduce:

: .
quindi la precedente puc‘> scriversi:
8 +clzlse+dfl
b
r d [dQ T 2d9Q% ddo.) '
_Wpid—v[ﬁ?+—cosid—0]bc %WM gifng. 3 & oidemale i
d [dQ 1 do d dQ .
+anQ§d7 [E-i_cosz df)]s +d—r—7i—bbi

Ora -per la (2) § 2

aQ 1 1 LA dl/ dz 1 dx @ dz
et E g e R R

Ma

dx dy de
TV TR

giacché 7 & solo funzione di X, Y. Se quindi si pone

e e
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avremo:
d d 1z
=U(x1—‘§+ 1 t/—‘_ IC(Z’-)

|% %I% 313

13. Ora dalle (7) § 2 & facile dedurre

dx dy
( a0 Vg +z‘d6)

di (d—l—‘dz—l_

i)

Dalle (19) § 3 poi, facendo Z=0 si ricava

da do’ ; do" T
e 5, g, L——p
d d ! . d@” F
.d_fz_m o, di =2 ——G_:“
i aed o] sroligabiigsT Sesorig o
70 B S deaadh . an
apg AP’ ap’
T e 28 ="
do do do" .
-CT&:'—‘—‘—YSGDG, W.:_Y sena, W——--—Y Senc
dd—izYcosc, ddﬁ?, =Y'.COS"-7 %%:Y"COSG
@ (ZB
dao olf
dy da dB
ds —(Z?_i— do
gz __Xdoc —}—Yd‘B

Introducendo in queste le (41) badando alla (22) § 2, si avri:

dxz .
—=rsen(v-—6 )cos O -7 cos (v —=)sen 0 coss

ds

dy b
e =rsen(v— 5) send —7rcos(v —a) cos 0 cos s
dovie 7c0s (v —o)sens

e = n?

dx g
70 = —rcos (v —a)sen—»sen (v — ) cos 0 coss
dy :
70 ="cos (v—2)cosf —rsen(v—oc)sen O cos ¢
dz

(40)

(41)

(42)
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(cll—f =yrsen (v —o)

%zy'rsen (v — o) (42)
ii—z—y" rsen (v g)
dis gl

14. Dalle (40) si ha:
aQ 1 dQ dx 1 dx 1
dc {—cosz df U[x'(d_c+cosz d6)+y‘( Sl d6)+z’ ]
quindi per le (42):

an 1 da

PR T — UC'tgircos(v—oc)

essendo ' la coordinata introdotta nel n°® 7 § 3.
Dalla 3" poi delle (40), per le (42), si ha ancora:

TR
s U rsen(v—oc).

Queste formule si trasformano osservando che per le (26) § 3, &

o
vt =(7z) (3)
e percio:
aQ 1 dQ d
Zi—;—*—’(;-s—l‘d—o' (ZZ)tg’HCOS ’U-—G)
aaQ

Gl o fih rsen (v —o).
di  \dZ),

Derivando queste rispetto a v e ad » osservando che solo X, Y ed Q sono funzioni ‘di tali
quantitd, si avrd:

L

aQ .

ik s L= ;

dv( e ) (dél )tgwcos v c)+( )tgwsen(v—-c)
% (1)——r o0 7 cos (v—o0)
(lv dz d/dv o dzZ), ¢
g gae L L20)

d (de | 1 dQ\) d’'Q +_ aQ E g (725%)
‘dr\ds ' cosi db) dZar ), r\dZ)|™® S i

%\@2):[(12”* (ZZ)]’ Al 8

15. Occorre ora esprimere 3o, 87 per 82, dA di cui sono funzioni. Dalle (22) § 2 ricaviamo:

0 E =senicos (5 -+ ,) 54 cosisen (s +@,) O
O A =—senisen (5 +,)d ¢ - cosicos (s - F,) 04
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da cui

80‘:#{85005(6 +-@,) — 3 A sen (o @)}

sen ?

5 & =
8z=n—i {0 Zsen (s -+@,) + 0 Acos(s @) }.
Ma siccome si vogliono le 8, 87 di 1° ordine, cosi si porrd ¢=0, e i="1, essendo di tale or-
dine anche le 8%, dA; anzi siccome le E,A sono dell’ordine di Q, si potrd omettere la caratte-

ristica & e scrivere:

36=—1—,{Ecos(c—]-m)—-—-Asen(c-{—m)}

sen?

, (45)
8@=m{:sen(c—i—w)—}—Acos(c—{—m)}
ove si sono soppressi gli indici 0 per la solita ragione.
La (38) diviene allora, per le (44) (45):
(ZA rs P idO
8 + ~5 86+ Wcosz(dZ)( rsenf-- A rcosf)
1 aQ aQ aQ (46)
7 . ¥
"EEEE'PdZdv*"Q(dAd +EZB“”““f A7 aen /]

nella quale per 2, A, si porranno le quantitd determinate in 1* approssimazione.
16. Per rendere le precedenti pitt acconce al calcolo numerico, applichiamo alla (3—2)
il metodo del n° 2 § 3; si ha:

de g (de) r : a’Q ersenf
dZdv de\dZ)acosh = dZdr acos’h (47)
Ora, si ha, identicamente
= ” = ersen
Arcosf—l—wsenf:m[:rsen 4 A(er 4 rcosf)] -+ AT f\[_ rcosf— Arsenf)
e ponendo:
E rsenf - A(er+rcosf) =
. (48)
Ercosf—Arsenf =gq
abbiamo :
Arcosf-+Ersenf = X »+ BT o
acos’ ) acos'y T (49)

Introducendo nella (46) prima la (47) poi la (48), (49), osservando che

r r

an acosi

Persenf):N (50)

@ COoS* A

=M

L

an\’
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essendo M, N una delle M,, M,, N,, ecc, gid calcolate al § 8, otterremo:

Ce s L 30+ 22 8i= 14 NI (51)

ove si pose, per brevitd:

T 1 1 (de\ 9 (de
cosi | cos A dJ de\dZ 0(_]
1 azQ adQ
M= _c_os‘i[(’ dZdr)o+ (EZ)]Q

ove si vede che le funzioni I, J, non dipendono da A e quindi servono per tutte le funzioni
®, &, { che ora consideriamo. Quanto alle p, ¢ per ridurle a funzioni di ¢, ci serviremo delle
(8) § 3: le (48) divengono allora:

(59)

=qacosA[Zsenc 4 AcosAcose
» [ e ] ; (©3)

g=a[E(coss—e) | AcosAsenc]

17. Ci resta ora a calcolare i coefficienti della (2) relativi a o', 0, ¢". Siccome pel pertur-
batore stanno le stesse equazioni che pel perturbato, noi dedurremo, analogamente alla (38):

dA\, dd .. . dA ok i d {dQ 1 do an
72700 +W8°+W8“‘_P[ ( T Zos7 ) +cz( )8’]

an dv\ds" ' cosi db’
rr d (dQ I O, d (dQ\ .,
—WQ[d—r(da' +cosi’ W)bc +W(W)Sz]'

Siccome poi #* non dipende da <, 6, ¢’ si pud dire che in ordine alla derivazione rispetto a
queste quantitd la @ & funzione simmetrica delle 2, ¥, 2, e 2, ¥, 2’: quindi troveremo come
al n° 14:

(54)

dQ 1 do e o9 ‘ /
T ——COSiW——UCtgzr cos (v'—ro")
aQ

T = U+ sen (v' —¢')

essendo { la coordinata del perturbato riferita al piano X' ¥’, ciod:

C=netry+rie

dad - o : e :
Se ora, tornando al n° 7 § 3, calcoliamo la prima di porre 2'=0, e poi in essa facciamo

az
Z'=0, si vede che basta tenere #' costante, giacché derivandolo rispetto a Z’, questa quan-
titd comparirebbe come fattore, epperd il termine per Z'=0 verrebbe a sparire: tenendo
dunque 7’ costante, Q si & gia- detto sopra che diviene funzione simetrica -delle coordinate:
quindi, conforme alla (26) § 3, ricordando il valore di U:

(‘ﬁj) i (55)

10
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ed allora le precedenti divengono:

an 1 do dQ
—_— —_—— t =34
L (cu) B4, o) (56)
G0, 00 r'sen (v —¢’)
dil \dZ ),
-18. Da queste equazioni si ricava:
d dQ 1 (ZQ d!Q . ’ ! .
poes o Tt o B P B et B /i v ——G)
dv [dr cos 7 dO’] (dZ’dv)otg" et
purafa deQ "sen (v’ — o)
do\ai ) \dZ av),
d[da 1 do (510) . / /
it el s | el —0c
dr [dc' cosd’ cl(i'] (dZ'dr) etycoRie )
i @ Ae) s ( l__rl) o
dr\av | \aZar)," " )
e siccome si ha anche, evidentemente:
06’ =——[& cos (s’ + ') —A’sen (¢! + )]
sens’ (57)
84 == L - [Esen (¢ +&') + A’ cos (6’ +@')]
C0S1?
sostituendo nella (54) queste espressioni, avremo:
’ d.A. o7 Ve 1 d Q dl - !
s =i s O g A’
8 + l@' gL ai 2, an cosi (Pddd Ter dzZ'd )( FOoR/ A e
Ma avendosi, al solito:
e 9 [de ¢ a*Q '\ ersenf
p dZ'dv  de\dZ ) acosh ' dZ dr ) acos® A
e ponendo:
E'rcosff — A’y senf =¢' (58)
sostituendo e valendoci delle (50), troveremo definitivamente :
a4 A i B
dc,ba—}—w,be—}— J’b =[MTI +NJ)g¢ (59)
ove
Tk N %0 Q)
cost' de\dZ),
%y 60
S e Tt ( &0 ) (60)
cost \' dZ dr
Per o svolgimento della ¢' introduciamo 1’anomal; - .
i malia eccentrica nella (58) colle solite formule;

!
9 =& (acose —a'e)— A'a' cos\ sen e/

(61)
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Espressa cosi per ¢, la ¢’ potra ridursi a funzione di ¢ col metodo indicato nei numeri 8, 9
di questo paragrafo.

19. Con tutte queste determinazioni, la (2) diviene'
SA=Hndz+4+Kv+Hw3s +K'v +Gb Mg )+ NI +d J') (62)

ove i coefficienti H, K, ecc., sono dati dalle (16), (22), 23), (35), (50), (52), (60), ed ove
Pincremento 73z & dato dalla (14), il v dalla (75) § 3, le 34/, ¥/ dalle (81), la ¢’ dalla (61).

e o Sl
Quanto a — ricordando che la parte finita di 2 3 1 ayremo:

h

h

hy h
Iy

da cui

Py 2 R

0—=——1

essendo la % data dalla 4* (58) del § 3.

20. Applichiamo adesso questa formula a determinare gl’incrementi di &, ¢,

do . 7 ( (ZQ)]
d_s—Al_%_n‘,[ Ydv +Q 0%
ove B <3
2
P1=2ko[‘i‘ﬂf—”""jt—f;—{ewcos(vmo)}]
A= 2% sen (v -+ )
7
Siccome
Sﬂ_db‘cp
dearde

porremo per la (62)
ddo

—d—s-———H,ozSz—}—K.v—[—Hln’Sz + Kiv 4G, 0 =2

B—2[L(72)-

-Kl =—B1 'f‘(]x

7,02 .
.B|~——7vl‘d_s'+7v1 Vi
C,=M, 0. (,d_q

de

dr
,__ & (do

Ki=—(4:+0)
02\ | 4
G,= bl(’d—s)+ by

h h

VR

de 7

)
T
)+ ( cl12+ d7)

do aesen s]

dr

¢. Per ¢ si ha:

+M.(I+g IN+NJ4qgJd)  (63)

e dalle formule citate nel n.c 19 si deducono i seguenti valori dei coefficienti:

(64)
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nelle quali abbiamo:

T, g drsent
L= G oS A 17 acos’)
47 5 4ersenf
— o NN . i~ —  —— ~(er-r7rcos
b= ——-(er+reosf); b g a,cos,,.l( +rcosf)

ossia, introducendo in queste I'anomalia eccentrica, per le (8) § 8 si trova:

2 2
= =3 F, =— ———sene
| o (cose —€) 1 cosTh (65)
2 , | 2esen2Ze
b, (—e-2cose—ecos2¢) bi=- o n

~ cos' X
21. Per la ¢, abbiamo:
dis =7 Eih aQ (_1_2)]
a:*A*—m[Pzd'ﬁQz(’ =

ove
2

z=2kol’%—l—%]senf

2=—2ko‘c_o—si .
r
Abbiamo, come innanzi:
dz—t=ﬂmsz+mv +Hyw 82 + KpY' +G28—’% +M,(I+q I+ DN(T+dT)  (66)

ove, com’ & facile dedurre:

1 I
ngg[i(ﬂ)_ﬂ aesens]

7| de\de de r
K2=B2+02
__ﬁ'()Q o dQ
.Bg-———]uz-d—s—{—hz TW
BN g L) A7 Q aQ\ |
Ca—Mz-é“s 777' +N2 TW—*_TEE) . (67)
, 4 (dy
K;::_(Az"{_oﬂ)

ao\, , (.40
L=l (71?)+ bs ( W)

ove, per le formule generali, si ha:

2rsenf
a cos* A

I, =

!

2
]hzm [acos’rcosf -+ ersen’f )
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e adoperando la formula
r -ercosf=acos’:
da cui
rcosf - ercos’f = a cos?) cosf,
si ha pure
2
H 2
la= T (er+rcosf).
Inoltre, sempre per le generali:
a— 47r-rsenf
'™ a’cos*a
- der®sen’f
7 a*cos®h
ed introducendo in queste I'anomalia eccentrica al solito modo:
2sene , __2cose
L S cos A = cos A
2
el urg =
b, cos*‘)\[ gsenc—esen2e ] (68)
e 2 LE
b= o (1—cos2¢).
22. Per & si ha poi:
aks 'r ao
e 1 Lho il
ove
Lol
P3=_IZO(IT2F); Q3=O-
Avremo, per questa:
h it /
O o Hindet Koyt B 55 + Ky + G L M(IH ¢ D+ N(T+¢T)  (69)
ove
o0 dE\  dE aesenc
= ylac\as) de r
K3= Cs
D (,290), .20 a0
O =M Tl S '”_dr
(70)

: d (dE
Hs_ﬁ(gs—)

Ki=—(4,+ C)

© o pousslEdn
Gs—bsﬁ-*-ba 7 7

giacchd, com’@ facile vedere dalle (17) (18), abbiamo B;= 0.
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Dalle solite formule abbiamo:

492
T @cost A
" 4er.rsenf
3=——‘——
acos’ A

ed introducendo 1’anomalia eccentrica:

by = 602;—)\ [(2+¢*) —4ecose }-¢'cos2e]
(71)
b; 1ol [2senc—esen2¢]
*7 cos’A i
23. Per l'ultima funzione ausiliaria (%9) si ha:
0N ST, (dQ
—d_s(_h_) Pt oy o Mo k"’(d v)
ossia
a5 fho) 5 3102 C1L adQ
?Z_E(TL'\)_A*_aono (dv)
ove, quindi:
P= ko Q4 =0
Poniamo quindi, come innanzi :
d i :
= (8-]%) =Hnde+Kyv4 Hndd + Kiv'+M(I+q I')+ NI+ qJ). (72)

Ricordando ora che nella determinazione dei coefficienti I, K, ecc., si debbono tenere i valori
ellittici delle 4, si ottiene facilmente dalle formule generali, paragonate a quelle del n.° 22,

prima che
A (h\__1d
de\7% ) 8 dc
ossia che
1
A;z——g./lg
e quindi, che:
1 1
'H4='—'§H3; K4=—§K3

E=—§m fiepe o

e 3 idthind. ©335 ade ' Y
La determinazione dunque di o 729 in 2* approssimazione non offre difficoltd; giacché coll’ajuto

delle precedenti & facile dedurre che

Al o IHBE <P
zrs(%)——g[—d?—%ﬂ : (78)
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€1 termini del 2° memhbro sono stati calcolati nel n.° precedente. Si osservi che nello stabilire

la formula precedente, si & avuto riguardo ai valori di M, N, dati alla fine del n.° 4, § 3.
24. Adesso occorre la correzione di w relativa ai termini di 2° ordine. Dalla (65) § 2 si ha:

Sw= & +7 cos(v+ w,) S+ 7sen (v ~+ @) 8§ 493 [ cos (v 4 @,)] ¢ 3 [7sen (v - By)].

Ma per le (49) § 2, le 7, v sono sole funzioni di #; quindi:

31038 - Foos (v-t m,) Dg + Fsen (v ) 3y o L0 T B 5,y yAleenlvbol 5, gy
&

Ma deducendosi dalle (71) § 2, essendo & funzioni di ¢:

d[ 7cos (v +@,)] B0 e
=———sgenc
dz 7
d{rsen(v+m,)]  afn, £ )
P =7 COS A COSE

la (74) diverrd, ponendo ¢,  in luogo di 7, ¢ per non oltrepassare il 2° ordine e ricordando
le (8) § 38:

3w=3€—|—a(coss—e)Scp—{—acos)\cossb\}a—a?——_nsenecp32-]—“27”'coslcossk{aSz. (76)

Ora, la 1* delle (79) § 2 & vera rigorosamente: prendendone i termini di 2° ordine, osservando
che P'ultimo termine del 2° membro & gid di 2° ordine, avremo: :

8@: 2o Sw - i ( x )27%

de, gty Ao \1+v) 2"

Ricordiame ora che v & di 1° ordine e che
o h
(g iy L
h s I

quindi, conservando i soli termini di 2° ordine, la precedente potrd scriversi cosi:

az ¥ P
bzé—so—ﬁsu)—*—%v (77)

avendo tolto ogni segno di distinzione, dovendosi tenere i soli valori ellittici degli elementi
osculatori:
La (77) coll’ajuto della (76) si cangia in
OSnz 7« | 1 T
d o dé—4rdp(coss—e)+rddcoshsenc—[apsenc—aPcosicose] 7@33—[—;v (78)
3
ove si capisce che per mdz e v del 2° membro, si debbono porre i valori trovati in 1* appros-

simazione. _
25. Quanto alla variazione di v osserviamo, che la 2* (79) § 2, per le (71) del § 2. diviene:

dv 7o @ySen€  @,CoSACOSE ¢

de, 2 7 7
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i : o3 p R conte-
Prendendo la variazione di questa, badando che €, # sono solo funzioni di 2z e che 7o

nendo la sola variabile indipendente deve tenersi costante, avremo:

by ené 0o COSACOSE 7 d®(a,senc a (M)lg . (79
gt e A

dz 7 r

de 2 7

Eseguendo le indicate derivazioni, coll’osservare che dalla (38) § 2 (71) § 2 si ha

dr  ayn,
———"_"¢,8ene

dz 7

troveremo :
dv

djs—o=%{sens3cp—cos)\cosssqz}

a andz
+ g{qcoss—}—\,bcos)\sene} 5

aesene andz
r

—}-%{q)sens—kpcos)\coss}

avendo posto dappertutto i valori e, 7, ecc., per €, 7, ecc., per 1a solita.‘ ragione.

Ordinando la precedente per ¢, ¢, troviamo:

dv

T =g—{sen58<?——cos7\c0338¢}
+;i anS [coss—sens aesen sJ (80)
+ am?z[sens_cossaes'ens]

. . andz aesenc 5 2
Le funzioni ——» ——,— sono state gia calcolate nel n.° 5 di questo paragrafo; per Jd¢, ecc.,

si porranno quelle che si deducono dalle (63), ecc., e per ¢, ¢ le quantitd calcolate in 1° ap-
prossimazione. Lo stesso naturalmente deve farsi la (78).
26. Restano a calcolarsi le variazioni di E, A, le cui equazioni sono date dalle (80) § 2.
ou aleiaiie dE A
Se indichiamo ancora con A4 una della T G avremo per queste funzioni la formula stessa
€o

(2), cioé:

_d4 dA IS ddis
SA_—dU Sv—l-——dr by -}——-1.,67 +_dv'(\w
dA
A= 37+ 5+d6 10+ (81)

vyt M f a4
+dc’ 06"+ g O =5 8

e se si osservano le (86) § 2, si vede che possiamo adesso scrivere le 4 nella forma seguente:

A dQ
S aonop((lZ) qoss. (82)
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Operando come al n.° 4, ecc. di questo paragrafo, si trova

dA dA N
5 — 0w —{-7;_- dr=Hndz+ Kv

dzf(?v —ird—AS?—HnSo K (83)
4 \7,0 - g :
ove
H___:g[b 4 A(wsens] \‘
7| de r l
=B+C |

P dP(dn 3
Bzan d?(d/) £

rh dP (cl .Q) :
———|—] cosi

andh\dZ } (84)
P
A
K = a4
dr

— R

? a4 Q .
Cza——P( d;(]/) CoSi.

Ma dalla forma delle (17) § 3 si ricava che:

ao
C= M( 77 h)ocosz (85)

essendo M una delle M;, M;: ed osservando che # non entra nella 4 che per- trovarsi in

49}
( ) la quale & funzione omogenea di 7, # di grado (—2), avremo:

az
'&A L dA

indicando con @ la derivata in quanto # entra in Q; allora si ha evidentemente:

7 04 =C
dr
eppero
K=—(24+40C). (86)

@

Questa e la ({85) completano il sistema (84) dei coefficienti.

27. Tenendo ora presente che o, 0, i non entrano che in Q e nelle sue derivate, abbiamo:

a4 clA clA d (dQ 1 d (do
__y e e Gat
+ 2 + 8 P oo [clc (d Z)u+ cost di ((ZA).,]

70 . d (dO aQ Noe
-+ = P [cosz ¥ (72)., seni (l/)o] a6 i

\

(o7

(57)

11
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essendosi introdotta la solita relazione

do

' dl=—.
oS ¢

Ora, si ricordi che

(ZQ il / II
(M) Ua'y+yy +ey

Si ha di qui, ricordando Despressione di U data dalla (39) § 3, e badando che solo U pud

contenere G:

= (2= ¥as )

d% d7)0— U[x cosfsen i 4 y'senfseni] 4 .’ ;f, ( 1
%(Ell_%)o . U[«'sen 0 cosi —y’ cos B cosi — &' sen ]+ ¢’
giacché:
Cdi%_x _+’ gl—l—z’ccll—é”

rels

ed & facile ricavare le derivate delle y. Lo stesso dicasi di . 7

Ora, ricordando la A data dalla (3) § 2

d (1 3
7|7 == e = S+ =+ o
Ma siccome:
dx dy ds 1 dr"‘_o
ds dec " °de 2ds
rimane, per la precedente e per le analoghe: |
g2 (ISR R ,dy .z
da(A?)———‘ Y3 TY a1 % s |
1 (1 o rlx dz/
db (—AT)__ A’ _}_ + de-‘
difz1 \)ga8 [ 1pde Ay ,dz]
dz(?)_F dit ¥ g b |

e per le (42)

d (1 fl == ofs 1
do (T)+cosid7(F)=_
d

1 3 )
7i (T)_TC rsen (v —a).

3. .4
thﬁc 708 (v — 6)

, dz
(ZG

&)

2 (88)
/

(89)
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Se ora si adoperano le espressioni di 84, d¢ date da (45) § 4 e ricordiamo il significato di ¢
introdotto al n.° 16, avremo per le (89):

oy & TE=d [l do 2\ e
[EE(F)+@W(F)J8G+W(F)b’—._"‘ T (00)

che fra poco adopreremo.
28. Oltraceio, dalle equazioni

ersenf

Ersenf-+ Arcosf= oo

Dle

acos*
- Ercosf—Arsenf=gq
che si introdussero al n.° 16, si ricava:

senf esen’
e L e )
acos’ A acos’ A

[x1

—l—%cosf

esenfcosf q
acos’ A r

cosf
A= -
@ cos’ A

Dl

senf

i ia
ovvero, ponendo per ;;l equivalente

1 1 ecosf
F_acoszl—{—acos")\

si avrd da queste:

1
@ Cos* A

1

A= ==
o5 D cosf—gsenf]

[

[psenf+cq-+qceosf]

e da queste, per le (45)

N ]- i i/
0 i=—r[R'q-+8p]

cos ¢
, o1)
do=——[R"q+87]
ove
/ 1 (
=acosw[esen‘w—}-c)—sen(v—-a)]
S 2SO =g}
= woosa ° (v
(92)

”

[e cos (B4 6) - cos(v — 6)]

" acos')

1
" ———sen(v—o).
@ cos* A ( )
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Ora, si ha per le (91)
Ul«'cos Oseni -+ 7' sen O seni] c-fs—qz + Ula'sen0 cosi —y' cosf cosi— & sen i104

. 1 )
U [ 1 5 5] U . Y A 5/ )_r‘—'f],X)-
_acosz)\ co({w[ (g o sen?‘f)—}— _(Xg +.¥ )]+acos”7\ cosz * (

Ponendo in questa @=Ff--v, e ricordando che
acos’ X

14-ecosf= -

si trova agevolmente:

O : r eemit S
- U[#' cosOseni 4y’ sen O sen s]—— - U[xsen 0 cosi —y cos cosi — &'sené] 34
cos

\ p (93)
U el L o P U _;/y_ ) s
_COSiT_ X+,' Y)q+cosz7( e X)acos")\—!— cosz 71 C )acos A
29. Per introdurre in questa le derivate di Q, si badi dapprima che la (21) § 3, da
B s ey o 1 20 (94)

T rdr A®

Inoltre dall'espressione di Q (2) § 2, siccome Z ancorché non fosse nulla, non conterrebbe v,

si ha:

dQ dQ /, ao 7 it
clv—?l—r({ A-7Y)—{——f{ —a Y)—}— (J X=—a X)

e cio per le (19) § 3, (22) § 2. Coll'uso della (20) § 3, ricordando la (39) § 4, si ha

dQ
dv

=U[X(@E2' 40y +8)~Y(as' 4oy + ")

sy o ) —p s oy 4 )

e pelle formule del n.o 7 § 3

aQ ; 2L
sz('nX ¢'Y)
da cui:
Iy rrn 1dQ -
U—(n A——3 Y)—;"d—b-. (DD)

La (93) in forza delle (94), (95) diviene
! . ! v 8/7 / . 7
Ulz cosOsens—+ 4 sen sen i]co_s-z' =+ Ula'sen 0 cosi— 3’ cos B cos §— & sep )04 ==
__9 |lda pu -1 4o » esenf
cow[r Qo= 1AL +9 cosi dv m—{ mq]

Dalle (88), tenendo presente quest’ultima e la (90)
riduzione:

» per la (3).§ 3 si ottiene, dopo qualche

d (dO 5% CZQ- S d (A . it S
[dc(dZ);'L cos? d_ﬁ(d_Z)o]b iy di (rld) B&:cosz' e cosg Y
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1Q e r’sen’f esenf (pHQ i 1
R=={2Z)(1 4 ] -0 Y [CA PRI [
((1' )( i a“cos‘l) a"cos“)\(ds) P( AP A®

S:-—[a!—!— 7-@ esenf] 1
dz dr] cosX la*cos®r’

Cid fatto, la (87) divieno

ove si & posto:

7
= Sk d_e"w“l'ﬁ 6z=afﬁ-(1€q+81))1’
e introducendo per 37 la (01):
I gy ddg d i z
Z (¢ 8 = 2 o7 S | p— .
= RN [p (zz) R] ZP+[s (]/)t zb]panl’ (96)

30. Introduciamo ora ’anomalia eccentrica. Per le (8)

dA (Z['_ dA 2 r (l
% N NI l

)senu\z

§ 3 si ha intanto:

2 2
3 ¢’ r"sen f_, , €sen’s - 1—¢ cos’ e (l—l—ccoss) 1—-ecoss) 1-4ecose »
GO | 5 E ool i cos* A cos*A o«

L ao 1—{—ccos~~lesens ae) - i@' 1
L@ Tacos™ racos‘h\de e A%)

gl 1 o dQ)aesene
ST afcomA|de. \drovr

Per R', S’ si osservi che

quindi:

v —_—f—m
e per conseguenza:

-,

/

B a c(l)s“q [sen (@ -}-c) (e - cosf ) —cos (@ +- 6) cos f]

!

[cos(m +4c)cosf+sen (@ +o)senf)

T .acosth
e introducendo l’anomalia eccentrica:
L = 11~ ﬁ [sen(w -+ 6)cosicose — cos (@ -} 6) sene]
Sh=— }cos 5 [cos (@ +40)( coss——c)-r sen (@ +a) cos Asene].
La (96) con questo diviene:
dA P
( i==—1[1q+ 97)
de o + dh 5) l— Z a.n[lq ted 7] (
ove

acos’A de acos* i

[ dQ\1+ecose  PQ esene I
= lir—— | — 6 — —ja(l —cose
. (\7 (Zr) 3 ( A® A ) o ) \

A0\ tgi . e ;
—(dz) — S)\l_sr,en (@ 4 5) coshcose —cos (@ - 6) sen <]

1 [o2 ; ao :
i cosal[?lz(l —ecose) — (7 EZ)—)CSC“ s] g
/

(33)0 c:)szx[ 0s(w G)(cosa—g)+sen (@ 3)coskcos €]
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e si vede che le I, J non contenendo P sono le stesse per le due funzioni Z, A.
31. Si ha, infine

dA dA
ool ) (4 +——8 -—
da" dh (99)

7 d (dO 1 d (do A 9 i dQ 84
=mP[ﬁ(‘Jz—f)o+mw(Tz)oJ°°“3° +57zpcz;(dz)0°°“ >

giacché si ha, come pel perturbato
: 1

cos?’

30 = da'.

Dalla nota equazione

_@: ___U(x/ ,11!/_*_2‘/”")__17'(1
CZZO— i TP { ia >

si ricava, giacché ¢, 6, ¢ non entrano che in z, v, #

d (do IS 0 QS ] s doyl
W(ﬁ)o+ cos?’ W(ﬁ)o_‘LC [clc ( “)_I— cos?' d@’(Aa)]

Ol ) {8+ e S ]

ds’ ' cos db da cosi df

az

giaccheé le (42) valendo (apposti gli indici) anche pel pianeta perturbatore, si vede che a0 =i,

Le (89) valgono ancora pel detto perturbatore, quando si pongano gli indici alle #, v, ¢ e si
ponga { in luogo di . Allora per le analoghe alle (42) (89) la precedente diverrd:

d (de) , 1 d [dQ
W(dZ)o cosi’ EZT)—((Z?) B CC lagricosly —o)

— Utgd' [y + y'vi 4+ vy 17 cos (v — o)
giacch¢ sta sempre l'osservazione fatta.
Cosi, si ha pure:

d (dQ) A EIRR = dzx d d
—_— = ) ——] — ./’ i y ” &
a7 (dZ)o v (A) T U(Y v Yaigamih { )

e per le analoghe delle (42) (89)

d (dQ 1 "
To(52) = Va7 P — o —p ST sen ' — o)
32. Ora osserviamo che indicando con j 'angolo dei piani delle due orhite, si ha

Tipa - Yo = 1= cOBj

e che analogamente alle (91) abbiamo

el Lt

3i' = —— [Rig 4 81p']

cosi’
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ove
R, = T oosty Le'sen(®’ +6") —sen (v’ — o)]
S = E LA [cos (v — a')]
a’cos® )’ :

1
B = e [¢ 00s(® + ) + cos (v’ — ]

1
S =————sen(v — ¢
a’ cos® )’ ( )

giacché pel perturbatore stanno le analoghe variabili del perturbato. Le p', ¢/, sono date dalle
analoghe alle (48).

Coll’uso di tutte le precedenti, si pud dedurre subito:

i o 1 ao N aQ 1 y 1
[d‘" (dz)o T o cost’ df” (dd)] S di (dZ) o4 = [U— ¢~ Ucosy] g

e la (99) diviene:

adA dA

8 -+ w,se' — ' =MIq
ove
Jrespsit S‘CZ'——Ucos']cosi (100)
~Cosv |l A J

ed essendo I una delle I/, I calcolate nel § 3.
La (81) quindi assume la forma definitiva:

SA= HnS.z—[-Kv—[—H’n’Sz—LK’v’+G3h“—]—;;(lq-{—Jp)—}—MI" (101)

ove i coefficienti sono dati dalle (84), (85), (86), (98), (100).
33. Applicando ora la (101) allo svolgimento delle variazioni di Z, A, avremo:

%3_: — Hinds + Ko+ Hyn'8s'+ K + @320 4 m(1g 4 Tp) + BT¢ (109)

ove si & posto
P;
an

F5=

Z:‘
essendo P; la funzione P introdotta nella (82) e che & relativa a 7o
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In questa, per le (84), (98), (100):

I]5=g- _8_ d_.':' _E.aesens
r|de\de de r

Ifb =-B5 + 05

B,:ilbsenf(gg)ocosi—_—%;
e -%"Senf(g—;)ocosi:—_ e g_s:
5= 7o)

’Q ;
05 = M, (7 m}o COS?.

& poi, per la (82) e la (80) § 2
P, = hrsenf

(103)

e ———

~2

ed introducendo I'anomalia eccentrica colle (8) § 3, ed il valore di A:

F, = asenc.

Si vede che le (103) sono gia note in gran parte dalla 1* approssimazione: i valori di I, o, s

p, ¢, ¢ sono dati dalle (48), (58), (98), (100).
34. Per A abbiamo analogamente:

dA , 5 N
(ZF-E-_—_IJGnSz—}—Kﬁv—l—HGn'Sz/+KGV'_|_Gﬁb%_}__po(]q_]_Jp)_{_MGIIQ,
ove
B
an

essendo P; la P relativa a A. Dalle formule generali si ha, qui:
7, (1) 00 s

| de\ de de 7
K, = B; + Cs
: d d A
Br= 32 LE,
Y cosf(d Z)o cos? =
rh as dA
GG—-—MV Sf((T— COEEIE o
e N0 fada
He (Zc'((ls)
de

I LRI
05 == 6 e COS 2.

(104)
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Essendo poi, in questo caso:
P, = hrcosf

avremo per le (8) § 3:
a(cose —e)

F.=
. cos A

Anche qui la I, J, ecc., sono le medesime che per Z.
35. Resta ora a svolgere I’equazione differenziale relativa a I' che ora per la prima volta.
si presenta. Di tale equazione noi dobbiamo solo tenere i termini di 2° ordine: ora siccome

(%%)0 & di 1° ordine e di tale ordine & pure la quantita
senzsen (v — 6) —sen4,sen (v — G,)
che comparisce nelle (24) § 2, si vede, che per limitarsi ai termini di 2° ordine bisogna fare
=Ny r =1,

e nel denominatore di detta (24) porre o, 7, in luogo di o, 7 che vi compariscono. Allora essa
si riduce a:

dU _ ry senisen(v—so)—seni,sen(v—o,)(dQ
de,  cosA 2 Cos 1, dz),

Moltiplicando la 4* (22) § 2 per sen(v-+ @) la 3* per cos(v-+ ®,) e sottraendo, abbiamo:
Asen (v 4 @) — Zcos (v + m,) =sen ¢sen (v —o) —sen4,sen (v — ).

Sostituendo nella precedente, lasciando indietro gli indici che non hanno pitt ragione d’essere,
e ricordando che si pose
vto=f

troveremo:

ar % aQ

— =—————{Arsenf—2Ercosf]| ==

de ~ 2cos*icos { ! 7l dz),
che & lequazione di T sino al 3° ordine, escluso. Se poi badiamo alla (48) di questo paragrafo,
si pud anche scrivere:

A= 7 AS) i
de Zcosrcosh q(d_Z_)o (105)

epperd lo sviluppo di questa & immediato.

36. Per lo svolgimento definitivo di alcune degli equazioni precedenti, occorre sviluppare
le derivazioni di 2° ordine di Q che vi compariscono. Si tengano percio presenti le formule del
n.° 7 § 3; differenziando la (21) § 3, coll’osservare cke 7 non contiene Z, avremo:

GRS e A [ e e SN Ay h_;ii]
ST Rl e ”I)Bx e a7 o i

Ma per la ragione ora detta:

dx dy de * lidy

LR R T VR
Tzt Y g A o g

12°
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: e d Ay Sdgs | 3

i -, =, = bit

e ricavando dalle (19) § 3 i valori di AN AN A ottiene subito
' 4’0 Coast o 204
(drdZ) y.—(r —dX—n"Y)(C

Inoltre differenziando la stessa (21) rispetto a Z', si ha

aQ 3

- da
ez b s XemmblY)

~ay . ;
(T—al)dZ/—{_( ?/)W—i—(“—z)dzl

du

b dd

+U

X+
e siccome:

wadah e indil d = ds' 1 .dr” £33
247 L G R s g

si ha per le (19) § 3: .
d*Q 3 :
(duu)_‘ (=5 X—w Y] 4 UL

Infine derivando la (21) rispetto ad » abbiamo:

d"Q dz r
P = =2 X V)| =) T =)+ = S| -
Ora:
dx dy dzt §{dy
PR TR Tk T
Clib‘_ ; d_/_ (lz_ i -
d—r—rxcosv—{—ﬁsenv, Tr vcosv+[- senv; g cosv 4 ["senw
quindi
ALY 3 72
7 7 —(Ad(r-——-,X—n Y)y — hxE
Addizionando con questa la (21) § 3 si ha:
AY) d(‘ 3 2 x = : 2 .y
S gy — s R B K ) — ~

37. Per rendere queste formule pin adatte al calcolo numerico, ricordiamo che si trovo,
al n.° 7 del § 3:

2 13 2
2 o T —A
S X A0 Y=—eF—— = cos(r,+)
dalla quale ricavasi:
s a .
rP—dX—n'Y Pt 1
T o

(= Vi i =ty s
A’ SieTT re s e
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Sostituendo, si trova:

o T 7 e [ L
(’drdz)o_'—§"‘[ g +Z?]C
aQ 3 [rr—r*SN T
: . R % ’
(’ d'r(lZ’)o_ 2 "‘[ T Aﬂ]‘ + Ut (106)
20 ao 3(r'* — Y 7 1 ” :
’W+"W={"[T_F+E]_*"Tﬁc°s(”")' !

In queste la U & data al n.° 8 § 3; quanto a { ricordando che essa & la coordinata del pertur-
bato riferita ad X' ¥, e che v ¥ & I'angolo fra » e la linea del nodo reciproco delle due
orbite, abbiamo

{=7sen (v W¥)senj

che & analoga alla (29) § 3. Quanto alle funzioni

che entrano nelle espressioni.delle I, J, ecc., esse restano implicitamente sviluppate nello svi-
luppo che facciamo delle (106) ove pure conviene svolgere le dette funzioni; anzi si vede che lo
sviluppo in serie si dee solo applicare alle tre funzioni

=
&
=

38. Der ottenere i valori delle variabili in 2* approssimazione, hisogna integrare dapprima
l]l:—, 02, dA, dT, gia stabilite nei numeri 20, 21, 22,

23, 33, 34, 35. Tale integrazione eseguendosi per serie come alla 1° approssimazione, hasterd

le equazioni che danno 8¢, d¢, 3%, &

qui trattare la questione in generale, assegnando la forma generica degli sviluppi di dette equa-
zioni differenziali.
Premettiamo che una funzione della forma:

F:EAcfj—f/-l)ie——iyj' e o

moltiplicata pei seni e coseni dei multipli di ¢ da ancora una serie della stessa forma, con
termini ‘costanti. Cio & evidente, giaccheé
eim;_c——ima
senme = :
21
ime —ime
cosme=—"%__ ¢ g
2
Guardando ora la forma generale delle equazioni differenziali in parola, forma data dalla (62)
¢ badando alle espressioni dei coefficienti di questa, si vede che in questa entrano, in ultima
analisi, le derivate di Q, alcune funzioni razionali ed intere di senmie, cosme, e le funzioni, d4,
v, 82'... combinate per prodotti. Ora, le derivate di @ che sono della forma (107) moltipli-

?
cate per le dette funzioni di senmce, cosme, originano, come s’¢ detto, delle serie della forma
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=y : ; ono della
(107) pit termini costanti. Moltiplicando poi questi risultati per le 3z, v, ecc., che 8

forma _ 5
Go 1= By N g C e, 6T A T (108)

- s 5, indicando
non escluse le 8¢/, v/, come si vede dalle (31) § 4, (71), (72), ecc. del § 3, si trovera, indican

con ¥ una qualunque delle ¢, &, ¢, ecc.

i s Boe - BCoed - 3 Dye™ (109)

de

ove si & posto per semplicita

w=octpPectvy

essendo », B3, v interi positivi e negativi o nulli.

i i i ch funzione di forma ce'™¢T*" in-
39. Ora per integrare la precedente, si osservi che una funzi

tegrata per parti da:

: ;. 2 - ime +in (NS e
fsgi’”e'*’i"da:se“"e+“l —L[‘e““e_l_t”dS:sé +2 +-_2-ezm=+z‘n. (110)
e vm "

Integrando dunque la (109) servendosi di quest’ultima, avremo, in forma:
3V = cost + Fye + Foe* 4 ¥ Goee™ + 3 H,e™ (111)

ove la costante aggiunta & quella parte arbitraria che & di 2° ordine, e che si tratta ancora
di determinare.

Quanto poi alle 32, v, le equazioni ad esse relative sono le (78) (80): ed in queste entrano
le funzioni o, ¢, &, 09, 8¢, 3, moltiplicate per le solite funzioni razionali ed intere di sen e,
cosms e per 102, v'. Ma le 0o, ecc. hanno la forma (111), le 8, v hanno la forma (108),
quindi, per le dette ragioni, badando alla forma delle (78) (80), si avra il tipo seguente:

& w8 —at bt + 0 + B fec Bgoo

ove, naturalmente, queste a,, b,, ecc. hanno niente a vedere colle precedenti.
Perd per le equazioni di condizione che saranno sviluppate nella parte pratica di questo la-
voro vedremo che il coefficiente di <* & nullo; quindi avremo:

\

ad i u \! 7 \
%nSzzao—{—bos—}—Zdﬁ”e + Mfice + X g.e™ /

ddvy S (112)

—-=a+ bie + Ndoste™ + Nfsee™ 4 Fghe.

40. Per passare alla integrazione di queste formule, integriamo prima per parti la funzione
8281»154-”1' Sl avré,:

ime-tin
ime i e 2 : 3
Ezemz_-{-m de =—¢? 3 e St efme-|-msds
1M LM
e per la (110):
{ .2 t'ma—i—-in] i) e gmetin etmet+in
£3€ Gk By T e . e
1M m im’ ( )
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Applicando dunque I’integrazione alle precedenti, coll’adoperare le (110) (113) troveremo:

nde=2c,+ Ae + By + N Cocte + 3 Dy + 3, By
dv=23¢ +A35+Bése_l__zogszeiu_l_zpaeeiu —{—ZE(,ei"
essendo de¢,, d¢, le parti di 2° ordine delle c,, ¢, che sono le costanti arbitrarie aggiunte in
origine a 2, v.
In forza poi della (111) che abbiamo detto valere tanto per ¢. ¢, & quanto per , A, T, si

dedurranno i valori di queste ultime che fissano la posizione dell’orbita istantanea: essi saranno
di forma:

(114)

02 = 8ys + aoe 4 boe’ Zcoeei“ +2doei”
3A=3y4+ags+bﬁag—l—zcései”—{—zdge‘.“ (115)
8F=8'}’5+a6/8+b8,8 _,[_Zc(r]lseiu_*_zdé/ciu /

Svs, 34, s sono le costanti arbitrarie di 2° ordine. .
Si noti che i coefficienti delle (114) sono funzioni delle dc¢., d¢s, Oy appartenenti come co-
o

stanti arbitrarie alle 8¢, 31, =

8%, i cui sviluppi sono conformi alla (111).

41. Per determinare le costanti di 2° ordine che entrano mnelle precedenti, osserviamo che
all’epoca si ha sempre, per qualunque grado di approssimazione:

dz dv
(n2)y=0, v=0, =5 =1 E—E—=0. (116)

Ora, sino al 2° ordine incluso, 72 si compone di due parti: una di 1° ordine, che &
¢ -+ (n2)
I'altra di 2° ordine, cioé

deo 4 (nd2),

essendo ¢, la costante arbitraria di 1° ordine gid considerata in 1* approssimazione, e (n92),
essendo cio che diviene la parte variabile della (114), 1°, per £ = 0. Dunque per la 1°* (116):

0 = ¢, 4 (n2) -+ S+ (2.

Ma in 1° approssimazione trovammo:

0= ci + (n2),.
Quindi
dey=— (nd2),. e (11T)
Cosi troverebbesi:

5o =— (3 (118)

e si noti che le (m32),, (8v), contengono le costanti di 2 ordine d¢,, d¢;, ecc. che entrano in
do, ecc.
Per analoga ragione, dovendo all’epoca annullarsi anche le T', A, E avremo:

8"{a=(85)0: 8Y4=(8A)01 8‘Y5=(8F)0

essendo (S E), ecc. cid che divengono le parti variabili delle (115) per ¢=0.
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42. Queste tre ultime uguaglianze danno immediatamente i valori delle 8v;, 974, O7s; ma

nelle precedenti (117), (118) i coefficienti sono funzioni delle d¢,, d¢s, ecc. che sono ancora a
determinarsi. A cid servono le equazioni di condizione stabilite alla fine del § 2, e le altre due

che svolgeremo:
dz dv
| £ 3 119)
(dt)o 5 (dt-:)o 0 {119

Per far questo, osserviamo che rigorosamente:

de  dnyz 1
dt  de . 1—eyco8€,

Separando le parti di 1* e 2 approssimazione, abbiamo:

dz _ d(n2) 1 d(n,08) 1

dit de 1—e¢,cos8, de 1 —e,cosg,

Ora all’origine, si ha per la (119):

d(ny2) 1 i d(n,9 2) 1 Sy
de | 1 —eycose, de . |,1 —€ne088m

Ma in 1° approssimazione si pose
d (9n,2) 1 e
dz |, 1—eycost,

quindi, per la precedente:

'[(1(71(,32')] i : (120)
o dlice s
Analogamente avremo:
Ny
((Mv) L0 (121)
de J,

(ueste ultime sono due equazioni condizionali fra le dc;, d¢s, OYa, OYi.
43. Per sviluppare in questo caso le altre equazioni di condizione date dalle (69), (70) § 2,
ricordiamo che
: =14 a hoy: =14 qa (122)

onde, sostituendo nella (69) § 2, ricordando che ¢\ ¢: sono le parti di 1° ordine di ¢\, ¢., e
d¢:, 0¢; le parti di 2° ordine, avremo, tenendo i soli termini di 2° ordine:

3¢, + (o 4 gig)) + (©: + ¢) = — 33¢..

Si osservi ora che o, -+ ¢ig» non & che la parte costante di 2° ordine nello sviluppo di
/
(t—1) (ﬁ—-l)

come rilevasi dalle (68) § 2 insieme alle (122) ricordando il significato di o,: per la stessa ca-

gione @, ¢\’ & la parte costante di 2° ordine di (»—— 1) e dunque si pone

(?70_1)2(&_1)—{—@—1 )2 -+ term. var.
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la precedente diviene:

Squ+L=—33g, ‘ (123)
che & una delle relazioni cercate fra le costanti di 2°v ordine.

44. Quanto all’altra relazione, che per una trasformazione della (70) § 2, fatta nello stesso
numero 20, &

= - 1—v\ %
| E—l—@ao(coss—eo)+k{/aocos7\osene=(1+V)T; (124)
s1 osservi dapprima che abbiamo

1= 0 2
(I_Jr:)%z(l_gvjugv...)(l + g+ Vi)

come nel 2° membro della (80), § 3. Ora indicando con dv, d¢, le parti di 2° ordine delle v, ¢,
mentre v, ¢;, ne indicano le parti di 1° ordine, se ci limitiamo ai termini di 2° ordine, V; essendo
di 1°, otterremo dalla precedente:

3 (152) e = 2y 24 (@ Vo -8+ 2+ term. var
1--v) R | v—2v(qi 4 Vaho) + 0 g+ 2v* 4 term. var.
Siccome poi &

h
S —e
Q- 2 h bl

se poniamo

—2v (%-’ —1 ) +2v* =0, 4 term. var.
e badiamo che
dv=23¢, - term. var.,

la precedente diverrd:

1—v ]n N N
8[(T—_i_—v)—]%]=f2601+bq3+w4—{-term. var. (125)
Si noti che o, si ottiene facilmente, giacche v ed % son quelle ottenute in 1* approssimazione;

¢ che quindi in esso entreranno le costanti arbitravie di 1° ordine; ma noi non le mettiamo in
evidenza, cercandosi solo le relazioni fra le quantitd di 2° ordine.
45, D’altra parte abbiamo:

d o =120¢; 4 term. var.
d¢=2¢; 4 term. var.
0&=207y, + term. var.

e il 1° membro della (124) non & che w; quindi
S[&+ 9 aq (cose ) - Yais coshosen] = dw

ove le O indicano i termini di 2° ordine. Ora la dw & data dalla (76): quindi se s'indica con
», la parte costante di S w indipendente dalle costanti 8y, d¢., la (76) da

dw=0y,—aede, + v; + term. var.
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quindi, per la precedente:
0 [€ 4 0ay(cost —e,) + Pajcos A, sene] =8y, —aedc; + ;4 term. var.

Allora, se nella (124) si considerano le sole quantity di 2° ordine e di queste le sole parti co-
stanti, dovremo, per le (125) (126) avere:

—28¢, + 0 F o, =0y, —aede, + o (127)

(126)

che & la 2° relazione cercata fra le costanti arbitrarie di 2° ordine.

Si puo osservare che la quantitd o; si deve calcolare adesso appositamente, giacché la (76)
non si calcola prima dintrodurla nella (77), ma si calcola addirittura la (78) per determinare
equazione differenziale di J .

Le equazioni (117), (118), (120), (121), (123) e (127) determinano adunque i valori di 2° or-
dine delle costanti ¢, ¢, ¢, ¢, Y1, Y2 che sono relative al moto nell’orbita: quanto a quelle
che si riferiscono al moto dell’orbita istantanea, esse sono state gia determinate alla fine del n.o 41.

46. Prima di chiudere questo paragrafo & necessario fare una osservazione da cui segui-
ranno alcuni precetti importanti e dei quali nessuno ha mai dato la vera ragione analitica.

Ricordando la (2) § 4, troviamo in essa i due termini

d A d A
+

Ora #', ¢’ sono funzioni oltreché di o', ¢, #’, ® anche di #, ¢, ¢, poiché esse si esprimono per
o, ¢, n, s e per g, e questo, come si vede dal n.> 10 § 3 si esprime per #, ¢ ed e. Allora la
somma precedente si pud trasformare nell’altra :

a4 aA aA

WS@’—}—%,—S 8A8 + —}— +d ,3 + Se—}—ecc (128)
ove ¢ indica la derivata rispetto alle n, ¢, ¢ in quanto queste entrano in #/, v’. Ora le quantita
da/, 8¢, ecc., indicando le variazioni di &/, ¢, ecc. dovute all’azione dell’asteroide sono assolu-
tamente trascurabili; dei tre primi termini poi, i piﬁ'considerabili sono i due primi, poiché 1I'n
proveniente da g’ si trova ai denominatori, i quali possono essere piccolissimi e in tal caso in-
grandiscono molto i coefficienti; e la ¢ potendo differire discretamente dal suo valore iniziale
fa si che la dc¢ possa esser relativamente forte.
47. Ridurremo dunque la (128) alla seguente :

ad dds, P45 24

dTST +d?}’ Y = —Z— (129)

almeno in quanto il 1° membro si riferisce all’azione del perturbato sul perturbatore.

Dalle (78) § 2 si vede che nelle equazioni relative a ¢, ecc. le #, ® non entrano che in O
e nelle sue derivate, le quali si sviluppano rigorosamente sotto la forma ( (31) § 38, i cui coeffi-
cienti A4’, ecc. son costanti, da noi solo determinati sino ai termini di 1° ordine incluso. Dunque
le #/, v' sono solo rappresentate dalla g’ che si trova negli argomenti: epperd le #, ¢ a cui &
relativa la (129) sono solo da cercarsi in g'- Ma questa, come risulta dal n.° 10 § 3 contiene
le quantitd {, 12, v:le due prime son funzioni di » e la 3° & funzione di ¢ce di . Dunque la
correzione relativa ad » si dividerd in due parti: la 1° che indicheremo con A, riguarderd B:
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e la 2* designata con A, si riferira a . La 1° parte potrd farsi sulle equazioni differenziali per
passar poi all’integrazione come si & fatto sinora, giacché B entra mnei coefficienti prima delle
integrazioni: ma I’ altra parte relativa a g dovra farsi sulle funzioni @, ecc. gid ottenute, giacche
solo dopo le integrazioni la p. viene a far-parte dei coefficienti.

48. La 1* parte della correzione, indicando sempre con 4 una delle ‘13, ecc. sard dunque:

de
d
AMA= dfé op (130)
e siccome = = e =0 si A
=g pe, b=, si avri:
[* b)
8@=—§sen)\y,-7n- (131)
: s = -
Per determinare ok si noti, che conforme al n.° 11 del § 3, potremo per A assumer la forma:
A= Ejj’ lpjj' cf(j—j'ﬂ)z—iw" (1 32)
e pud sempre ritenersi che questa forma derivi dall’altra:
A=3, yv, 5T, : (133)

Allora si ha sempre pel detto n.o 11:
W= 10,5 I (134)
ove El,k indica di prendere 7, % in tutti i modi per cui si ha
I+ k=j.
Derivando la (133) rispetto a f che entra in ¢/, come si vede dal n.°> 10 § 3, e adoperando le

altre formule di quel numero, si trova:

dA ek
dp ZI’]”[’J . jy” T Bly—yT )e 75’ (y— o™

1(l= Jig e

ZZZ,j'ijl, ,j./ Jlyy, ye AR

ove si & ’posto o = — j'pn. Operando come nel n. 11 § 3, mutando poi per simetria [ in j e
viceversa e badando alla (134), avremmo:

dA o B S e iy g~y JAd—i p)ie—ivs']
W: Zj,_i'f .?/‘Fjj'e —-zj}-,j Y I)jj,e 2

Ordinando rispetto ad ¢, giacché y = ¢ si avra:

dA

25 = Zi Do, Wi, 7 eldnd s 3 (135)

che data la (132) da il coefficiente della (130).
49. Passiamo ora alla 2* parte della correzione da noi indicata con A;. Si & detto che si
dee operare sulle funzioni ¢, ¢, ecc. e non sulle loro derivate. Ora, a rigore, per aver i coef-
13
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occorrerebbe la forma
ordine. Ma sic-

ficienti dello sviluppo di una funzione svolta secondo la serie di Taylor,

rigorosa di tal funzione, mentre noi delle ¢, ecc. abbiamo la sola parte di 1°
come p non entra che negli argomenti di @ e delle sue derivate e di queste la forma approssi-

mata coincide colla forma rigorosa, cosi mnoi potremo, nei limiti della nostra approssimazione,
operare sulle ¢, §, ecc. gia ottenute dal calcolo di 1° ordine.
Le derivate di ¢, §, ecc. hanno la forma generale seguente da noi trovata nel § 3:

d__U__ Vot plI—d E)ie—ey’
de '

essendo U una qualunque delle ¢, ¢, ecc. integrando si ha:

U= cost + 3, m =7 wyie—i3)"

Prendendo di questa la variazione rispetto a ;. in quanto esso entra nei coefficienti, abbiamo :

nU=5p3- _Jj T “_U] = =i p)ie—in’ e

e si vede che per aver A, U basta moltiplicare i singoli termini .per 7 _{,.,H. D’altronde, dal-
I’ espressione di p. abbiamo:

8(.L=—{.LM- (187)

50. Col mezzo delle (180) (186) si ottengono le correzioni dei coefficienti delle ¢, ¢, ecc.
correzioni dipendenti da 2 che entra in +/, o'. La (130)

-

¢ sempre poco considerabile; ma la
(186) puo dare origine a termini anche considerabili, poiché i denominatori possono talora essere
molto piccoli a causa della quasi commensurabilita dei moti medi. Quindi la (136) puo dare
anche delle quantitd di 1° ordine che dovranno percid unirsi alle altre di tale ordine. Percio
finito il calcolo di 1° approssimazione, si calcoli subito la (136): se si troveranno termini di 1°
ordine, si uniranno alle espressioni gia ottenute, lasciando i rimanenti che saranno poi incor-
porati coi termini di 2° ordine.

51. Quanto alla correzione dipendente da c¢ si noti che questa non entra nei coefficienti,
ma solo negli argomenti, epperd anche per essa bisogna adoperare le funzioni ¢, ecc. alle
quali pud assegnarsi anche la forma:

Uy = XA (o + Bod). (138)
La correzione sarebbe quindi:

OUy= A5 («+Be)- B¢ (139)

ed in questo abbiamo scritto ¢, perché lo vuole la natura dello sviluppo di Taylor che sempre
adoperiamo. Ora per avere la U completa, alle quantitd di 1° ordine date dalla (138) si de-
vono aggiungere quelle di 2°, e tra le altre la (139): e allora fra le altre parti dell’ U com-
pleta ci saranno anche le (138) (189) la cui somma U, 4 8 U, non & altro che cio che diviene
la (188) quanto invece di ¢, si pone ¢ ossia il valore esatto sino al 1° ordine incluso. Dunque
terremo conto della correzione dovuta a ¢ col solo porre negli sviluppi di 1° ordine il valore
di ¢ avuto in 1* approssimazione, anziché il valore osculatore.
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Per la stessa ragione poi, volendo tener conto della correzione relativa al {~ che entra negli
argomenti, basterd sostituire nel ;. che si trova negli argomenti degli sviluppi di 1° ordine,
invece del n, il valore di % pit esatto sino alle quantita di 1° ordine incluso. .

52. Ci resta ora da trovare l’espressione di d#, ed il valore pit esatto di ¢ da sostituire
negli argomenti.

Si osservi per ¢io che la funzione 7 contiene una parte costante formata dal valore oscula-

tore iniziale e da una quantita dipendente dalla forza perturbatrice. Cio risulta dalla formula
che troveremo nel paragrafo seguente :

h Dy \2 3
s (sl I__
4 h ( 7&) 2 =
giacchd & facile vedere che le quantita , =, ece. contengono dei termini costanti dipendenti

ed indipendenti dalla forza perturbatrice. Ora, dalle (35) (36) § 2, con metodo notissimo dai
trattati di Astronomia, si deduce una serie esprimente » per (n¢ - ¢) che sarebbe:

v=(nt- ¢) 4 Asen(nt 4 ¢) + ecc. (140)

Se ora s’indica con N la detta parte costante di #, e si osserva che ¢ non ha termini propor-

4 29sen), - 146

3
logn = logn, — = M cos’ 2, cos* A,

zionali al tempo o li ha piccolissimi, abbiamo che nell’espressione di » per ¢ la parte propor-

zionale al tempo & N. Ora dalle tre prime (49) § 2 che han la stessa forma delle (35) (36),
si dedurrebbe, analogamente alla (140):

v = (1,2 4 ¢;) + Asen(n,2 + ¢,) -+ ecc. (141)
Se ora nella {71) § 3 poniamo al posto di ¢ il valore

€ =Nt 4 ¢, — ¢,8ene,
si vede che avremo:

n 2 = cost -+ (*/.’ — f——aecg + U, + Voo)not 4o
essendo ® un complesso di termini non proporzionali al tempo. La (141) diviene allora
v = cost | (7{ — g aecy + Uy + Voo)'not + ece. (142)

e sard 1’espressione di v per ¢.
Per cio che si & detto sopra avremo dunque

S e

Ora della dn la parte pitt considerabile & certo la parte costante, non avendo la # variazioni
. a . SN 1 . 9 fyz=, g
secolari: essa parte costante & evidentemente N — n,, ciod, se si ricorda che yi=1-+qi:

87Z=(q{—2—0/00,2+ Uo,o + VO:")”‘J‘

Analogamente ragionando si concluderebbe che la parte di ¢ costante & la parte costante di (142)

esatta quanto si vuole, Ja quale si dee introdurre negli sviluppi di 1° ordine al posto di ¢,.
53. Riepilogando: le 87/, 84/ indicano le variazioni del raggio e della longitudine del pia-

neta perturbatore per I’azione del perturbato e degli altri pianeti del sistema solare. Indicando,
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i variazioni : . 3,.... quelle dovute a cia-
in generale, con 9, tali variazioni dovute al perturbato, e con 31, Os, q

-scuno degli altri pianeti, avremo:
dr' = 0,7 + 827"—{— 3z 7! —+ -
dv =8, 4+ 8,0/ + S0/ 4---

epperd i due termini %437", Z—j 8o della (2) § 4, si trasformano in:
r
dds, ddys, ddy , ddy, dAdy s, dAd g
rrtiien il v L P U e L P

I primi due termini del 2° membro sono stati sviluppati avanti, e si & visto che nella equazione

-differenziale non producono che il termine % 08, salvo ad aggiungere la correzione (136) dopo
I’ integrazione.

Quanto ai tre ultimi termini della (2) § 4 si nota che essi son sempre trascurabili perchd le
35’y 80’, 84" essendo le variazioni che I’inclinazione, ecc. del perturbatore risente dal pertur-
bato e dagli altri pianeti, & chiaro che da quello non risenta nulla e dagli altri tanto poco
che non & il caso di occuparsene. Quindila (2) § 4 si riduce, nel caso di un sol perturbatore a .

& dA dA dd dA
A v Wi e o S 0
dAd » a4 » dA dA d4d ..
—\‘.\. 'I e ‘. 3 12 _\ P~ 1 o ;
T g S+ Ty Bdv + 2580 A e T

intendendo che dopo 1’integrazione si debba aggiungere la parte di (136) che & di 2° ordine.
E chiaro poi che delle espressioni precedenti ne avremo tante quante sono i pianeti pertur-
batori che si considerano.

§ 5.

DETERMINAZIONE DEGLI ELEMENTI ELLITTICI PER UN’EPOCA DETERMINATA.

1. Integrate le equazioni del moto e determinati cost i valori delle quantita

ho= %
2, v, 9, H’J, E; ']—a = As r
(2
in 2* approssimazione, si puo ora calcolare i valori degli elementi osculat

dine, per un’epoca determinata.
Stabiliamo prima le equazioni rigorose necessarie a tal calcolo. Dalle (50), § 2 si ha

ori esatti sino al 2° op-

o \
ecos(w—m‘,)=cpﬁ(%)+eo‘

2 (1)

esen (@ —m) = —{ L (_)

2hs \ A
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In queste ¢, ¢, (—kﬂ) sono gia calcolati: quindi si potrd da esse dedurre i valori di e, ® per l'e-

poca fissata.
Inoltre essendo:

si ricava da esse, agevolmente

a=a 08 Ao e n=m\ /(%)
T %cos*A \ A LA

che danno, prima @ poi % essendo gia note 2, (%)

2. Dopo cio, le equazioni notissime
1'8en (v -+ @) = a,cos A sene

7cos (v 4 ®,) = o (c0sE —¢;)
danno:
cos)A,s8ene
COSE—sen A,

tg (v + @)=

e la & si determina dalla
No&—+ cp=E—sene

giacche 2 & nota; quindi la (4) dard la v. Ora, dalle equazioni analoghe
»sen (v -+ ®)=—=a cosAsene
7 cos (v +®) =a (cos — e)

si deduce tge, la quale se per » poniamo l'espressione corrispondente, diviene

froie cossen (v + @)
88 Sen I-cos(v @)

e w, v, ¢ essendo noti, se ne ha la . Da questa si ha poi ¢ dalla equazione
nt—l—c:s-—eséns.
Infine, dalle (22) § 2 si ha
sen i sen (s + @) = & - sené,sen (o + @) |

sencos (G -+ wo) =A +}sen G5 cos ((;0 + wo) j

dalle quali si hanno i valori di o, 4. Per quello di 0, ricordiamo che (22) § 2:

cos & (¢ —1)

tg3(c—c0)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7).

(8)

da cui, ora che sono noti o, ¢, T si ha 6. Cosi gli elementi osculatori «, =, ¢, @, ¢, o, 7, O sono

noti all’ epoca determinata.
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3. Questa sarebbe la soluzione teorica, ma a noi preme la pratica, approssimata sino al
2° ordine. Se intanto si pone, badando alle (2):

L ]2_0 —-}_ 2 I]l—o = |
?2% (7&)_2%008 7\0(7& =

/
Z (9)
g 0 oy (L8 S0 2y B\ ¢\
4/2%3(7;)— 5 0 COS 7\0(1&)51 3 ’1
ayremo, dalle (1) :
ecos(w—mo)éeo+'n ) (10)
esen (o — @,) = &. |
Di qui, si ha
o vid
tg (v — @) = ol

quindi sviluppando colla serie che di arcty e fermandoci alle quantitd di 2° ordine inclusivo,
badando che in & 4 vi sono dei termini di 1° ordine abbiamo :

< . -1
o N et et
€ 1 sen Sen A,
e di qui, sino al 3.° ordine:
5 En
B — = —

sen A, sen’:,

ed essendo p il modulo per ridurre in secondi, avremo:

En
— @ . _ —
- e senld, - Psen"’?\o aw
che da @ sino al 3° ordine escluso.
4. Per aver A che & 'argomento di e, si ha dalle (10), ricordando che
¢ =seni;
send = \/& 1?4 2usen A, I sen’ A, (12)
da cui
2 L
€' 4 1* 4 2 nsen A, ]2
A= sen),|1 :
sen sen 0[ -+ P ]
e da questa, sino al 3° ordine:
sen A = sen) 1—[—i— gl . 13
S T send, |’ (13)
Dalla (12) si cava pure
E
€+ 1%+ 27sen ), ]2
CoSA = cosh, |1 — 2
e tete (| "
e svolgendo, sino al 3° ordine:
g 7’ nsen A
cosh = cosk, |1 — = — g
Hes 0[ 2cos*d,  2cos*d,  cos’}, ] (15)
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Moltiplicando 1a (13) per cos,, la (15) per send, e sottraendo, si avrd:

3 n*gend,

N
sen (A — 2,) = -
( o) 2sen,cos A, 3 cos A, T 2c08' A

¢ sviluppando colla serie dell’arco seno, sino al 3° ordine

% " n’sen
)\ —— )\ —
"—]_psenQ)\o_i_Pcos?xo—}-P.‘Zcosak0 (16)

che da il valore di ) in secondi.

5. Per avere a si osservi dapprima che pella (14):

cos? ), & 40 4 27 sen ), Tt
== 2
cos’ A cos’ ),

prendendo i logaritmi decimali della (8), si ha:

2 ] =
loga=10gao+210g (%)—log[]_ g 4+ +2nsen)\o].

cos*A,

Ma badando, che essendo 2/ il modulo dei logaritmi neperiani abbiamo:

2
log (1 + #) = MI(1 +z)=Mz—M%+...
e che

2

ko N
—77_1—}—6 h

la precedente, svolta in serie, da:

loga =loga, +ﬂl§23 %—(8 ho) E

T
£ 4 2 sen) 14 )
G N 8en k, o €
s Mi cos® ), 52 cos* X, }
Per n, osserviamo che dalle (3):
n_3) o
log% =5 log =
da cui, per la precedente:
3 « 7o b 2; ' 2
logn=logno—§]l1j2b7l——(3 h) P
3 (&4 241sen, . 1+eog
2 30, A { cos* A, it cos' ),

che & facile a calcolarsi, giacché i due ultimi termini son gia calcolati in servizio della (17).
Per avere finalmente la ¢ si adopreranno direttamente le formule stabilite nel n.c 2, dalla (4)
alla (6), osservando solo che la (5) e I’analoga (6) si risolveranno col metodo di Gauss.
6. Passiamo ora alla determinazione dei valori approssimati di o, 4, 0. Poniamo:

Esen (2, + @) + Acos (o, + B) = ¢
Zcos (7 4~ @,) — A sen (5, + @) = p
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dalle quali
52 - A7 ——‘—])2 -+ qﬂ.

Le (7) danno, quadrate e sommate:

1

2 '2 92 * 12

sens = sen %, [1 - s +2. qsenvo] (19)
sen®i,

che ha la stessa forma della successiva alla (12): dunque avremo, analogamente:
2

P
sen 2 1,

c_ . q sen’,
i @°+Pcosz‘n+f’2cosmg +¢

Oltraccid, moltiplicando la 1% (7) per cos(s,+ @) e la 2* per sen(c, -+ @) e sottraendo, avremo:

senssen(6— o)) =2

e per la (19):

e

2 2—1—— . -—
sen (6 — 7)) = —o [1 p'+q .2qsemo]

sent, sen’7,
svolgendo, arrestandoci al 2° ordine, epperd ponendo 5 — o, in luogo del 1° membro, abbiamo:
P »q '
o sen 4, ® Sen’ %y (20}

Per ottenere 0 si parte da (8), e badando che c—g, & almeno di 1° ordine, sviluppando colla
serie dell’arco tangente, si ha, colla solita approssimazione:
e 7008 § (i)

L9 ) ) =2 = aiic — o
3 ) cOS §(% + 1) tgz( 2

e svolgendo con tali norme anche tg3(s—ap):

il cos (5 — %)

e_60‘_{1———.".—'
€085 (2 + o)

(6 — a)
e nello sviluppo della frazione che entra nel 2° membro, non dovremo tener conto che di quan-
titd di 1° ordine, tale gia essendo la (6 —oa).

Intanto si pud duntue omettere cos3(é — 4): inoltre

1
cos 5 (¢ %)

= sec i + i) = sec [fo S ?°]=

___ sech sec;(t — t,)
T 1—tgiytg,(i— 1)

= §eC%,8eC 3 (¢ — 1) [1 + tgi tg3(t — 1'0)].

Ma volendo tenersi al 1° ordine, ricordando le serie che danno la secante e la tangente, avremo
per tale approssimazione:
1 __1+7:(@.*7'0)tgi0

cos3(1 4 7,) c0S 7,
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06, + D20 L2y oy

Co8 7, 2 cos’ %,

Introducendo in questa la (20), e il valore di 4 —4,, ed arrestandoci al 2° ordine, avremo:

P 3 cos’i, — 1
6=60+F-|— - ~—"fp(l:) g 2%
sen 7,cos 7, 2 cos’ 7,8en* 7,

che da la 0; e cosi tutti gli elementi sono determinati.

t

§ 6.

CORREZIONE DEI COEFFICIENTI DOVUTA AGLI ELEMENTI OSCULATORI FONDAMENTALI

1. La correzione di cui si parla nel titolo di questo ultimo paragrafo non & relativa ai ri-
sultati del calcolo, ma ai dati numerici del problema. Pud darsi ciod che gli elementi osculatori
da noi posti a base del calcolo sieno errati di quantitd che supporremo di 1° ordine, come av-
viene quando P'asteroide & scoperto di recente e non si hanno opposizioni in numero sufficiente
per calcolare I'orbita istantanea con tutta sicurezza, ovvero quando gli elementi suddetti, anche
esatti non appartengono alla stessa epoca a cui son riferiti quelli dei pianeti perturbatori.

In tali casi i coefficienti saranno errati di quantitd di 2° ordine, epperd adesso bisogna cer-
carne le correzioni.

Gli elementi osculatori dati dall’osservazione sono @, e, @, ¢, 6, 6, . Non ci occuperemo di ¢
giacché esso non entra nei coefficienti, ma solo nell’argomento delle serie: onde, quando si calcoli
il valore numerico delle perturhazioni, basterd porre in luogo del simbolo ¢ il suo valore piu
esatto di cui siamo in possesso.

2. Per avere le correzioni Aa,, Ae,, ecc. degli elementi fondamentali, osserviamo che le
perturbazioni di 1° ordine calcolate sono esatte ancorché sieno errati gli elementi fondamentali,
purché perd I'errore sia di 1.° ordine: giacché un tale errore negli elementi fondamentali, porte-
rebbe nei coefficienti una differenza al pit di 2° ordine, essendo essi coefficienti naturalmente
di 1° ordine. Cio posto, col mezzo del § 5 calcoleremo gli elementi a, ¢, ecc. relativi al tempo
t=0; le differenze fra questi e i valori presi inizialmente saranno le Aa,, Aey, ecc.

In questo calcolo perd in cui si tien conto del solo 1° ordine bisognera nelle formole del para-
grafo precedente porre *

o

almeno quando il sen), che & al denominatore non sia piccolo in modo da rendere sensibili i
termini relativi, giacché le predette quantitd sono di 2° ordine. Nelle quantitd &, n, ecc. si dovr
porre per ¢ il valore che corrisponde a ¢ =0, dato dalla

Co = &y — CSEN €,

e che si valuterd col metodo solito di Gauss.
14
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3. Cominciamo dal correggere le quantita

do dy dé d (kn)

de’ de’ de’ de \ I

Di queste funzioui dovremo prendere le espressioni esatte sino al 1° ordine, giacchd le corre-
ziont Ady, ecc. sono di tale ordine, e non vogliamo anche nella correzione oltrepassare il 2° or
dine; terremo dunque le espressioni:

do 2 sl P lde 2 f,.22) |

El_szA’ S [cos/—}——x—?(e—{— cosf)JW-{- oo senf\r - |

dy 2 5 i s (Q ’
E;=A2= cos A [l +Z7‘Jsonfm_cos7\ qosHi dr) { a)
48wy, y8r do

Fer =257 cosAhdw

d (b e AN E 1 |
d—a(ﬁ)—fh-—cosm;— g s ;

che si ricavano dalle (78) § 2, (11) § 8 facendo =0y, €=¢,, ece.
Gli osculatori fondamentali entrano tanto nelle variabili relative al perturbato quanto in
quelle del perturbatore; giacché entrano in r, v, ecc. direttamente ed in ¥, o', ece. indiretta-

mente. Infatti le +', v', ecc. sono funzioni di ¢’ e questa dipende da = per mezzo delle ¢, %, ¢

come risulta dalla

g'_—_c/—(/.c—{—y.s—ey.sens

trovata al n.° 10 § 3.
Noi per maggior chiarezza, faremo prima la correzione delle (1) in quanto gli osculatori fon-

damentali entrano nelle variabili relative al perturbato, e poi quella relativa al perturbatore:
e chiameremo A, I'incremento nel 1° caso, e A, quello nel 2.°

Ricordando poi che @ & funzione di #, v, o, 4, 0 originariamente si ha che nelle (1) gli oscu-
latori fondamentali entrano nelle funzioni 7, v, k; ed esplicitamente compariscono @, A, G, 1, 0.

4. Trattando, generalmente, una delle (1) che diremo A4, avremo, in conseguenza delle pre-
cedenti osservazioni:

dA dA dA dA
MA=——Ar 4 ——Ay+ 22, —=
= d-rA7+dva+dﬁAb+dmAm+

2 ORI VAL O

/

intendendo per Ar, Av, A% gl’incrementi che queste quantitd prendono dipendentemente dalle
correzioni degli osculatori fondamentali che entrano nelle loro espressioni.

Bisogna ora esprimere le As, Av, Ak per gl’incrementi degli osculatori fondamentali. A cio
servono intanto le (35) (36) § 2, ritenendo » funzione dj a, ¢, e v funzione di e, ®, essendo ¢ la
variabile indipendente. Si ottiene allora dalle nominate formule:

A Aa  acoskcose \
AX

ryooa r

(3)
A?J=as:nsA7\—A13 )
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e dalle due

h == = a’n’=y (4)
cssendo y costante, si ha subito:
Ah 1Aa e
sz_§7+ cos A 20 ®)
Ora analogamente alla (3) § 3;
ié_@fi r rcl_Aesens 6
dv de acos) dr cosk (6)
essendosi espresso f per c. La (2) allora diviene ,
d4 esene o4 a4
AAd =" e
A=A — e ]+dmw B YR IR (
7)
d4d dA dA (
—A A y —
Aax % + ds + 3 E9e dr § /
Ora, per le (3):
Aoyt p E8ER S gl oy
0sA
r € b
@ COS A A
ove si & posto:
V__ﬂ_e + cose o _}_csen\s A
o COSA COS A
(9)
g 88D 6 e St =)
cos A acosh \tug!
Merce le (8) la (7) diviene
/1 dA (ZA AL dA
- ; (10)
dA

+dln+ AG—}-—de A9+

5. Veniamo adesso a calcolare i coefficienti di questa equazione.

La —at—{i & gia nota, entrando essa mnella (9) § 4.
we

La rizdﬁ si trova agevolmente, moltiplicando e dividendo per » i secondi membri delle (1)
r :

e paragonando colle (78) § 2, allora differenziando si ha:

d4
9W‘-—K,+Al

d4,
TWN‘- 2 + A (11)
rd_Ai_Ka_}_A
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ove K, K,, K, sono gia calcolate al § 4, la loro espressione generale essends la 2* (16) di
detto paragrafo: cosi pure sono note le 4,, 4, 4, non essendo che le (4) § 3.
Cosi pure, si ha dalle (1) in quanto @ entra esplicitamente:

ddie s \
ST )
dd, . 2er dQ (12)
ds ' acos’s dv \
dds
do
ed ancora dalle medesime:
d A §A5e
]& dh —Crx
dA, ;
- = 1. 13'
& dh G (
dds
T e

essendo anche le G calcolate al § 4, e date dalla (35) § 4.
Cosi infine, dalle (1) in quanto X entra esplicitamente:

d A, 27  dQ

dx = A tg Ze0s dv . - | =

d A, : )

_(_ZT == Ag tgl (14)
a4,

T eaied

quindi tutti questi coefficienti somo quantitd gia calcolate. Quanto alla A4, non ¢ & bisogno di
svolgimento speciale, giacché come si rileva dalla (1), essa & proporzionale ad 4.
6. Restano i coefficienti della (10) relativi a o, 0, 4. Ricordando che le 4 hanno la forma
(8) del § 4, troveremo dapprima col metodo del n.° 12 § 4:
dA dA ad .- m d[da 1540 d dQ ‘
——Ag A fetmet=s e Sl Pl 2 (a0 0y _Sdge e il e 2% P00 ks
ds + dh 25 di °° anl gdv[dc ¢ CuS ¥ d()]A *—(lv di Mf a
» j a [dQ S et d do . s &)
Q —_— Agf.

an © a5 | cosi W]AG_I—W di

23 dr
Dalle (22) § 2, ricaviamo:

AE =senicos(s 4 @)As 4 cosisen(s 4 @) A

AA = —senisen(c 4 @)Ac - cosicos(c - ®)Ai ; (16)

in-cui dopo le derivazioni si sono omessi gli indici zero, volendo arrestarci al 1° ordine.
Dalle precedenti si ricava:

Ao —p DR o
c_sen?;[A:.cos(G—|—13)_A_,\36n(6_l_m)}
(17)

. 1
A == — E g L )
? cosi{A sen(r—l—m)—I—A\cos(e——l-w)}_ )
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Sostituendo nella (lo) queste ultime e le (44) § 4 e ponendo analogamente alle (48) § 4

I =rsenfAE 4 (er 4 rcosf)AA (19)
M =7rcosfAE —rsenfAA ;
collo stesso metodo adoperato nei numeri 15, 16 di detto paragrafo, troveremo:
dA dA dAT
P T 0+—Az—JlIT+N®
ove
i el 1 (d& 0 (Ao \
e cos? [cos)& (CZZ)OZ— d—s((—Z—Z)n m] (
(19)

1 [ERaie ‘dQ /
0= remlilipr =02 = —
coS1% [(7 cZZdr)o g ((ZZ)O] A s
ed in queste le 7, m sono date da
I =acos\[sencAZ | coshcoscAA]

m = a[(cose — ¢)AZ 4 cosAsencAA]

come risulta dalle (18) introducendo I’anomalia eccentrica. In queste ultime perd si porranno
per AE, AA i valori calcolati dalle (16) in base alle correzioni As, Ai gia determinate dopo il
Calcolo d1 1* approssimazione.

7. La (10) con cio diviene:

BA dA Aiz (ZA dA
A A= TV—I— d/z dm (RS - AN+ MT+ No (20)

ove i coefficienti sono dati dalle (11) (12), (13), (14), (19): le M, N sono le solite quantita

introdotte al principio del § 8; le 7, W, _/z_z sono date dalle (5) (9) e infine le Aw, AX si cal-

colano direttamente. :
Si ha ora: .
A@:Afig ds:f('_\d—@)de=fAAlds \
de de
e quindi: (e1)
hy 1

AgbzfAAzds, A{:fAAJCZs, AL — —

_AE
h 3 %

dalla (20), coll’uso dei valori speciali dei coefficienti:
Ad = (K, - 4)V+ = aA‘ w4 G, —{—IILT—{—N,

29  dQ
acos’h dov

+I:A1tg)\ 'I-‘ ]A)\ .A_ZA?D'

A, Az_(1f2+A)V+8A° Whilig, =k +MJ+N,

+ dytgran 4 [Al— 2er dQ]AB

acos’A dv

A Ay = (K 4 A) V adAf Wk M, T 4 N,0 - Ay tg \AL,
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. A ¢
Per le (21) avremo, badando che —]]7&, A%, Aw sono costanti:

R

sp=[( + 4) Ve 4 [T Wae+ [(6.7 4 0]

2AX
@cos A

+A7'th1£ZE+ (kd)—}- tgrAh — AT . ;
(]
=((K2+A2)Vda+J@%W(ZE+J[A.[2T+N2@]GZE \

+AThJG.lds— 26A,m (&) 4+ YtghAX 4 0Aw
2

acos’i \ 4

|

/

Ac—[<K3+A3 ) Vde +faA“ Wd: -1—f[M? 4+ N,0]de 4 Etghar

S r dQ }Lo
JAlds_(P’ fA ae = fcos)\%—ds e

Si osservi che tutte le quantitd, tranne 7' e O, che entrano nelle formule precedenti sono gia
state calcolate, sicché le (22) si sviluppano facilmente, e danno le variazioni delle ¢, & ¢ di-
pendenti dalle correzioni degli osculatori fondamentali che entrano negli elementi del perturbato.
8. Alle funzioni ora sviluppate sono analoghe le altre E, A; percido poniamo il loro sviluppo
di seguito al precedente. Non parliamo qui della variabile T, giacché essendo essa di 2° ordine,
le correzioni porterebbero termini di 3° ordine che vogliamo trascurare.
In queste ultime funzioni si hanno gli elementi espliciti %, @, ¢ e gli altri contenuti in 7, v:
giaccheé, dovendo prendere le quantitd di 1° ordine, avremo:

giacché

dE 7 ao \
e As__cosl senfcos1(dz)

(23)
dA 7

dQ
—d—s——Asz T cosfcosz(d/) "&

che sono le espressioni da correggersi: ed anche in queste divideremo la correzione nelle solite
due parti in cui I'abbiamo divisa innanzi. Dicendo 4 una qualunque delle (23) avremo, ; attenen-
doci ancora alla prima parte della correzione:

14 1 ]
AA—Ed—A —}—(AA —}—(ZAA?\—]—d—AA + ﬁ-‘f{—jAe—L'i—lA{Ai.

Come avanti si trova subito:

8A a4 dA dd .
A A= DA W+( )V+(dl)m—(— a4+ S as g Sa0 1 280 ()
ed oltraccio dalle (23)
a4, \
24 (‘25)
y —= = K + A,

dr
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ove le quantita dei secondi membri son gid state calcolate: e dalle (23) si ha pure, in quanto
X, @ entrano esplicitamente:
: a4, \
—a =
d A,
dw

dfls
30 = tgr 4,

d A,
d X

=—4d,
(26)

=tgh 4.

/

9. Quanto ai tre ultimi coefficienti della (24), teniamo presente che le (23) hanno la forma
della (82) § 4: allora analogamente alla (87) § 4, avremo

dA dA dA 7 JTdfde\ , 1 d(do \
Tl el _EEP““[ZE(W)O T(M)JA’ s -

¥ v O (dD dQ .
—{—a—ﬁP[cosz _cl—z(-c_l_é) Sem(dd).,JM

I'er questa valgono le (88) (89) §4; e se ricordiamo le (17) (18) di questo paragrafo, avremo,
conformemente alla (19):

B\ fitgslis dfpl gl el 3 ta
[d_g(—f)—‘_cosi(TO(K’“‘-)]A)_I—W(A—B)M_—PA cosi

Inoltre dalle (18) si ha, ricordando 1’equazione fra » e v:

L1

A

[lsenf -+ em 4 mcosf]

@ cos’ X

AL — — [lcosf — msenf]

acos’h
e da queste, per le (17):

Yt A ey '
M_cosi[R m -+ S'1]

Mo e e
sen?

ove le R, S son date dalle (92) § 4.
Operando perfettamente come nei numeri 28, 29, 80 § 4, si troverebbe, analogamente alla
(91) §4:

dA d4 P
-d—7Ac-4— deA)—}— <_a—gi[1m+Jl]

essendo le I, J date dalle (92) § 4, e quindi gid note, mentre le [, 2 son date alla fine del n.° C.
10. Con queste trasformazioni la (24) diviene:

AA _%A W+ ( d‘i) v+ ﬂdﬁ AN +‘7A Aw+0—%[zm + J1]. (28)
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Si ha ora, come al n.°o 7:
E=|Ad,de AA:[AAGCZE

e per la generale (28), adoperando le (25) (26), ricordando i valori della generica P, abbiamo:

7 senf

AA_(K5+A5)V—{—8 W+l (Lo 4 Jil] 4 Astghar 4+ 4Aw

A cosf

A1A6=(K6+110) V—l— 'aAG TV [IMM-—‘—J;,Z] —{—Aﬁt“")\A)\—-zi A,

Quindi, per le precedenti, integrando:

o 1 B gy Vi P
u—f(Ks—}—As)Vds—}fW-s— (Zo—{—mfasenf[1511z+J5lJcZa \,

J-tgAEAN - AAD

AA =f(KG F 4) Vds+fa_(él T,VCZE4__17J,.COSf[Ia+Jcl]da \

JateaMlinLie « /
e in queste tutte le quantlta son date dalla 1* approssimazione o dalle formule adoperate per
le (22).
11. Ci restano le correzioni da fare sulle due funzioni 2, v che dipendono dalle precedenti.
Per non oltrepassare il 2° ordine, delle equazioni relative a dette quantitd terremo solo la
parte che & di 1° ordine, cioé le (14) § 5.

(29)

. 5 ot ; r
Si prenda intanto la variazione della funzione —w data da
-

%z(;:;;i-{—%- osf—}——gysenf (30)
Avremo:
A((i )=—A —{——coszcp»{——seanu+c[A—7—1%ﬁ] \g
—%—cpzdc—(jcosf)A?—{— (—cos/) u——ncosf_\a——i(iseanwK (31)

-+ lji isenf Ay - df enf|A ﬁseanca »{—ic szmz '
@\ T \a o T @ °° . /I
Ma dalle formule generali del n.° 4, e collo stesso-metodo si deduce:

4 (7—2- cosf)A; -+ —i(ﬁcosf) =ser cosf V~l— 0 (;-ﬂcosf)wf

dr a

) (32)
= ; ol
L5 —senf Ar + —-senf)_\v_2’ Se“f V-{—i r*sent w
& @ de w
e possiamo anche scrivere:
. .|Ar esenc . esene is e
M—?[r — Av]+ o T A= 7V-J,—-—W (33)

che & quanto dire che anche la semplice funzione 7 rientra nelle formule precedenti.
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: . A 2 2
= (; ) “—{—2( w) V——€V+ Kw— [(p %senf—-@z%cosf]z&w
ove si & posto, per brevita:
=
I(_g-cl—( )—{—cpds(-—cosf)—{-np ls(—sen) (34)
Introducendo ora nelle precedenti le (22), avremo:
P r
A,(a—w)=A—|— B+C— 2V LKW

2 ar ] ot

a’cosh
2er*senf [ Al
—an il () 22 [ enrf e+ i st nae)

ove si & posto, per semplicita :

A=ZJ(K3+A3)V(Z3 —]—~£senff(K,+A2) Vcls—[—f-cosf((l(, e
B_E @Aa —— Wde + —se nff “Wde ——co fJ B——Wd
C =§fM3Tds 45 SznffM,TczH- 4 c;)sffllLTcla i

—}-—;;J‘Nseds +'r SznijQGds +9ﬂ CZSfle@CZE.

(36)

12. Per semplificare la (35), si osservi che, com’® facile verificare, si ha, dalle 8), § 3
e dalle (9):

A ersenf
— A®.
@ cosh i @ Ccos* X o (37)

I

(]L) (38)
» (b \ AR r (h.\ rcosf er”sen;‘"(h0

LG = R G el o ) S S T
4a(7z) h Qa(ﬁ)wcos)\ + arcos A \% )" "

ko R
Ly (T») =

V=— Q—h]--—a cosf

Ora:

.

it spif=t des:—(ﬁ)

cosh dv h
e quindi, per la (37):

——fr=" (72’)17

ovvero, osservando che:

P
—4J‘COS)& dU de —fGa(ZE

15
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essendo G, una delle funzioni definite dalla (35) § 4, si avrd:

r h Ah r ricost (ho P/'?SellfA (7_10_) (39)
_‘cTEV;———( 0) S h oa [ngs— a* u)s}(/z)A_ +)u'30(»s"’cp “\%
Inoltre, per le (9)
tgmx——+ V= V——(Q:V. (40)

Introducendo le (39), (40) nella (85), ponendo:

D:Z[chls+£sellfsz(Zs-1—'%003]’[6%(15 (41)
(tv a o

avremo:

/ aw Do -
A(éw)-.\—}—B—{—C—}—Dé—L—}—KW—{—( )(V—— d€)+ (7&)1 (42)

e cosi la variazione di w & ricondotta a funzioni gia calcolate in massima parte.
Con cio si ha subito la correzione di 2, poiché si ¢ detto che si deve tenere la 1° (14) § 3: cioé:

d(ne) r
de —67%
da cui:
d(n#) d
Al—d—s‘ d A?lZ——-A(?’tU)

e di qui:

A(nz) ——f ( w)de.
Quindi, per la (42):

A A ;

so=[[s+B+cpl 4w wac +“ ”“) ~Zolie s
a e

che & la correzione di nz.
13. Passiamo infine a cercare la correzione di v. Si ha (14) § 3:

ﬁll
de co s)x

[prsenf—d(er + rcosf)] = Q. (44)

Prendendo la variazione di @, considerando o, ¥, r, v come funzioni degli osculatori fond:-

mentali, avremo:

dQ rsenf - —}—rcosf
Pl Aol cosA cos A ¢
(45)
+ 8287+ 28 a4 greosr 44 senf]——=. .
Ma dalla (44): ‘
1
a9 = tghQ — 7. (46)

ax
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Inoltre:
dQ* , NHAQ, o W d(rsenf)__( (I(rcosf)) ]
(—J;Ag +WAU_ cos)\[(P dr ¢—ar Y

+

cos A dv dv

Av [ (l(rsenf)_ql_d(rcosf)]

Ma, analogamente alle (32) troverebbesi

d(rsenf) (Z(v'senf) d(7senf)
dr Ar g dv S s i de

rcosf) W,

“COS”A -+ ’Cssf)Av—rcost—i—

dr

Sostituendo queste e Ja (33) nella precedente, si trova:

‘ig @ Ay —=QV I+ KW (47)
ove
o L[ drsenf ' dr drcosfy,
e cns)\[ de (6 de ek )Y] (£3)

Sostituendo nella (45) le (46) (47) oltre le (22), si trova

AQ=A"+B 4+ C -+ D Ak—I—QV—{—h W2QtgaAAN—2rYAX —tghroAw

(49)
2¢(er -+ rcosf) 2rsenf ho
+[ acos’ N il acos’h ¥ —h_ /

ove si pose:

‘,_Hean‘(Kl_{_A)Vlﬂ_er_{_g.cosf (K, + 4 Ve

COSA SA

{j

1senf BA‘W dCer —+ rcosf aAQWdS

cos A de cosh

o — rsenf [M,T—E—MO](ZE—MJ [T -+ N,0]de

cos A cosA

AL JGld _er—l—rcostGd_
cos A cosA

le quali son funzioni di quantitd gid calcolate.
14. Per semplificare la (49) osserviamo dapprima che per le (8) § 3, si ha:

[Qe(m + cosf) B 2rsenf A)‘:I ho ﬂ(k_o)

~ acos’h acos’* = h

h {
Bt} = 7 % ho
2(7)——“(%)'

£ =w —rcosfo—rsenfy

Inoltre, dalla (38):

Ma si ha:
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quindi :

av(h\  dv hy awv av Lrsenf.
275(%)".%(“7)*% 2°L e

Allora la precedente diviene:

[2e(er—|—7~cosf) o Qrsean)\](b_o)z_J_V(w_}_%)+%(?,.cosf+%nprsenﬁ

a cos’ A acos® h de

Oltraccio, per le (9):

Aa ‘e — cose esenc
— —_ e = A _-—-AGJ].
Qv 1 201te) 42 @ @ +Q[ cos A o cos A

Con queste relazioni la (49) diviene:

A
WEIES LS ELNS G NI ELEE

_i_Q[e__COEM-Fe;eSH; Azn]—-mpAl—rqstglAm (50)

Ccos A

e 3 dV( ho

av av
ek 19 e A —_
T s h)+ 5 ) P e

Sostituendo infine a —(Zi—z il suo valore e badando alle (8) § 3°, si vede facilmente che

€& — C0Se esene av av
_ = LE i)
Q[ R AN 4 o Am]+ o prcosf - e yrsenf=rYAX 4 rotgrAw.

Portando questa relazione nella (50) diverra:

/ I/ / !AI 1 A ZV }.o
MQ=A'4B{C+D 4K W—f—Q—a—a—Q—(d—s(w—f-—;l—).
Ma, (44):
v y
7 —¢

quindi, come avanti:

Ay =§JA1Q(le

epperd, per la precedente:

Ak dv Aa dv |
AV=éf[A/ B’ (8 D'—st %f[](/ e = h
’ it 5 Y lanldat; nj_’_Qda @ zde(w+7&0 de  (51)
che da la correzione di v.
15. Occupiamoci adesso della correzione delle precedenti funzioni, in quanto gligesculatori
fondamentali del perturbato entrano nelle ', v’ che dipendono dal perturbatore, Tale correzione
sard da noi indicata con A, come convenimmo di fare nel n.° 3 gj questo paragrafo

; do : ; :
Supposta per la funzione Te svolta in serie ed Integrata, avremo la forma :

— sen z
qJ—EAcosco,- (52)
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e nei coefficienti 4 le quantitd dipendenti dagli osculatori fondamentali contenuti in +/, »’ sono
le B, 1 come pud vedersi dal § 3. Queste ultime @, . entrano anche negli argomenti o;.
Ora, se gli osculatori fondamentali fossero esatti, la precedente darebbe il valore esatto di ¢;

S€ non sono tali, se ne cerchino i valori giusti e si sostituiscano negli argomenti della (52). La
¢ prendera allora in ogni punto un valore che dird ¢,, per cui si ha

=2 A0, &
E da queste:

(p——cpozAZCPO=E(A—-Ao)sen&),-=2AAosenw (54)

cos cos ¢!

Si vede di qui che la correzione in discorso si ottiene cercando gli incrementi di ¢, ¢, ecc., re-
lativi alle @, 1. che entrano nei coefficienti delle loro espressioni trovate in 1* approssimazione,
e mettendo in tutti gli argomenti i valori piti esatti che si hanno di B, p2, giacché & chiaro che

¢ =00+ Ao
le 9o, A;q, essendo date dalle (53) (54).

16. Indichiamo ora con 9, la correzione dovuta a {8, e con A4, al solito, una delle funzioni
da correggersi. Avendosi, per esempio:

81cp=3,fAlda=f3,Alds

e
dJ4-
avremo :
a4,
81(? =Aﬁf7($—d5
dA
e At 3
o, ¢ A@J Ie de
dA, :
£ = =T 5b
9,& Aﬁf I de (55)
2 —ap[ A
9, E —A@j 1 d
dA; /
dA _ABf-d—@-d
Ora ricordiamo che si ha:
dal vy g
B_Ef"e’ % 7
quindi : A l =
AP =1p.cosAAX —gpsend —=
e siccome

a’n’ =y = cost.
differenziando abbiamo:
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e allora:

Aﬁ:,‘-y.coslAl—f—%ysenk%b (56)

che da la correzione di 8.

do di
17. Si tratta ora di svolgere la generica % Sappiamo dal § 3° che le -(7%, 7}:‘, ecc.,
hanno la forma generale:
A= Ejj' ¥, =7 p)e—inf (57)
Collo stesso metodo tenuto al n.° 48 del § 5°, si troverebbe:
dA AT : (Jf p)is—iz]
AP 2 Ty = Wi, 147V (58)

che, data la (57) da il valore della derivata di A relativa a f.
Ora, come le A son gid sotto la forma (57) come si vede dalle (53) (54) del § 3°, cosi non
resta che applicar la (58) ad esse, e le (35] posson ritenersi note.

18. Resta ora a cercare I’accrescimento dovuto alla correzione di . Siccome tale accresci-
mento dev’essere relativo alla p. che entra nei coefficienti, come si & osservato al n.* 15, cosi
non faremo la correzione sulle derivate %%, ecc., e poi integreremo, come sinora si & fatto; ma
integreremo prima e faremo la correzione dopo, giacché & solo dopo 1'integrazione che p. entra
a far parte dei coefficienti come divisore. Allora, indicando con U una funzione tale che

AT _ ., =7 wlie—irf
T o B T
si ha integrando:

A, S e i7" w)ie—iyj’

_H . - .
i(J—J'v)
Se noi prendiamo di questa la variazione di ;= in quanto esso entra nei coefficienti, abbiamo,
indicandola con 9,:
o
7 Ve

S U= AN —=— A~ e
3 b e G —7

Y4
e si vede che per aver 9, U basta moltiplicare i singoli coefficienti di U per 5 —ij’y . D’altronde,

abbiamo, per la
An
Al.l. = £ -;;— 2

Le due correzioni 9,, , costituiscono I’intera correzione A,.
19. Applichiamo ora queste considerazioni a determinare A,z, A,v. Prima, ritenendo i soliti
significati di 9,, J,, abbiamo:

3,(520):2—3,5—{—%005}”31(? + %senf&a{/
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e per le (55), si ha:

3,(210)=Aﬁ[a d‘t‘ +%2-cof[d‘?jd = snff 5 ¢ ]

e quindi, siccome

avremo :

d(ng) = Aﬁfl“ds
ove, per brevita:
dA ‘d A 7 dA
F 3 J 2 o L1
d[ﬂd —|— enf ap da—{—a cosf e ds
le cui parti son gia calcolate.
Siccome poi, in 1* approssimazione, si & trovata la forma:

ng= YA, "

Co={ st ) el (59)

ove

come al numero precedente avremo da correzione di 9, (n#)
/i
Sy(ne) =Ap BA, —L ¢
Y imBn
Abbiamo quindi

Ma(ne) = ag[Fdefap ¥ o n e

ove A3, Ap sono state sviluppate avanti.
20. Quanto a v, si bha:

8,(2 %): ?olgi[rsenf&q) — (er ++rcosf)d,¢]

quindi per le (55), ponendo:

avremo :

e, al solito:

Y = SIQ de =]0,-— ds
quindi:

3,v=gapfF/czs.

Infine, siccome in 1° approssimazione si é trovata la forma:

V=ZB
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si troverd, come avanti la correzione 0,v:

=0

Oy =AY, J __B..é

IS
eppero, infine:
\ jl 1)
Ay = AﬁfF,dE + A{J.}-‘ m Bj_}’ e

che da DI’altra correzione di v.

. . o ho
In ultimo poi, cogli stessi metodi, avremo le correzioni delle ¢, ¢, &, %, E, A, date dalle
formule:

dAl \ j/ 1
3 = —_— B o (e

A0 A@‘[ P dE+AP“j—j'y- M”_e

dAg v j/ ;
—— — \ [Y.., 4]

Ay AB Ie ds+Ay""j~j’y- N,e

.

dA A (12
AE =Apfd_?»3ds+AP'2‘j—jj’y. P e

h a4 i i
N ] - IEvS e Sy

D Jatt
o AU o lemaiie ol
A E d —Ap d]@ dE—i—A{JZ‘?_J,P‘ (Ij}-le
=% dA;, \ '’ )
A A _ABIW(ZE—‘—A“ZJ.—_?./‘U‘ Dj}ue

le quali son derivate dalle (58) (76) del § 3, ed ove si & posto:

1 : 1 1 9 1
ij’ = ij” ij’ e Qs 1} i Rjj’ ’ ij’ e aa ij’

ed o essendo sempre la (59). ]

Con questi sviluppi si trova completata la nuova esposizione del metodo di Hansen. Le diffi-
coltd superate mon sono state poche né lievi: oltre ad aver svolto il tutto in modo completa-
mente nuovo, ho dovuto cercare e stabilire la recondita ragione analitica di certi procedimenti
delicatissimi che Hansen giustifica semplicemente col dire, che, non procedendo nel modo indicato,
presto le formule diverrebbero illusorie ().

Scopo di questa non lieve fatica & stata la maggior diffusione del metodo in parola, che puo
rendere buoni servigi all’Astronomia. Altri giudichi se, e sino a qual punto io sia riuscito nel-
Pintento; ma il critico coscienzioso dovrebbe, prima di leggere questo scritto, prender cogni-
zione dell’ opera di Hansen.

Aspettando il giudizio, non mi resta che porgere vivissime grazie all’ Illustre Prof. Schiaparelli,
che mi & stato sempre cortese d’incoraggiamento e che mi ha dato validissimo ajuto aprendomi
la ricca Biblioteca dell’Osservatorio di Brera da lui diretto.

() Hansex, L ¢, n.° 55. Memoria 22,



ERRATA-CORRIGE

Pagina 12 linea 4  invece di 4, ; si legga AD,
% 17, ultima 5 derivata . derivate
” 8 10 ) ¢§ni » it 775
43 17 aQ oQ
7 e Ohe2
” n n ”»
de, de,
r ,r‘Z
64 26 2 — —
” ¥ N an ” an
: oL o7 f Pr? P Pr
re’ r?
T3 14 _— _
2 ! 2 an ? an
; T8 b 22 i 7 =0 . 7=
”» 74 ”» ] 1 ” E ” El
" 79 , ultima 5 cos € = cos &
o a
”» 80 ” 9 n 4F '2‘ » = '2_
no 86, 9 no U no LYY
1
= . / '
87 ” 9 ” OF =7 ” q
99res, THOReNID ==, 4 » £
99 20 = Cy— €, 8EN €, .’ ¢, + ¢,sene,

100, s 14 b sen € i e,sen g
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