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Dalla moltiplicità degli asteroidi, dalla loro piccolezza e dalla conseguente impossibilità di
poterli continuamente seguire è derivata la necessità di costruirne apposite tavole, le quali per
mettano, dentro un certo intervallo di tempo, di poterli riconoscere e ritrovare.
Se non che, le forti eccentricità, le grandi inclinazioni delle orbite di questi corpi sul piano

dell ecclitica, e, più di tutto, la loro vicinanza a Giove, resero per molto tempo impossibile la
costruzione di dette tavole coi vecchi metodi: quando Hansen, con un nuovo procedimento da
lui proposto riuscì, almeno nel maggior numero dei casi, ad applicare il calcolo anche al moto
degli asteroidi.

La esposizione che Hansen ha data del suo metodo ne rende ai più difScile, e non poco, la
piena intelligenza. La cagione di ciò, oltre che nell'analisi alquanto elevata talvolta, che l'autore
adopera, è da cercarsi in una tal quale prolissità che abbonda in tutti gli scritti di questo
illustre matematico. Non tutti gli sviluppi sono condotti nel modo più semplice: molte sono
le formule dedotte anche laboriosamente e che hanno spesso pochissima, per non dire nessuna,
attinenza colla parte essenziale del metodo. Ognuno intende come al lettore debba riuscir fati
coso il trovare, per così dire, il bandolo della matassa e il non lasciarselo mai sfuggir di mano,
distinguendo le parti essenziali o solamente utili dal puro sfoggio di potenza analitica; distinzione
che l'autore si guarda bene dal fare.

Ma non è tutto. L autore nello stabilire le equazioni del moto adopera un ingegnoso artificio,
che, se guardato a, posteriori, è molto semplice, posto a priori, come l'autore lo pone, può riu
scire, in certe parti almeno, abbastanza imbarazzante per quel lettore che non afferrando a volo
il riposto pensiero dello scrittore, si domandasse, a cagion d'esempio, come possa, in una stessa
funzione, il tempo esser tenuto costante in alcuni termini, variabile in altri.

Tanto ciò è vero, che lo stesso Hansen si lagna come il suo artificio, già introdotto da 30
anni, non ancora da tutti gli astronomi, ad onta della sua semplicità, sia stato capito (1).

Poste così le cose, di leggieri s'intende perchè il metodo di Hansen non sia comunissimo
neppure fra i cultori dell'Astronomia: cosa questa molto rincrescevole, perchè esso può rendere
realmente buoni servigi. Per ovviare a questo inconveniente non v'è altro modo che esporre il
detto metodo con ordine, semplicità e chiarezza. Un professore francese, M. Dupuy, pubblicò
nel 1874 a Bordeaux una Exposition de la Méthode de M. Hansen, ma si limitò ad una tradu
zione quasi letterale, togliendo tutte le abbondanti ed inutili digressioni di cui sopra ho parlato,
e svolgendo la funzione perturbatrice col metodo di Leverrier, anziché con uno di quelli pro
posti dall'Hansen medesimo.

Per consiglio del signor prof. Schiaparelli ho studiato anch'io la questione nell'intento di

(1) . . . . muss ich einen Kunstgriff anwenden, den
ich schon vor fast 30 Jahren eiDgefiihrt habe, und der
bis jetzt aioch nicht von allen'Astronomen verstanden

worden ist, so einfach er auch an sicb ist. Hansen-

Kleiìie Planeten. Memoria 1% n. 22.
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esporre la dottrina Hanseniana in modo da renderne lo studio meno faticoso c e sia po
— Presento ora agli Astronomi il frutto delle mie meditazioni, rendendo brevemente con
mezzi coi quali ho cercato di raggiungere lo scopo.

Essendomi convinto, anche dietro l'esempio del sig. Dupuy, che volendo condurle la nuova
esposizione sullo stesso piano adottato da Hansen, ben poco di diverso poteva riuscire, ho deciso
di rifondere il tutto in guisa che oltre ad evitare il menzionato artificio non sempre compreso,
potessi svolgere la materia colla maggiore unità, rigore e naturalezza che per me si potesse.
Per raggiungere questo scopo ho dovuto adoperare delle variabili che sebbene legate a quelle

dell'autore, non sono ciò non di meno le stesse. Gli sviluppi a cui sono stato condotto rientiano
facilmente in quelli di Hansen, quando si tenga conto delle relazioni che legano le mie variabili
alle sue-: ciò è prova di esattezza negli svolgimenti. Inoltre, le variabili da me adoperate con
servano al nuovo metodo lo stesso grado di applicabilità pratica che rende tanto importante
il trovato Hanseniano. Si vedrà anzi che le nuove variabili si prestano con molta maggior facilità
alla costruzione delle tavole dell'Asteroide, scopo ultimo di qualunque investigazione teorica.
Per ottener poi la massima semplicità ho separato la parte teorica del lavoro dalla parte

pratica. — Nei grandi calcoli, come sono quelli delle perturbazioni, occorre continuamente
controllare i risultati che via via si ottengono, per scoprire immediatamente qualunque errore
eventuale e correggerlo subito, perchè non influisca sui calcoli successivi rendendo alla fine il
male irrimediabile. Il metodo di calcolo adunque dev' esser corredato da un completo sistema di
controlli i quali consistono in gran parte in equazioni di condizione fra i coefficienti. Lo sviluppo
di tali equazioni non sempre è breve e semplice e d'altronde non aggiunge alcun nuovo lume
alla teoria; peróiò, affine di non imbarazzare inutilmente l'esposizione teoretica, ho relegato in
una seconda memoria, che farà seguito alla presente, tutto ciò che è relativo a tali controlli,
riunendovi anche tutte le avvertenze pratiche date da Hansen, le quali nel corso del calcolo
tornano utilissime.

Mi restano a dire poche parole sullo sviluppo della funzione perturbatrice che si trova impli
citamente compreso nel paragrafo primo di questo lavoro.
La determinazione dei coefficienti dei termini d'una serie ordinata per le potenze d'una va

riabile e rappresentante una data funzione, si può fare per approssimazione in diversi modi più
0 meno comunemente noti: e siccome tale sviluppo in generale, non ha che fare colla natura
del nuovo metodo, così non mi rimarrebbe che o riferirne uno dei più comodi, o rinviare alle
memorie originali (1),

Però non posso tenermi dal presentare, qui, nel 1." paragrafo di questa memoria, i risultati
di alcuni studj da me fatti sull'argomento, acciocché gl'intelligenti veggano se c'è da trarne
alcun partito.

La mia intenzione è stata di poter calcolare senza spreco di lavoro nuovi coefficienti, qualora
1 già trovati si riconoscano insufficienti, mentre si sa che col metodo delle quadrature mecca
niche in tal caso non resta che a calcolare altrettanti valori della funzione, o tornar dacca''^'
con un' altra divisione della circonferenza. Ecco ora in due parole i risultati ottenuti ■

I coefficienti vengono dati sotto forma di frazioni di cui i denominatori sono naturalmente
costanti opperò, noti una volta, servono in tutti i casi possibili.

I migliori di tali metodi, oltre quello delle quadrature meecaniclie, sono quelli di Hoiiel e
Hansen. quello del mede-

fi)
Simo Hansen.



METODO DI HANSEN PER CALCOLARE LE PERTURBAZIONI, ECC.

I numeratori sono somme di prodotti dei valori della funzione per certe costanti rimarchevoli,
di cui anche i denominatori sono funzioni. Queste costanti hanno un'espressione analitica molto
semplice, essendo somme di prodotti di certi coseni presi 2 a 2, 3 a 3, ecc.

Calcolate una volta per tutte con sufficiente esattezza tali costanti, si calcoleranno col mezzo
di esse tutti i denominatori che nella pratica possono occorrere; ed allora con sufficiente rapi
dità possono aversi i coefficienti.

Ciò. che resta però a fare è il calcolo di tali costanti. Io ho adoperato una piccola formula
ricorrente, mediante la quale dalle costanti già "calcolate si deducono le successive, ma aven
dola provata, ho veduto che dopo cinque o sei applicazioni di essa, la sesta decimale non era
più sicura. Occorre, dunque, trovare un'altra maniera per tale calcolo, la quale permetta di
giungere alla determinazione di tali costanti con sette cifre esatte, per lo meno.

ré
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§ 1.

SVILUPPO IN SERIE d'uNA FUNZIONE DI DUE VARIABILI COMPLESSE.

1. Sia

p = F(z)

una funzione d'una variabile complessa, 0, essendo

-rrq óf ;
•\ - - s ' »5, r

0=^eid

in CUI p è il modulo, 9 l'argomento: è poi e la base dei logaritmi neperiani ed i=^irT.
Dalla teorica^ di queste specie di funzioni si sa cbe ogni funzione finita e continua fra due

cerchi concentrici aventi il centro nell'origine è sempre sviluppabile e in un sol modo in
serie ordinata per le potenze positive e negative di Si potrà dunque porre:

y = F{0) = 2nAfe'^'
— 00

e si tratta di determinare i coefficienti. Osserviamo perciò, che

J''e'"d6=0 pd:0 = 2TC.

(1)

(2)
—TT

Si moltiplichi la e per la (1) avremo:

ye~inB = A, e-'"' + A, p +. .. + ̂ „p" + A_^ + . ..

Questa serie è convergente in ugual grado, perchè è continua (rappresentando essa la y che
è tale) ed è composta di funzioni continue: perciò le si potrà applicare l'integrazione: quindi
integrando rispetto a 9 per p costante, per le (2) avremo :

[\e-'"<'d9 = 27rp"4,
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da cui, per la (1)

A =—!— Pto-"  271 p"J
-inO^Q (3)

che dà i coefficienti dello sviluppo della y. i r.Vnmsn dell'integrale
2. Ma ia pratica C il pitt delle volt, i.posaiHle detereataat. .1

precedente ed è anche penoso l'assegnarne il valore approssimato. numerici
in pratica che dà con approssimazione i valori delle A, per mezzo
della funzione che si tratta di sviluppare.

Supponiamo di prendere per unità il modulo della variabile essa diverrà:
,<0

e lo sviluppo di y sarà dato da

ove, adesso, abbiamo:

z = e

•4-00

(4)

(5)

(6)

Ciò premesso, supponiamo di sapere che nella (5) si possono trascurare i termini al di là del 7c
e del {—k) allora essa riducesi al polinomio:

2/ = ̂o + -®i®'^ +^2®^'" H

+ I7_i®-'® + ̂-2®~'" +

Sia a un arco che determineremo in seguito: nella (7) si pongano successivamente per 6 i valori

0 = 0, 6 = a, 0 = 2«,... 0 = /i:a
ci"

0 = — «, 0 = — 2 a, 6 = — hct

e si indichino con i/oi/i..• «/& i valori di y quando 9 ha i valori 0, a.,... Tea., ecc. Si avrà
allora il sistema di 2/i:-l-l equazioni:

Vh — ®
Ahnv.

per l — Q, ±1, ±2,*.. ±1: e se si pone

z=e
Aa

il sistema diviene

y,,= 2-®"
nh

(8)

pei medesimi vaion ai n,

3. Per la risoluzione di questo sistema, occorrerà svolgere due forme di determinanti di
cui una sarà il denominatore e l'altra comparirà nel numeratore delle incognite. La prima di

•PAvma fi la flpcrnfinfft
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ar*". ar" . . . ar'" -

ar""-1) /V— . ar'"""

ar' Ua'" . .. or'

K,.i = 1 1 .  1

ai Qi2 • .. a,-

al al , ... al

o'i""*"1  «t—•!
5 «2 . .. aj-*"-'

Se dalla 1" colonna si pone a, •" in evidenza, dalla 2" «7"*, e così via, il determinante diviene

1  1 ... 1

Cl\ 0-2 • • . (1%
1

=

^«1 «s . . . ttif
a? al .. . al

a\ ' a'à ' «r'

(tt, «2... 0,)'

ove si è detto Li il nuovo determinante che è di forma molto nota. Ne indicheremo in breve un
modo di sviluppo, anche perchè lo stesso metodo ci servirà pure per la seconda forma di de
terminante che dobbiamo considerare.

Pongasi in luogo di ciascuna colonna, tranne l'ultima, la differenza fra essa e l'ultima : ricor
dando che

si ha subito:

= 6"-' -I- a +... -f a'"-' b -f a"""'
0  o

1

<—1

Li = {— 1 )•■"' n^(ar—tti)
1

«1 +a<,

' "H.• •-f- Uf"'-f-ttj, . ..'

Ponendo in luogo di ogni linea la differenza fra essa e la precedente, moltiplicata per a,, comin
ciando dalla 2^ si ha:

(9)

Applicando questa formula di riduzione successivamente, e facendo il prodotto di tutte le ugua
glianze ottenute, osservando che L, = l, si trova

Li = ( 1 ) - II;, n,. (cf,. Ct/i+l)
1  I

e perciò:
• -1 7»

,(»—1) tlft n,-(c:,-
(-1)—

n,a"

(10)

(11)

che dà lo sviluppo della prima forma di determinante.
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4. La seconda forma di determinante che occorrerà, non differirà dalla precedente alt
che in ciò: invece di avere la completa serie delle potenze

—m, —Qm— 1), ... —2, —1,0, 1, 2...

manca una di dette potenze. Se si dice h la mancante, il determinante relativo si indicherà con
4™.-. Per h negativo avremo:

af*" .  . a<

ar'"+" .
.1 ...1

a.-'"-" . .  . ar'"-''
a, .. a.-

-^tn, »

ar'

1

. ut'

.  I

1

lì or
1

aT" '

ar~''+'

.. aT'"-'

7i4-l
. - Ui

a, . . a<

ai ..ai

or*" .  ai""*

jjm-h)

l'i aV
(12)

ove Ui' ''' è il determinante Li ove manchi la linea avente le potenze {m — hf'"""'. La (12) vale
naturalmente anche per ìi negativo o nullo.
Prendendo a svolgere in generale il determinante

1  1 ...1

Cl\ £^2 * • ■

a? "... a?"'

OÌ+'

a\ a'j ... ai

si opererà come nel caso di L,, salvo che invece di sottrarre dalla linea (1!:+ 1)'^ la precedente
moltiplicata per a<, la sottrarremo, moltiplicata per af: si otterrà allora

if) = (_l)'->V.(av-a,)

1, •

ai, .

0? -f- a,, a*

ar',... .
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e scindendo questo determinante avremo :

Lf) = ( -1 )••- ■'n,. (a,. - «,) [LtT" a,Lt A-

Questa formula di riduzione vale in tutti i casi, se si conviene che sia

iS'+''=-o, ur>^o

(13)

(14)

cosa accettabile, perchè nel determinante che trattiamo non possono esistere le linee con potenze
i-j-l e —r. Che poi la (13) col mezzo delle (14) valga in ogni caso, si verifica agevolmente.

5. Ponendo nella (13) per i, i—1, i — 2 ecc. e per k i valori che via via si presentano,
cioè a dire applicando la (13) allo svolgimento dei determinanti che compariscono nel secondo

i—L

membro della stessa (13), con successive sostituzioni, scrivendo per semplicità n in luogo di

(—l)'-'n (»,. — «,)

ecc., si troverà, essendo w un intero minore di i:

t—i i—2 i—oì ( r/■ \~i
Lf> = n n . .. 11 l'.'"'"""'"' '' -fl  I t—Oi ' "J I t—W '

^ ~w -^"2)

(15)

in cui, in generalei-ale indica la somma dei prodotti delle ultime co quantità a,, ai, .. . prese

r ad r in tutti i modi possibili. Si noti che la precedente è vera sempre, e si è potuta ottenere
senza restrizioni, mercè le fatte convenzioni, le quali, per conseguenza, valgono anche nella (15).

Facciasi in essa co==«—1, essa diverrà:

Z  'n 'n .. ri j + p ^ -f .p ^ ^j Lf + .'. j
(16)

Ma, per le nostre convenzioni (13', delle L del 2° membro della (16 saranno solo diverse
da zero quelle per cui sia

k — z-|-r-l-1 = 1, fc — «-[-s + l=0
da cui • '

r = i —k; s — i — k — 1 ;
e allora la formula si riduce a

I?.= n n ...n j[! ^ +
Ma, com'è facile verificare:

o ricordando la (10) avremo

(17)

(18)
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(19)

Tenendo poi presente il significato del simbolo |^j, si ha in fine

Richiamando infine le (10), (11), (12), cambiando in quest'ultima (12) h in h si ha subito.
a' . = [ ' ]a ■ . (20)

che è infine l'espressione della seconda forma di determinante che adottammo sin da principio,
ed ove, conforme a ciò che fu posto, j^- j rappresenta la somma dei prodotti delle i
quantità a, Oa.. .a< prese i — h — m ad i — li—m.

La precedente vale anche per valori estremi di li, convenendo che J = 1 •
6. Veniamo, ciò posto, a risolvere il sistema (8), in cui h prende ordinatamente i valori:

—/c, —(7^ — 1),. . . —1, 0, 1, . . . 7c —1, le

si vede subito che ilfieterminante dei coefiìcienti, è

e'" .. .

A®', . . . \z~^k

giacché questo determinante è della 1" forma, svolta al n. 3. In esso abbiamo

«1 «2—^ %+l—1) ^ ^\.. .a~s—k

opperò :

m=]c, i=2k-{-\.

Ma adesso si ha per de (22)

n,.ar= 1
i

e quindi la (21) in forza di (11), diverrà:

giacché

2k h

\2A.+1 = (-1) n. Tir (/-'■+' - /-")

(2fc + 1 )2fc

(-1) ' = (-!)'

(21)

(22)

(23)
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la (23) ci dirà a qual coudizione debba soddisfare a che entra in 8, affinchè non sia
nullo. Per ciò è necessario che alcuno 'dei fattori

sia nullo : ossia (essendo s = e'") che si abbia

Ma ciò esige che sia (essendo m un intiero)

a (7c — r 4-1 ) = a (;^; — 7j) + 2 m Tv
oppure:

a(7i —j"-t-l) = 2mTv.

Dunque p^chè la (23) non s'annulli, occorre che a sia incommensurabile colla circonferenza:
0, in pratica, almeno tale che, oltre ad esser primo con 27i:, nessuno dei multipli di a che dob
biamo considerare sia contemporaneamente multiplo dì 27v, giacché allora non sarà tale nep
pure {h—r 4-1) a, che è la differenza di due di quei multipli.

7. Si determini ora una incognita qualunque del sistema (8) per es. Il numeratore di
essa è manifestamente:

8-" F., ...8'' 1 4^' ,

1 ...1 Fo 1 ...1 1 1 ...l

8^ . . . 8''+' Fr 8'--' . . .8 1 .2-' ...8-"

(24)

8 ~ ...8

od, ordinando rispetto agli elementi della colonna {k — r-j-l)":

Lr—{—l)*" jc — + J''_,X_i T^oXo i iFiXi...
(25)

ove le X sono evidentemente determinanti della forma indicata di già con e svolta al
n° 5. Nel nostro caso le a sarebbero

04_r+i = ̂'' '...««,-1=^, 0^=1

ed è

a!^x = 8i-\ a^ì=8- a2h=8!-''

m = k, i = 2k.

I determinanti in cui le a hanno i valori (26) si indicheranno con A: in modo che avremo:

(26)

X —a'»)
2Je
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ferme rimanendo le altre notazioni. Se poi, analogamente a ciò che si fece avanti, intend'
con j la somma dei prodotti delle quantità generali:

0-', 0-\ 0\.. s*

esclusa 0'\ prese s ad s, si troverà, applicando la (20):,

[2 Zf- ^ f/s-l]/'-' •
La (25) diviene quindi:

ricordando che si posej^^ j —1. D'altra parte, si osserva che il determinante (21) non è che il
(24) in cui in luogo di

... K., ip'o, z....
SI ponga:

0-\\, 0"...0'^-''>\

opperò applicando a lo sviluppo fatto a L,., si troverà:

= <- [2i]/-"-[2 " 1,]/""-'" + ■ - [?]/"-" + .. » ■
Infine, siccome

(28)

•h, 2fc+l

per le (27), (28) abbiamo:

B,.=

[2;;]r'-[2"i]/-'*-''+ ...
(29)

formula che dà il valore del coefficiente ignoto i?,.; e gli altri si deducono da questa dando ad r
tutti i valori da (—le) a (Z.;).

8. La questione è così ridotta a calcolare le somme dei prodotti delle quantità

0''...0"+\ 0'-\..0, 1, 0-'...0-'' (30)

prese 1 ad 1, 2 a 2,... 2Z: a 2Z;. Ciò si ottiene facilmente, quando si sappiano calcolare dette
somme relative alle quantità

0^... 2:*^', 2!'" ' . . . 0, 1,2!"'... , z''''r Z"^

somme che indicheremo con | ^

E facile vedere che abbiamo:

(31)

2Zc — 1"!
s-1 J. (32)
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Basterà quindi calcolare le quantità ^ ̂ j per m qualunque. Dico intanto che

pA; —Il 2h — l 1

Infatti le somme rappresentate da questi simboli, hanno lo stesso numero di termini, come sap
piamo dalla teoria delle combinazioni. Si osservi poi che facendosi, ad es., le combinazioni m
ad m delle (31), se un gruppo è {z"-s'...), fra gli altri gruppi si troverà certo anche
cogli esponenti contrari ai primi. Ciò è chiaro dalle (31); se in esse vi è p. e. z'' vi è pure

ecc.

Ciò posto, se uno dei termini di ^ P"

fra quelli di i)_sj formato dai rimanenti elementi (31): si avrà dunque
(^"*0" .. .)Z= 1, da cui X=: .. .).

Ma si è detto che {z z ".. .) è pure termine di ^ J ; dunque tutti i termini di

j^(2 7._i)_^J uguaglieranno quelli di , epperò si avrà, come si è detto:
r27i:—Il r 21—1 1

t2
J

Inoltre queste 'quantità si riducono a somme^di coseni, giacché s'è visto che se vi è un
termine

vi sarà anche l'altro :

E da osservarsi ancora che

j»» ■ • _ gfa(m+«+ ...)

^—n ̂ ^ (m+M. • •) _ g—»«(»»+«+...)

U-ir'. : : \
e che per far valere sempre la (32) converremo che

PVI,-
se i >27; — 1.

Sostituendo la (32) nella (29), e badando alla (33), si troverà con semplici operazioni :
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ove si è posto, in generale:

essendo :

—F . 9_J =1^-2

(p', = ^''- -

(36)

9. Si tratta ora di agevolare il calcolo delle costanti | ? quali son le stesse
L  ̂ J±r

per qualunque funzione da svilupparsi: epperò ridotte in tavole una volta, esse serviranno sem
pre. Cosi pure, il calcolo dei denominatori si fa una volta per tutte, giacché essi non conten
gono la F. •

Premettiamo, che se, date i quantità:

or ] ) 0^21 0^3 .. . 0!t*

indichiamo al solito con j la somma dei prodotti di esse combinate r ad r; e se a quelle
quantità ne aggiungiamo due altre a<+i, a,+2, è facile vedere, che tali somme di combinazioni
relative a tutte le i + 2 quantità son date da:

t ~ [r] + 1 ] — 2] (37)

e per applicare questa formula in ogni caso cioè ancor quando sia r=l, y = 2, r =
r = i-\-2, converremo che

[ó] = ̂' [-l]-" [)] = 0»er>i.
Dalla (37) con calcoli successivi si dedurranno le costanti che entrano nella (35). Infatti ora

gli elementi sono:
.2'+', ' (38)

Se ne prendano i tre di mezzo
0, 1, 2-'

e si calcoli

3l
= l+2cosa. (39)

Ciò basterà, perchè

(38):

O
CO
C

—
f oc (3
1

11

0
1

= 1. Consideriamo ora le cinque quantità delle

z', z 1 z'^ z~

e col mezzo della (37) ove «<+1=2^ a j =2 si calcolino

impiegando all'uopo la (39). Cosi conoscendo si potranno colla (37) calcolare

(40)
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prendendo sette quantità centrali delle (38). Così continuando, dalle (40) si dedurranno -

e in fine si giungerà a: ■ .

r2A;—n . pA; —1] pA: —1]
L  1 Jtn I. 2 Jj.,. [ A; 1 Jj;,.

che sono tutte le costanti del numeratore e del denominatore della (35)'. Le G\ O sono agevo
lissimamente calcolate, sicché la (35) sarà conosciuta.

Giova osservare, che nel nostro caso, la (37) è sempre reale, giacché nel calcolo testé indicato,
i due nuovi elementi presi da (38) che ogni volta si introducono sono di forma z", z'", epperò
la (37) diviene:

['+']=[;]+2 cos„.[^_^,]+[^2.2]
Osserviamo ancora, infine, che calcolato si ha subito il valore di (*) giacché essi sono

coniugati, com' è facile assicurarsi: sicché dunque basterà calcolare 7?o, ̂ 1,• • •
10. Risoluto cosi il sistema (8) che indicheremo simbolicamente con (B,.), può darsi che i

coefficienti estremi B/,, B_^ non sieno tanto piccoli da farci ritenere trascurabili e successivi
.Bfr+i, B-(ic+\'. anzi può esser necessario calcolare questi ultimi, e con maggiore approssimazione
i precedenti. Ciò si otterrebbe teoricamente risolvendo il sistema {B^+i): ma noi senza tornar
da capo, dedurremo i nuovi valori dei coefficienti da quelli che or ora abbiamo calcolati. Se indi
chiamo con B' i valoi'i delle B dedotte dal nuovo sistema (-Bj+i), la (35), ove si muti Jc in A;-f-l
ci dà

Ora della (37) si ha ;

Sviluppando colla (42) i termini della (41) e tenendo presenti le (33), ecc., si ottiene:

,  2cos(A;-fl)«-P,. —Z,. ; . •
'■~2cos(fc+l) a.Q,.—r,, - ■ (43)

ove le P,., Qr son rispettivamente numeratore e denominatore delia (35), epperò son quantità
già calcolate: X,., Y,. hanno i valori:

(*) Nel caso in cui la F sia reale, perchè allora F^==Fi. Ciò avviene appunto nella funzione perturbatrice e
derivata.

3
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giacché è facile assicurarsi che -'t- ii-fA

G-l,r = ̂Gro,r, G-'i,,. — Go,y

e se, inoltre, si pone : . <: f. i
,  , V ' ■ ■ "■^IP

H,„.=a„.+Gi-..r H',,=a:,.+gu^

le precedenti divengono:

(44)

Dunque nella (43) le P, Q son già note: le X, X, son ricondotte alle solite costanti già cal
colate: quindi B,! è subito calcolata.

Si osservi però, che nella pratica tutti i calcoli si riducono alla ricerca dei numeratori sia
di (35) che di (43) : giacché i denominatori essendo costanti saran già ridotti in tavole per
valori di k sufficientemente estesi.

11. Merita una piccola osservazione lo sviluppo dei due nuovi coefficienti PLit+i,.
Essi sono dati, intanto dalla formula generale (41), quando in essa si faccia j' = A-j-l, e poi
r= — (A-f-l). Sarà quindi:

B,.i+i

Gh+l,k+\
p^ + 1"

Ci-.i+I "f" •
-

"27c-f r
7:—1 7?2,ì+1 -|-

±»+l)

 1I

Gk+\,k+i—
'"2/c-f-l

Gk,h+i -f- •
-

"27c-f 1"
h — l

G2,!i+1
"2^+1

Jjt(4+1)

G[
Jt(H-l)

Si osservi ora che le quantità M esprimono, per le nostre notazioni, le

prodotti delle quantità

/",... P, 1,

che si possono indicare semplicemente con quindi avremo ; ^

somme dei

B'A+I ■

2 7:-|-11_ r2 7(;-j-l
/,_1 + l j,

*

Gi,

""+']®w.+-± 270-)-1") , r2 7o-l-l" (45)

e in tutte queste formule le G, 9, ecc. si deducono senza restrizione dalle formolo generali
La si otterrebbe nello stesso modo, ma può dedursi dalla (45) facendovi il cambiaménto

di A-j-1 in —(7^-f-l).
Le (43), (44), (45) ci permettono dunque di passare rapidamente dal sistema (jB,) al sistema

(P.+.) e dico rapidamente ossia senza spreco di fatica, giacché dal processo di questa analisi
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si vede che il lavoro è lo stesso sia che si risolva il sistema (Bt-i), sia che si risolva prima il
(^i) e poi si correggano col metodo precedente i coefficienti per passare (quando occorra) al
(Si+O- Questo vantaggio non si trova nelle quadrature meccaniche ordinarie, com' è facile con
vìncersi. Infatti se i coefficienti trovati non bastano, con tal metodo, o bisogna calcolare un nu
mero doppio di valori della funzione, o tornar daccapo con altra divisione della circonferenza.
In ogni caso v' è uno spreco di lavoro.

Si capisce poi, che col medesimo metodo, si può passare dal sistema (Bt+i) al (Bì.+2), ecc.
12. Sviluppata così una funzione ad una variabile complessa, bisogna svilupparne una con

due di tali variabili. Prima però bisogna cercare la forma dallo sviluppo ed assegnare i coefii-
.  denti rigorosi: poi si passerà ad una soluzione pratica del problema, applicando il metodo svolto

sinora.

Sia

y = F{s,g,)

una funzione a due variabili: ' ' •

Si = Pi e'"'

Considerando prima y come funzione di s soltanto, per la teoria già svolta, avremo

(46)

ove

— TT

cze.

-J i

. J - . .vi
(47)

Ma è funzione di «i: potremo porre: ■ fi tr*' i . -«V

B  e'"'"'
)■■ I m i. I"

essendo:

'dO,■R _/ —in,9,"'"I 27Vp.«J »
—7t

e ponendo in questa per B„ la (47) avremo

Sn,n, = p-"pr"^ F(,, dOde.
—TT —TT ' •'

e così la (46) diviene:

Fi','•)=!. Ì..S.,

-''J- IvIOlHi! .
.i-ì

o  :1 r!- •

ho'i.v i

(48)

(49)
— 00 —oo

che è lo sviluppo di F per una serie doppia, i cui coefficienti sono dati dalle (48).
13. Ecco ora, come si possono avere con approssimazione i valori numerici delle Bn,n, -

Stabilita la forma dello sviluppo, cioè la (49) si moltiplichino i due membri di questa per
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essendo r ua intero fisso, avremo:
,  , • i.- , •

:  - i i ''.i ' 5 * •'

>- *

r  —00 — 00 • •

dando ora a 0 un valore costante, moltiplicando per dbi ed integrando rispetto a 6i, avremo.

=  (51)
— 00 • •

'  —TT

giacché, gli unici termini dell'integrale del 2* membro della (50) ohe non si annullino in foiza
delle (2) sono quelli pei quali è «i=r.

Ora, avendo dato a 0 un valor costante, la (e—""j F) è funzione del solo Oi: quindi, pel metodo
esposto, si potrà considerare svolta sotto la forma:

+  ou.', s ,= '
quindi per le (2) :

F{0,Si)e-''-''' d(h=^2i: 3l[:\ , (^2)
J  . i i ;({ Otl.^
—TI " ,

e la (51) diviene:
CO . ' ' ■ V . 5 ' ^

V 7? — m''"> (53)^u-"u,r'^ —-^0,0 ^ ^
-oc

Dando a 0 successivamente i valori costanti r

— lev., —{h — 1)«..., —oc, 0,- (fc — 1)*, /roc

si avranno 2/0 4-1 equazioni come la (53), dal qual sistema col metodo sviluppato, nei numeri
G-12, si otterranno i valori dei coefiicienti

2?_ir -Z/o,!-) Fi^y..,S/c^r

che ritengonsi soli apprezzabili.

14, D'altronde anche alla determinazione di può applicarsi il detto metodo dei numeri

6-12: giacché e""""' F{s,0i) per 0 costante, essendo funzione di 0i, potremo dare in essa a Oi
i valori

— hot.... — a, 0, X...Il oc. *

e colla (35) cercare il valore del termine costante Ba che per noi rappresenta 31^'\.
Con ciò, la determinazione delle avendo r un valore fisso, é ricondotta alle costanti

che si suppongono già calcolate una volta per tutte.
Ogni valore di r fornisce un sistema analogo a quello derivante dalla (58): e così si hanno

quanti coefficienti si vogliono dallo sviluppo (49) cercato. Tutti questi sistemi si riportano alle
r2tù—Il

costanti già .note. , ,
L  ® J±)i ■
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Si noti che se F è reale, come sempre avviene nel caso-nostro, basta considerare i soli va
lori positivi di r, giacché i valori negativi darebbero delle potenze di e i cui coefficienti sono
conjugati a quelli relativi allo stesso valore di r positivo. Infatti, se sì è avuto

'  ■ ■ e(±»+'')» , ■ ' . '

la potenza per r negativo è di segno contrario alla precedente; ora i coefficienti di
potenze ad esponente contrario sono conjugate, e quindi noto l'uno è noto l'altro.

15. Si è detto che per determinare bisogna cercare per interpolazione il termine
costante della funzione

■  *

e questo bisogna che sia fatto per tutti i valori di r che si considerano. Ciò può ottenersi in
una sola volta in questo modo. Dato a 0 il valore costante che deve avere in un caso, si svolga
F{js,^i) per le potenze di e'®' col metodo dei numeri 6-12, e sia p. e.:

F (z, + e'®' + Bt +... + +...

e quindi avute queste J5, si avranno tutte le iliyfe valore dato di 0i poiché é chiaro che

=  • (55)

Bisogna dunque fare tante volte lo sviluppo (54), quanti valori si assegnano a 0.
Per questo, occorrono tanti valori numerici di F, quante-unità sono in (2Z; +1) (2/»-fi),

giacché per ogni sviluppo (54), si debbono calcolare 2 7t-f 1 .valori di F.^ e tali sviluppi sono
27;-fi. Ma nel caso della funzione perturbatrice la cosa è molto semplificata, poiché, vedremo
che la F prende la forma

m9i)=2/:-(®)9,.(0O- '
Calcolando ora /"(fJ) pei 2/c-f 1 valori di 0 già detti, e le <p,.(0i) pei 2/«-fi valori indicati per 9i,
si avranno, per ogni termine della 2 precedente, solo 2 (7;-f A-fi) valori da calcolare e da
combinare fra loro. Yedremo di più che i termini di detta ̂  sono pochissimi; e i più sempli
cissimi.

Si vede che il calcolo dei valori numerici di F non è eccessivamente grave. D'altronde, questa
é la parte principale del lavoro ; giacché la risoluzione dei vari sistemi non é, col nostro metodo
molto penosa, poiché in tutti i sistemi i denominatori sono costanti e di già calcolati, e nei '

numeratori entrano sempre le costanti ^ già calcolate. , .
L  ® J±»

16. Avviene sempre, che nei vari sistemi analoghi a quello che deriva dalla (53), i coeffi
cienti da conservarsi non sieno in numero uguale di qua e di là di JB»,,.. Allora bisognerebbe
calcolare molti termini inutili, il che porta il grave inconveniente di calcolare il sistema (54)
per più valori di 0 che non sarebbe necessario. Ecco come può rimediarsi a questo inconve
niente. Sieno

B„„,B,„.,,,...,B,„....B„^

i coefficienti da conservarsi, B„,^ sia il medio di essi: la (53) diviene:

mQ = , 0""° -f -f... -f B,,^,. -f... -f 5^,
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Moltiplicando per e"'"", si avrebbe:

Jl/^) e-'"» = e''"'-")® +... + -"'®

Qui jB„,,. è il coefiGiciente di e" e J5„,,r Bp,,. sono quelli di e e • quindi tenendo
luogo di M noi abbiamo i nostri coefficienti senza spreco di lavoro. Note le M, è aci e
(Me-"'»): e d'altra parte, l'esperienza insegnando che per ogni valore di r occorre circa lo s esso
numero di coefficienti, si vede che calcolata la (54) per quel dato numero di valori di ' ®
avremo bisogno d'altro. Senza l'artificio precedente, più r prende valoi i ex escenti, più v
della (54) converrebbe calcolare. ,

Tutte queste semplificazioni rendono, a mio credere, questo metodo accessibile e anzi vantag
gioso nella pratica. _ _ i j il

17. Termineremo indicando due controlli necessari per verificare prima il calcolo delle
costanti

l'T'l,. » ;M

W» a
e poi quello delle B,, ,. . . <

.1." Date le quantità: -

se per un momento mettiamo da parte le quantità g"", g"' che sono fra quelle, per le nostre
notazioni, si avrà la eguaglianza:

il 1° membro indicando la somma dei prodotti di tutte le quantità: ed r essendo qualunque.
Questa relazione, che è diversa da quella che ha servito al calcolo di dette costanti, la quale
era di forma:

servirà benissimo al detto controllo.

2° Per controllare i valori della la cosa più semplice è quella di rifare lo svolgi
mento indicato al n.° 13, ma operando su 6 anziché su Oi, e quindi poi dovrà operarsi su 0,
mentre là si operava su 0. È chiaro che i due modi di svolgimento debbono condurci agli stessi
valori di B„,,.. Questo controllo non è grandemente penoso, giacché i valori della F esistono di

già, e al-più se ne potrà richiedere qualche altro: le costanti come anche i denomina

tori sono di già calcolati.
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:  . z" ^ ' t ' .

'5 '*.'• V .-'iWv^Jì fiU ti

. . '

§ 2.

-  •.; .t:

idVx^j U ■'■ -.'.V itiy
STABILIIIENTO DELLE EQUAZIONI GENERALI DEL MOTO. .jf ■<{ '

f  ■*" t 't' 'j* ' ^ '
1. Le equazioni generali che determinano il movimento di un pianeta, sono rx.K AÒ y ♦4Pì.,h

cPx X da \ .1- i>f<;A'cHÌ
di^ ^ y3 ^ dx . ijviD.T !{('( Mff '.L

dn I ■ olsonp
r3 X r;'!-!- > (1)

d^0
di^'^'^ »-3 ~'^^'dJ

ove X, y, z sono le coordinate cartesiane del pianeta perturbato, r il suo raggio vettore, t il
tempo; e se si indica con m la massa del detto pianeta in parti della massa solare e con'il- la
costante di Gauss, abbiamo :

x=^'a+«o
a rappresenta poi la funzione perturbatrice. Limitandoci ad un solo pianeta perturbatore, giac
ché gli altri si trattano allo stesso modo, abbiamo :

xx' -\-yy' z z'
^'3

e in questa x, y', z' sono le coordinate del perturbatore riferite al medesimo pianò fondamen
tale a cui riferivansi x, y, z; r' è il relativo raggio vettore, e si ha:

in

'  1 -f- »i
i,i=.{x — x'Y-{-(y — y'Y-\.{z — z'Y ^ (3)

indicando m la massa del pianeta perturbatore. ■ ■ ' ' ■
D'altra parte il movimento di quest'ultimo pianeta sarà dato dalle equazioni analoghe alle

precedenti; . ^ .

a -J (2)

,  . ■ noli"
\
f

essendo

ed avendosi:

o'

d^x'
+ x'

x' , dSì'
di' r' ' dx

d'y
1  •/' y  , da'

di' 1  X r" ^ dy'
d'z

1  v'
z  , da'

di' 1 X r'' ^ dz

= /[ xx -\-yy' zz
A ,•3

•  '"Ti U 4-Hfr5»1f(Ì:.nt i.' -
■' r./moao is .J . ■ , ,

t4)' oS'-jiif) . _ !h 1 1 .

l i i.r'i.l 'ìi' J f-I r, ,s;r-.

i ."«1(61 :» éliti

■  (5;

X' = ̂ Ml+«0 m

1
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2. Proponiamoci adesso di trasformare le coordinate del pianeta perturbato in alti e X,
il cui-sistema sia mobile. Queste nuove coordinate saranno determinate dalle relazioni genera

X—xx-^-iy.'y a"0 \
ì (6)

X=y.r + Y>-fr"^ ,
A

ovjC, se Ci è l'angolo che la traccia di XP" su x^ fa coli'asse X, contato da questasse. se
quello che detta traccia fa coli'asse x contato da quest'asse; e se infine i è l'inclinazione dei
due assi X, si ha :

K = cos e cos 0 sen 1 sen 0 cos i

p = sen n cos0 — cose sen 0 cos i

y = sen 0 sen i

a' = cos sen0 — sen e cos 0 cosi

p'= sen e sen 0 + cos e cos 0 cos i

y' = — cos 6 sen i

a"= — sen e seni

(7)

i:ì A •' tt
.> : ViC IKO ■

l'VQLSifiVil itf *

fi" = COS e seni

= C0S1

dalle quali discendono le relazioni:

a' +f =^1

;vibcli:-:; ' ' et l'-n '

,  - ; . i T» . Ut it

tt«(n/:buo')t òaniq a"2._f-jì"^_|-y"^=l
(8)

«2 _l_ «'2 =1

+r+r=i

f +y-+y'- = l

a «'+pr+Y y'=o \

«'a" + fi.p"+y y" = 0
a'a" + fì'py' + y' y" = 0

a (J +a"P"=-0 i
« y +a'y'+a"y" = 0 ]

Py+ry'+ry" = o /

siccome ora il nuovo sistema dev'essere mobile ed esso ò determinato dalle a, 0,'.i, ne segue
che queste saranno funzioni del tempo da determinarsi nel modo che troveremo più conveniente
per la soluzione del nostro problema.

3. Bisogna ora occuparci delle equazioni differenziali a cui le X, Y, Z debbono soddisfare
per rappresentare ad ogni istante il luogo reale del pianeta. Dalle (6) si ha, in foiza delle (8).

x=^. X+P Y-j-v Z ]

2/ = a'X+r r+y'X

.^=«"x+rr+y"^

Differenziamo due volte rispetto al tempo che è contenuto anche in a, [i, y, ecc.; troveremo:

d'X

(9)

d^x da dX , d»r dp dY d'p

di' di' »  r À'■»

+y
d'Z dy dX „d'y
di' di di di'
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dx , ^d'oi' , „,crr , „ d?>' dY

7F + ̂-M-dT+^-de+^ -dF + ̂Hr-iTdt^

O-y'^ I 2-^-^4-Z^
di

d<Y' dXÌ!£.= "i^-Lo
di^ '"' df dt di

„ rf p" czr
-1-B"

c^^' di' dt dt
+ r

d'^"
df

+ y"^ + O^Ì£ ,
di' ̂  dt dt^ df '

'< /^7'-

'■^'>4^1»

Moltiplicando la 1' di queste equazioni per a, la 2" per a', e la 3" per a" e sommando: fa
cendo poi lo stesso per p, p', p", e per y, y', y", se si pone, per brevità:

r  T dn ,dn „ dn"[«., = + _ + ™ _

!  V d'n , d'n' , „d'n"
("'■ ")="'7F+'» W- + "'liF

troveremo :

(Vx

TiF
J-a' 4-a"-f-«- -ttt +« -T7r =dt df

(VX
dt
r dY + 2[«, P]-^-|-2[a, y] dZ

dt
(a, a)Z+(«, P)d^+(«, y)^

df

'  ̂ [P, y]4f+ 2[p, + (P. !3)i^+(P, r)^+(p.df dt

d'x , d'y „ df z
'■liF + l' dF + l' ìF-

=^ + 2[r, «]^ + 2[t. H^ + (r. r)2+(T. ''-)i+(T,P)F ^
Inoltre, moltiplicando le (1) per a, a', a" e sommando poi per p, p', p", e sommando, infine
per y, y', y" e sommando, tenendo presenti le (6) si trova:

I'

(10)

d^y (V z X
'^Tf + + "•" ~= — X — + Xdi di'' x [»'- dei

dx

dn "l
+  + "djJ

, d n
dy (11)

e le altre due che si scrivono con sostituzioni di P, P', P", y, y', y" ad «, a', a" e di IT, Z
ad X. — Ora, avendosi:

si ha ancora, per le (9):

dn dn dx elei dy . dei dz
dX~lF^dX'^i:^l^'^'dzdX

dn dn , ,dn , „ dn
"7v=®'"7—r<^ —j—h-o"- T-dX dx dy dz
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e le due analoghe. Sostituendole nelle (11) e poi queste nelle (10) otteniamo le nuove equazioni
del moto :

■  ̂_^_|_2[a, P] 4^ + 2 [a, y]-^+ (''-. «)^ + K'
didi'"

d'Y
diì

—+ 2[P,t] ■  2[p, + + T)^+(P'
da

f^ + ̂_|_+2[y, «]-^ + 2[r, p]-^ + (r, r)-^ + (T, ®'-)X+(T,rP)X X j
dt dt

In queste, le ff, i, 0 sono funzioni arbitrarie del tempo. _ _
4. Per determinare queste funzioni stabiliamo prima che il pianeta si trovi sempre nel

piano Xr, cioè che si abbia Z=0. Con ciò, due delle funzioni ff, i, 0 restano ancora inde
terminate, poiché per la 3'^ delie (6) X è funzione di a, 0, i quindi Z=0 costituisce una sola
relazione fra 5, 0, i Per determinare le altre due di queste funzioni, poniamo le condizioni;

xÉ±+Y^=-0
dt dt

x^ + r^-0
dt dt

(13)

xi^ + y%=o .dt dt j

le quali coesistono colla condizione precedente Z=0, giacché essendo Z—0 possiamo scriverle:

:0
^ d <z V.1-È. -1- 7É2L

dt dt dt

Ponendo in queste le (6) e moltiplicandole rispettivamente per [a", a'], [a, a"], [a', a], os
servando che dalle precedènti si ha '

\in, il] = — [«, m] [m, «i] = 0

si trova subito 0=0 in prova che il sistema (13) coesiste con X=0.
Derivando dunque le (13) rispetto al tempo e moltiplicando poi le equazioni trovate per

a, a', a" e sommando, e così facendo per p, p', p" e per y, y' y", ricordando che [w, m] = 0
avremo :

dYX(«, a) f r(a,P) + i^[a, P] = 0

X(P, a)-l-r(p, p) + ̂[p, a] = 0
dt (U)

X(r, «)+r(T, ») + '^b, «] + ̂[T. H=o.dY,

dt dt

Ma moltiplicando le (13) per a, a', oc" e sommando, si ricava

[oc, p] = -[p, a] = 0

/

(15)
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Sottraendo ciascuna delle (14) dalle corrispondenti (12), badando a q^uest'ultima (15), e te
nendo Z—0, otterremo:

d'X X fdiì\

dt^ + X ,.3 ^'\dXl
Y  (dn\

•' ~ AdY\
d'Y

di' '-r,,

[y.
dX-

(16)

i r
(dil\

^\dZ),.

Le (13), (16) determinano ad ogni istante la posizione del pianeta nel piano XF, e la posi
zione di questo piano, per mezzo delle cinque variabili X, F, n, 0, ̂ alle quali abbiano ripor

tato il problema. Nelle (16) il simbolo ecc., significa che bisogna fare X=0 dopo la de

rivazione.

5. Occorre ridurre ora le (18), (16), ad essere espresse per le dette nuove variabili indi
pendenti, eliminando le «, p, ecc., per mezzo delle (7). Il sistema (13) può ridursi alle due
equazioni:

(17)

[«, P] = 0 )

giacché in (13) sono due sole le distinte, ed invece di una di esse possiamo prendere la (15)
che deriva dal sistema medesimo. Ora derivando totalmente le (7) rispetto al tempo, e sosti

tuendo tali derivate nelle (17) e nell'ultima delle (16), si troverà, dopo qualche riduzione:

{Fsen -7 -{- Xcos c] tgi = {Y cos u—Xsen o}
(tt et t

L
0^1 di
\dz]^ dt cos 5

dY

dt
-senu'

d_X)
dt

d^ [dY ,dX , .
—rr -TT sen a -j—rr cos u sen «
dt dt dt *

(18)

.d'-i
—=COS^-y^.
dt dt

Il sistema è ora composto da queste equazioni e delle due prime (16). Risolvendo le (18) ri

spetto a^, ed unendovi le due prime (16) avremo infine le equazioni fondamentali
et t et t ctt

del moto relativo alle nuove variabili X, F, (t, 0, r.

d'X

dt

d'Y

dt^

di

f + X
X

+x

)•-

F

=  ì
f da

dt

dO

dY

= A[Xcosc-|- Fsenu]

h Lr

da \

dz].
(19)

dt

di

seni
j »os = -j:sen.](||)
. d()

-tr = cosi——
dt dt
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ove si è posto, per brevità:

ed è

X

dY dX

dt dt

=  YK

(2 0

6. Si osservi che le due prime (19) sono indipendenti da <7, 0, poiché il dipendendo
solo dalla distanza dei pianeti, non dipende dai piani coordinati: quindi le due prime (19) stanno
da sé e determinano il moto del pianeta nel piano XY. Le tre ultime relative a <7, 0, i de
terminano il moto del piano XY.
La stessa trasformazione di variabili può poi farsi rispetto al pianeta perturbatore m consi

derato come perturbato dall'altro m, o da qualunque altro pianeta del sistema solare; e ciò
mutando le variabili x, y\ z' in altre Y', Z\ a', 0', i' legate fra loro dalle stesse relazioni
precedenti. Ponendo le medesime condizioni per la determinazione delle a\ 0', i', si ha un si
stema perfettamente analogo al (19), ove si scambi Q in n' e si pongano accenti alle altre let
tere. Le formule di trasformazione saranno:

'X' =Xix' x\y' -]-x'\z'

(21)

e le analoghe alle (7) ove si pongano accenti a tutte le lettere (7, e, i, ed indici alle «, fi, ecc.
7. L integrazione del sistema (19) non sarebbe facile nel caso di grandi eccentricità ed in

clinazioni: occorrerà quindi trasformare ancora le variabili, fino a trovarne di tali che l'inte
grazione sia possibile anche in questo caso.

Sieno io, 0», c« i valori di i, 0, a al tempo iniziale: alle cinque variabili del sistema (19)
noi sostituiremo le altre r, v, H, A, r legate alle antiche X, Y, <y, Q, i dalle relazioni:

X=rcosv

Y = rsen v

S = sen i sen (n -j- cj«) — sen io sèn ruo)

A = sen « cos ((7 -f cjo)—sen io cos (to — oto)

\

(22)

e si vede che r, v son le coordinate polari del pianeta nel piano XY.
Per effettuare la trasformazione, differenziamo due volte le due prime (22) rispetto a ̂  si

avrà : '

d'X

df ''

d'Y

de ''

d'r d'v
■ cos V — y sen t) •

de df

d'r

o d r dv V— r cos y I J j
dv

dt
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e si ha poi:

f  ̂ ^ . (in dr sen v d fi . dfì
[dxj- dv dx^TFJx^ +
elfi

dY

\  . dfì dr cosvdfl dfl
lo dv dY'^'d7lY~~r'd^'^^^''^TF-

Sostituendo questi valori nelle due prime (19), indi eliminando dalle risultanti prima — poi
da
-7—, rimarrà:
dv

}-2 ̂  4- 2 »• — ~ — ££L
'  dt, dt

d'r (dv\\ Y da

Per fare la trasformazione delle ultime tre (19) si derivino rispetto al tempo contenuto in

-7, i, 6 le tre ultime (22): invece di che si presenteranno si sostituiscano le tre

ultime (19) e poi si eliminino X, Y, per mezzo delle (22). Si troverà, dopo varie riduzioni:

^ = ;,rsen(«+».)cos.(g.)^
^ = 7ì}-cos(t; + ®o)cos?|-|^j . . ( (24)
dr senisen(i; — <7) — senfi)sen(t; — ero) fda\
dt 1 + cos f cos io—sen i sen io cos (u — <ro) \ d X /„

ove si deve supporre /, <t, 9 espressi per le nuove variabili S, A, r. Derivando le prime duo (22)
la (20) diviene:

r^dv (

dt )

La derivata di h prende una notevole espressione. Dalla (25) si ha:

(25)

e per la l' delle (23)

Di qui si ha pure

]i^\ d^v drdv'X
dt ~ X I di^ '^"^Itlt]

dlt . da

,  (26)

11 da
dt\hj dv (27)

Le (23), (24) sono le nuove equazioni del moto.
8. Il sistema (23) è indipendente dal (24) e perciò può integrarsi a parte. Adopereremo

perciò il metodo di Lagrange, supponendo quindi dapprima che fì=0, ossia che cessino le
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forze perturbatrici. Le (23) divengono :
fZi® , ^ dr dv ^ \

clt dt ~ )

dt^ [dtj^
(28)

La prima di queste può scriversi:

da cui, indicando con c una costante:

jd
dt

4\t!atO :

■E>

dv ^
dt

•  • dì)Eliminando fra questa e la 2'' delle (28) abbiamo :
d'r c® y

(29)

' ««y'Cr- tnaìjnhtup aì

dt ì-
>  » ■ : v:- '

Moltiplicando questa per l'uguaglianza

abbiamo :

^dt = dr
dt

\  d ( drV dr dr-2di[—tì''^"lT~X7T
ed integrando, essendo c^ una costante:

1 [ dr\* Y e® ,
2 \Jt)

«»lao/iiVf

b ■=• Ligia}il! !

•irih ;i"'. ) -li! 1'. '
da cui

Per questa, la (29) può scriversi

d f*r^=\/2ry-\-2r^ Ci — c'.
tii •

,dv dr dvc = r^- ~ = r— \/2ry+2r®ci — t®.
dr dt dr ^ '

Da queste due ultime si deduce

t = j
rdr

 \/2»•/-f 2 Ci — c®
f  dr. = cj-■•\/2ry-^2r^ Ci — — C3

•j|t ■

'!»»p li:-

(30)

essendo ct\ —cs le costanti arbitrarie.
9. Il problema è così ridotto alle quadrature.

Per la prima delle (30), supponiamo dapprima che ci sia negativo e divenga —ci (e vedremo
che questo caso ci basta): si potrà scrivere

J 'ì Ut , - ' r TdT
^2ry—2rHi — c^ ^ J \/(x* —2 c'Ci) — (X—2yci)*' ■ •-JM'f

"Vi
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Se ora poniamo:
- / -vj- V-

X —2rci = cos£\//^2—2c2f, (31)
da cui

2 Ci cir = sanzclz^jyj^ — 2c^Ci

l'ultimo integrale si cambia in " . ■ ■ i' ■

j^,J[X-cosWx'-2c.».J = = (x^-sen ''
epperò la 1* (30) dà

Per eseguire la quadratura seconda delle (30), ricordando che si è mutato ci in ~ci si può
scrivere

f  (Ir _ 1 _ Cdr 1

Ponendo

l'ultimo integrale dà

c  Y , . dr . dz
— — z da cui —=

r e c

1 — A
1  r e
— are. cos —
c

•I/I'.

\/l-
epperò la 2' delle (30) diviene

2 Ci
-.itn . 1, ) .'ilHif'i:?'.!.}!» l.'i

•  ■ ''"i-i ■ • • ■■ iiS^ ...

— ri
« 4- Cs = are. cos ——..

Dunque gl'integrali delle (30) sono

-  , /("2^,, ,e - esenz = y—j-{t — Cs)

L

1-1" ecos (u + 03)

ove si è posto

■i':j ,;I

(32)

;  I111 i '.iniilii ci'jh •:
• • f : • - i :

(33)

La £ è una variabile ausiliaria data dalla (31).
10. Dalla 2" delle (32) si vede che ove il pianeta fosse soggetto alla sola attrazione solare,

esso si muoverebbe in una conica che ha per foco il sole, che ha per eccentricità la (33), per
>parametro la —e per asse maggiore una retta inclinata di Cs sull'asse X. Sarà un'ellisse se e<l

A.

epperò occorre che la Ci delle (30) sia negativa, come abbiamo supposto. Questo è il caso dei
pianeti, epperò ci siamo limitati alla sola ipotesi di Ci negativo.
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Se dunque la 3" delle (32) rappresenta una elisse, si determinerà l'asse maggiore della equa
zione

da cui coll'ajuto della (33):

e se SI pone

le (32) divengono: (-

^ = «(1 —e')
X.

2 Ci

s—esenE = n(i — Cj) ) -
a(l_e') ? : (34)

1 -1- e cos (w -{- Cs)

ove, per la (31) in cui si sieno introdotte a, e, si ha
r = a(l—ecoss)

t

che determina la variabile ausiliaria e.
Si osservi che la 2' (32) rappresenta un'elisse perchè il moto ha luogo in un piano. Se in

fatti, fi = 0, le (24) divengono

dt dt dt

da cui H, A, r sono costanti opperò tali le ff, 0, i.
Il significato geometrico delle quantità n, s, v, è notissimo.

11. Trovati gl'integrali (34) pel moto non perturbato, adoperando il metodo della varia
zione delle costanti arbitrarie si troverebbero gl'integrali delle (23) sotto la forma

^' ( 1 ^ ) f i t Or \r= — ;—r £—esene —«i-4-c (35)1 -f c cos (u -f '

essendo a, e, c, ® quattro funzioni del tempo, e una funzione ausiliaria legata alle altre dalla
relazione

r = a{l—ecose) (3G)
ed essendo

« = \/|r. (")
Quindi le r, v prenderebbero la forma seguente:

r=f(t, a, e, c) a, e, js, c). (38)

Le quattro funzioni a, e, w, c sono determinate in modo da soddisfare le (23) e le altre due
dr da dr de dr d^ dr de ^

•  . da dt de dt dv5 dt de dt

dv da dv de . dv d'fs dv de
da dt de dt drs dt de dt
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q- 1 . dr dv ,
^ dt ' ~dt ottengono dalla (38) riguardando a, e, w, c come costanti. Se si indica con

0 la derivazione delle (38) rispetto a # in quanto vi entra esplicitamente e con d la deriva
zione totale rispetto al tempo, abbiamo:

dr 0)- _ dv 0t;
dt df

Se ora si dice funzione ideale una funzione di t, a, e, c che abbia la proprietà di aver là
derivata totale rispetto al tempo uguale a quella che si ha tenendo costanti le a, e, tu c le
^  saranno due funzioni ideali; e dico, di più, che qualunque funzione di funzioni'ideali'è pur
essa una funzione ideale.

12. Sia, per maggiore generalità, A una funzione di quantità qualunque e, s', ecc., funzioni
a loro volta di funzioni ideali m, v, ecc. e del tempo; il tutto connesso dalle equazioni

/■(A, if, S, e'... M, 0 \

/2(#, E, e' ... M, t;,...) = 0 \
/

ove le fi f%. . . sono tante quante le e. Differenziamo la 1" della (39) come funzione implicita.
SI avrà:

^  s^dja ̂ dv df dKdt dz dt'^ dd dt'"'^ du dt^ dv dt'"'^

D'altra parte onde eliminare le , ecc., si differenzino le fi, fi. .. rispetto al tempo conside
randole come funzioni implicite rispettivamente di e, e', ecc., si avrà:

M' i ,d^f^, dUd2 _ \dt dt dt ' dt dt '"'^ dudt '^irvTt ® j
Mi , dfìdu dtido > (41)
d.t ri,& rlt, ria' rir ' " ' ri „ ,-7/ ' ,7 ... TTT ■ ■ ■ ®dt dt dt~ dz dt'"'^ du dt'^ dv dt _

j

tante essendo queste equazioni, quante le e. Si ha ^ eliminando le ausiliarie 4", ecc. col mezzo
dt

delle (41) della (40). Si avrà:

A (M Mi Mi du dv \dt ^ dt ' dt " dt'' dt" )
Ma essendo per ipotesi

du 0M _ dv __'^v
dt~'dt ' Ji^Ht

'slsHuì •jiJjia.'i) j.i

avremo:

Ml—jrlM Mi Mi Mi M. 'dt \dt' dt' dt '"' di' dt '")
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Ma questa è appunto l'espressione a cui giungerebbesi quando si differenziasse il sistema (39)
tenendo costanti le funzioni a, e, w, c che entrano nelle u, v,... e quindi in A, dunque

Ìt = ì±, c. d. d.
dt dt

13. Sarà bene cercare ancora le espressioni di-^, ^ forma
(35), cioè sieno espresse per le nuove variabili a, e, w, c.

Dalle (35), (36) si ba, tenendo ferme le a, e, cr, c, come deve farsi trattandosi di funzioni
ideali:

dr er^ , , . dv
— sen(v + v!) —

dt a(l—é') dt

dr „ n
—7— = a e —sen s.
dt r

(42)

Ora, eliminando r fra le (35) (36), si ha

cose — e = cos (w ra) (1—e cose) (43)

e di qui, facilmente per la (36) : . , i' .

sen (v 4" V ̂ —e'sen e (44)

sostituendo questa nelle (42), avremo:

dr aen

dt \jl — e^ rsen(?; + ®)

r''^ = a^n\jl —e\
dt

(45)

La h data dalla (25) prende una forma notevole; giacché per la 2" delle (45) diviene

e, per essere =

,  a il

Eliminando ora (1—e°) fra la (46) e la 1" delle (35), si ha l'equazione

-^ = -^[1+ecos(v + w)] (48)
A»

che edopereremo in seguito.

14. Sinora le variabili da cui abbiamo fatto dipendere il nostro problema sono: a, e, ®, c,
S, A, r ; però esse non saranno ancora le variabili definitive, giacché invece delle prime quattro
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introdurremo le altre quattro v, tj/ legate alle a, e, ro, c dalle equazioni:

iloisi-j-Co = s—eosenè ^ .•-•vU'.ii

r = ao(l —Co cose)

_  ao(l —e%) I (49)
1 + Co cos (V -)- Wo)

r—f(\ v)

2 hall
9= {ecos(®—Wo) — Co]

X

I  ÌIqÌI
9 = esen(w—

(50)

in cui le ?•, i sono funzioni ausiliarie e le , ̂ o, ^o, Co, Wo» sono.i valori delle a, e, w,
c, n, Jb per ̂  = 0: quindi si avrà per le (37), (46), (47):

alnl = x

, _ X [ (51)
"  \jl—el~alno\ll—el'

Dalle (49) si vede che z, v son funzioni di a, e, ro, c per l'intermedio delle r, v di cui esse

z, V son direttamente funzioni, e pel teorema del u.° 12 z, v saranno funzioni ideali del tempo

come sono r, v.

15. Cerchiamo ora le equazioni differenziali relative alle variabili definitive z, v, 9, tp.

Eliminiamo prima dalle 9, i// le ra, e poiché di queste non abbiamo le derivate. Scriviamo perciò:

2 Hq ̂  r- . , ,
9 = [e cos(w -f-®—V—^0)—Co]

X

_ 2hok ^ ^ _[_ gggQ(j; sen (v + tHo) — e„].
X

Così pure:

2 7?.
({^ = —— [e sen {v Oo) cos (v + t:i) — e cos (u -1- ■cTo) sen {v -j- ®)]

X

Ora per le (45), (46), (48):

e per le (45) (47)

Da queste due si ha :

r =^ + liecos(t; + ®) (52)
dt tiT

■^- — he^Qn{v-\-'^). (53)
d t

S/TAe sen('y + ro)=
d/v

7  i \ \ 7 / -4* ' • '^ecos(?; + T3)=r — h, j. .. . . . . . . i
'  óiviT : f

/  •
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Le precedenti espressioni di «p, 'j' divengono, perciò :

9 = j^sen(v + Wo) + cos {v + ®o) l»*
'j'= ̂  [sen (v + ®o) (»■-^ — A j — cos (« + ®o) •

Differenziamo queste rispetto a si avrà, badando alle (26) (27):
d<!f
di

d lì dv d/^ f \ ^ ^ ~l I2 cos (v + Wo) + sen(«; + Wo) — -f- cos {v + +
df

2 Ih+ —° [eo + cos (uH- Wo )J h: ^^
A

do. Uh
■sen

d'i^
di

_ 2 Aq ,  . , dr dv , , , . d'v . ,2 sen(i; -|- cjo) + sen {v-\-vs^)r-j^ — cos (v -j- i^oì d'r^
df\

2 ho , . , , 2 ^ ̂  I 2 Ztg . 1 _ \H  sen (v 4- '^o) h -z cos (v + Wj)
1  ' dv X

' ( dv\ 1 dv

V  d^ TEliminiamo di qui le col mezzo delle (23) ed osserviamo per la (25) che
Cut et t

7, dv X ■
di r' '

troveremo :

do (cos(t; + TO„) A'' „\TÌdO4" 24.j + yL«. + «»H« + ''.)]4
2 ho 1 do+ —sen(v + rao)r-^
,, , l'I . AH , . , a!n 2Ao , . do^ = + + —cos(.+^o)r^

(54)

che sono le equazioni differenziali relative a 9, t|''
16. Restano a cercarsi le equazioni relative a 0, v.

Dalle tre prime (49) si vede come v sia funzione soltanto di s:, e si è osservato che questa è
funzione ideale. Avremo dunque:

dv dv d\z
di dz di

Ma, per la (25):
dv ^ X
di hr''

e siccome (49) v e formata con z come con si avrà pure

dv _ X
dz hoT^ ' (55)

Da queste si ha:

di
lo r
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e siccome dall'ultima (49) abbiamo

r  1

r  1 + V
si avrà infine

dz Ao 1

dt h (1-}-"')^ "

Per l'equazione relativa a v, si differenzi l'ultima (49); si avrà:

(56)

dr , , , r , _ c?v ■ .

Ma per la (53):
dr ^ / I N
-^ = Aesen (w -j- ci) :
OJt

ed essendo f formato con z come r con t, il che risulta dalle (49) (85) (36):

d 7* *
-^ = AoeoSen(u4-Wo) • • (58)
d z

Per questa e per la (56) :

dr dr dz hi ^ 1
-JT = = ̂ eoSen(i; + ®o) :dt dz dt h (1 + vf

quindi la (57) diviene ir 'C

,  , , hi senlw + ̂3„) , - dy

dalla quale, per l'ultima (49):

■^= — sen(t;-f-w)—— eosen(v + t:Jo) (59)

che è l'equazione differenziale di v.
17. Trasformiamo infine le (56), (59) introducendovi le <p, La 1" può scriversi:

Ì£ = A h^-v^ + l] h,f V Y _ f!zilì Adt h [ (1+v)^ J A \l-f / v + lj ^ '
Se quindi si pone

iv'.; :

si ha

Ma (49):

e si ha (48):

"  ̂ =1-2-- (62)v-|-1 r

1  ¥— = Y[l+ecos(«; + wo+c5 —'^o)];

i  xL: Li
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e da questa;

T  l^T J^T
1  e cos (^ + ̂o) cos (t5—Wq) e sen (v + ̂o) sen — "^Jq) ,

X  X ' ' X

Nel 1° termine del 2° membro di questa, si ponga per r l'espressione

reocos(?; + ®(i) (63)

che si deduce dalla 3' (49) osservando la (51), otterremo;

r h^ h^ _
— = p- T [ e cos (® — cTo) — Co] r cos (« + ̂o) e sen (w — w,) r sen {v + ®o)-
^  0 J. X

Ora la w data dalla (60), per la (62) può scriversi:

e per la precedente, introducendo le espressioni di <p, ^ date dalle (50) :

^0 _

Si dovrebbe ancora eliminare h esprimendola per 9, i|/, 0, v, e così fare per v affinchè tutto
venga espresso per le nuove variabili; ma ciò complicando la formula, porremo:

e allora si ha

(64)

w-'>—? + ?^cos(«;-|-rao) -|-(|;fsen(«;-j-Wo). (55)
La quantità | può determinarsi direttamente, poiché per le (26) (27) si ha:

^  1, (, , àO.dt H di'
e potremo tenere ^ come una variabile ausiliaria che sarà comodissima per la determinazione
di w e quindi di 0.

18. Per introdurre infine le ip, in v si osservi che la (48) dà:

1  h
—— [l+ecos(«; + w)]

e che si può scrivere la (63) così

5C

Sostituendo in (59) e raccogliendo :

1  hr
J-= [1 + «0 cos («; + Wo)].

dv_à74r , . ,
dt Y + ^«sen(t)-f-Wo) + ®Sosen(fi5 —cjoi].
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Ma scrivendo san(?;-f-Wq — ®o) in luogo di sen(v + TO) e svolgendo, si avrà:

sen (v 4" ®o) [e cos (w—130) — Co] + [cos (v + ®ol + f0] e sen (ro—Wo)
^  X

e per le (50)

-^==Y^»o(?sen(« + ®„) —[cos(?; + wo)+eo]4'! - (6V)
che è l'equazione definitiva per v. Le equazioni pel moto del pianeta nel piano XY sono dun
que le (54), (61) e (67): quelle pel moto del piano XY medesimo sono sempre le (24).
E quasi inutile l'avvertire che per determinare il moto del pianeta ?)i' perturbato da m 0

da qualunque altro pianeta si possono stabilire le analoghe equazioni facendo dipendere il suo
moto da quantità v', 9', <\i', E', A', r' legate alle precedenti dalle stesse equazioni sinora poste
per ììi : colla differenza che in luogo di O si deve porre fi'.

19. Bisogna ora osservare qualche cosa sulle costanti arbitrarie. Le quattro equazioni fon
damentali del moto nell'orbita istantanea (il cui piano è XY) sono le (54), (61), (67): esse
introducono quattro costanti arbitrarie che diremo Ci, C2, Ca, Ck. Ma si è introdotta una equa
zione ausiliaria (66) e sarà necessario in seguito considerarne un'altra pure ausiliaria, la (27).
Alle variabili da esse determinate, vanno aggiunte altre due costanti che diremo yi eyg: ma sic
come esse equazioni sono conseguenza delle fondamentali, così le yi, yg non saranno arbitrarie,

ma saranno invece funzioni delle Ci, C2, Ca, a 0 viceversa. Anzi le yi, yg saranno funzione l'una

dell'altra, poiché le variabili a cui esse vanno aggiunte, sono funzioni l'una dell'altra.

Sarà dunque necessario cercare le relazioni fra le c e le y, e delle y fra loro. Cominciamo da

questa.

Si osservi che fi e le sue derivate sono dell'ordine della forza perturbatrice, perchè affette

dal fattore ® siccome la sola parte costante di un integrale è quella che viene aggiunta

come arbitraria, ne siegue, che integrate le (66), (27) si potrà porre:

? = y.-fF, l^yg+F (68)

essendo le 7 quantità variabili dell' ordine della forza perturbatrice, e le y le costanti aggiunte.
Ponendo nella (64) le precedenti, si ha

y, + F. = -A„y.-;i„

I prodotti Vi Va, V\ origineranno dei termini costanti che diremo w,, Wj; scriveremo perciò:

F F2 = -f- termini variabili

Yl term. var.

Liberata la precedente dai denominatori e ritenendo i soli termini costanti, otterremo:

■hoyiyì + ho(>>i = — h' lYl — Kaa-{-2 (69)
,  I •

la quale è la relazione cercata fra le y.
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20. Quanto alla seconda relazione che sarà fra le y e le c essa sarà
Se in essa si pone per w il valore (65), diviene:

h
? + ? ̂ cos Wo) -f r sen (v + w,,) = ̂ j '

fornita dalla (60).

(70)

che è un'identità. Applicando alle tre prime (49) lo stesso procedimento adoperato per de
durre dalle (35), (36) le (43), (44) troveremo:

rsen(«-l-ro„) = aoSenè\/l—e» )

?cos(t; -|-®o) = an(cos£ — Co)
(71)

La (70) coll'ajuto di questa diviene:

^ + <? «0 (cos s — fio) + 4) ffo sen èv/n^ = j y .
Integrate le (54) si troverà:

) — Ca + Fé 4 = Cs + Fc (72)

essendo Ca, Ca costanti arbitrarie e F? F Is parti variabili.
Sostituendo queste nella precedente e ponendo

FéCoss-fs/l—Fssen£ == Wj-(-term. var.

essendo Wa costante, troveremo:

Yi + «0 W3 — flo C2 Co + «0 Ca cos È -f- Uo Ca Seu É\/l —e? + Fe = | ^ | —

essendo Fc un complesso di termini variabili, non contenenti alcuna delle quantità c o y.
Se ora si pone

VrrrCi + FaCa + FaCa + Fg (74)

(73)

giacché c,, costante arbitraria, deve essere il solo termine costante di v che viene dedotto dal-
1 integrazione della (67) nella quale debbono essere stati prima sostituiti i valori (72) di (p e 4 •
le F indicheranno adunque delle quantità variabili.

Introducendo le (74), (68) nelle (73) avremo:

Yi -j-ttoWg—«0 e. Co -j-«0 Ca cos£-f-aoC3senÉv''l —Co + Fo =

I  Ci F Cg F? C3 — Fg

Trattando questa come sopra, cioè liberandola dai denominatori e ritenendo i soli termini co
stanti si troverebbe la 2" relazione cercata. Noi non la sviluppiamo qui, perchè quando in se
guito avremo bisogno di questa relazione esatta sino ai termini di 1° 0 di 2° ordine, la rica
veremo direttamente dalla (70) sino all'approssimazione di cui abbisogniamo.

^ Avendo cosi noi trovate due relazioni fra le costanti c,, Cg, Cg, c^, y,, y^ le arbitrarie sono
.ridotte a quattro, come debbono essere.
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21. Un'altra piccola osservazione ci resta a fare sulle costanti Cj, Ce, c, che debbono ag
giungersi alle H, A, r che determinano il moto dell'orbita istantanea e che provengono per in
tegrazione dalle (24). Dopo l'integrazione si abbia p. e.:

^=c,+r,.

Per # = 0 si scorge dalle (22) che anche H = 0; quindi indicando con td, ciò che diviene Fg
per t = 0, dovremo avere

C5= —Wg

e analogamente per lé altre due variabili. Ora Fo e le analoghe sono funzioni di 6o, ù giac
ché quando dalle (24) si elimini i, a, col mezzo delle (22), le (24) divengono funzioni di Og, %.

Si vede dunque che le Cs, Co, e,, sono funzioni di ero, ^o e potranno determinarsi quando
sieno noti questi valori iniziali di g, 0, i. Ora per 0, i si potranno coli'osservazione conoscere
i loro valori 0o, ?o all'epoca, giacché essi determinano l'orbita istantanea dell'epoca; ma (^o é
completamente arbitrario, perché fissa la posizione dell'asse X, posizione del tutto arbitraria.
Per togliere tale indeterminazione che si rifletterebbe sui valori delle Cj, Ce, e,, si potrà sta
bilire che il valore iniziale di c sia eguale a quello di 0, cioè che sia ;

Co = 00 .

come tutti gli Astronomi fanno, affine di contar tutte le longitudini da un asse solo.
22. Stabilite così le equazioni generali del moto, bisognerà modificarle alquanto per adat

tarle al modo di svolgimento della funzione perturbatrice.

Questa modificazione consiste solo nel prendere come variabile indipendente non più il tempo
t, ma l'anomalia eccentrica Eq dell' orbita ellittica istantanea od osculatrice che dir si voglia,
relativa al tempo i —0, cioè:

«o^ + Co = So —Cosenso (75)

sarà la relazione fra e» e t. Abbiamo inoltre le funzioni ausiliarie n, % definite dalle equazioni

I  »-o = «o(l—eoCOSEo) (76)1 -j- ̂ 0 COS (t/'o

ed essere? sono il raggio vettore e l'anomalia vera della detta orbita osculatrice attempo r = 0.
Converrà quindi riferire le equazioni differenziali non più a t ma ad £(,; perciò differenziando

la (75) tenendo presente la 2^ delle (76) si troverà:
1  ̂qOOSEo ^0 (77)

C? So ^^0

Le equazioni fondamentali del moto nell'orbita, cioè le (54), (61) e (67) e l'ausiliaria (66), danno

dt (Z Sq

Sostituendo in queste le dette espressioni delle ecc., e la (77), si avrà:

d'i> 2à„n(cos(?;-l-i3„) , , . .AcZ" , 2A„n sen(«; + ®<
j  ̂ ^ + — [eo + cos {v -h WolJ ̂  ;(^Eo «0^0 i r 7 ) civ aoìio r

^  (78)

cHo Uonolr ' x) ^ V "'V \

CfEo «0^0V Ila] dV
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e cosi ancora:

V Y
l+vj

h. I
^^^0 CCqìIq hcif^Tl^ ± ~1~ v J ^

^ = 2^(?sen(t; + 7iT„) —[eo+cos(t) + o„)]t{'j
ove w è data dalla (65). Le equazioni (24) pel moto dell'orbita istantanea, danno, analogamente

,  .fdn]
y— = sen(2; + cJjcosz
d £q do 9^0 \d Z jo

d^ Ili'ì'o / I \ -(d^X ( /'finì
-r-= cos(t; + CTo)cos« -— >
ds.0 dolio [dZ 0 '

dr hrvof sen?'sen(t; — c) — sen4sen(^ — <70)
dzo doìio \1-f cos«cos«o — senesento cos(>7 — >yo)J\dZJo

^ ,a - § 3. ■ -''"f

CALCOLO DI PBIMA APPEOSSIMAZIONE.

1. Per 1 integrazione delle precedenti equazioni del moto, bisogna adoperare il metodo
delle approssimazioni successive. Conserveremo, quindi in quelle equazioni, i termini dell'ordine
di p. cioè della forza perturbatrice: perciò porremo al posto delle funzioni, a, e, w, c, ecc., i loro
vaioli iniziali do, 60, TOq, Co, ecc., cioè i valori indipendenti dalla forza perturbatrice. Con ciò
veniamo appunto a conservare i termini dell'ordine di questa poiché nelle (80), (78) e (79) che
ne dipendono, vi è in ogni termine il fattore n che è di 1° ordine rispetto alla forza perturba
trice; quindi in quelle equazioni i coefficienti di Q debbono essere indipendenti da essa, se vo
gliamo i soli termini di 1° ordine.

Porremo quindi nelle (78) (80) n, e», Uo, ecc., in luogo delle corrispondenti funzioni y, v,
ecc.; ma prima sarà utile eliminare ^ sostituendola con ̂  e con p- intendendo colla

ccf* d

caratteristma 0 la derivata di Ci rispetto alla nuova variabile indipendente e„ in quanto questa
entra negli elementi del pianeta perturlato.

2. Kicordiamo che n è funzione di a., y, ̂  cioè di Z, F e in conseguenza, di r, i;, e delle
coordinate del pianeta perturbatore. Bisogna ora mostrare che nel derivare CI rispetto alla e
m quanto essa entra negli elementi del perturbato, dobbiamo tener conto soltanto di r ve
non delle 7, 0, i che pur contengono £„ e appartengono al perturbato ; ciò proviene dal fatto che
noi nello svolgimento di fi sul quale faremo tale derivazione, troveremo incorporate'queste
ff, 0, i negli elementi del perturbatore.

che^ ® ̂  rioordando
+ + = a"/) -f r(13 a;' -f P' -f- P"

Ma 1 coefficienti di Z, F non sono che le coordinate del perturbatore riferite al piano Z F-
indicandole con ̂  vi avremo : P 0 ̂  j: ,

^^' + yy' + es' = X^' + Yi)'.
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Analogamente la (3) diverebbe : •

A^=(x-ef+{y'—nT+r.
Sostituendo queste funzioni in fi si vede che le sole quantità dipendenti dal perturbato sono X,
F; e le ̂  , v)', X^' che contengono <7, i, 6 dipendono dal perturbatore essendo le coordinate di esso.
Avremo dunque

0fì dei dv dei dr
dso dv dso dr ds^ '

Ma

dv dv dt ̂ dr dr dt
dta dt dso ' dea dt dso ' ' .

Dalle formule del n° 13 § 1 si ha, eliminando dalle precedenti -f-j.-j-.'
Cit Civ

(1)

dv

dZf, hao Wo r'

dr »*o7jesen(t;-f-®)
dzo cto^o

(2)

nelle quali si è tenuto conto della (77). Ma siccome ora si deve porre n, 6», h per r, e, h
avremo, se ricordiamo le (51) § 2:

dv aoCOS>.o, dr eoroSen(wo + ®o)
d  ?*{) d Sg cos Aq

ove si è posto, per brevità

Co = sen ̂0 •

La (1), con ciò, dà:
f dfl "^eonsenfvo + Wo)

rJ,' ] r, nrion
dei dei ì\
dv dSf dr J a. aoCosXn oCos^Xg

3. Si sostituisca questa espressione nelle (78) dappi-ima, e per h, r, ecc., si pongano in esse

le ho, ì'o, ecc.: se non che, tralasceremo per semplicità gli indici 0, intendendo in questo capi

tolo che le h, r, v, ecc., non sono altro che le quantità ho, ro, Vo, ecc.

Fatta tale sostituzione, le (78) divengono:

df
dz

0a , f deì\

A = mM+n,L^]
dz dz \ dr)

d^ lyr 8 fi r TIT / fi ̂
-,

ì eiix

ove abbiamo, ricordando le (51) § 2; e ponendo

2M, = —^-j^Ircos/'-l (er-f-rcos/'l 1
acos^^L ' ' aco8''>. J

Mo = —-nrvflM —jvl'"sen/"
acos 1|_ acos >.J ^ t ■ ■

Mo
a cos^ X

■ ^ • (4)

.-V, Ifrb

:■ -juti-p ni
.  ; ,'■: ■ o'! .b non

■  il (;hr.i'ri;j,:v-3 u'hff iofl
l*)b Bu'i.rido

'- ;£"(b ned óio "i-jir'v A
• ed Ì2 ,€ —"s :.uo

. '-r -r - . (5)
.ìj \y 150')
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ed

2  2
Ni — —r sen/" i'"

COS ̂  Oi cos X
008/-+ —^ [e / + »• cos /■] j e san/-

'  ' acos A' ;acos

2  2
N, = r cos fcos A a cos

r— fi -| ^lersenY■"aL ci cos AJ

N'
Ser^sen/'
a cos^ A

Queste ultime si modificano, giacché la (48) § 2 dà:
r  ' ercosf

1  =
(6)

Moltiplicando per questo valore di uno il primo
facilmente :

e

a cos'I a COS" A

termine sì di N che di N, e riducendo, viene

a cos^ A
TT-fer 4-rcos/']

acos'A'-

N-

N,

a cos" A

3 er

[er + »-cos/"]-l ^r^sen'f
'  ' ' acos" A

(7)

acos" A
reenf

4. Kiduciamo adesso \e M, N a, funzioni della variabile indipendente s. Le (43) (44) § 2,
ove si ponga f=v-{-'U!, valendo anche pel caso in cui ad r, v, ecc., si sostituiscano n, Vg, ecc.,
danno :

y senz'fa cos A sene

rcos/'= a(cos£—e)

Queste, colla 2" delle (76) § 2 serviranno alla trasformazione a cui ci accingiamo ; giacché nelle
(5) (7) So non entra che in r, rseof, rcosf. Eliminando dunque dalle (5), (7) questa quantità
col mezzo delle (8), (76) avremo:

(8)

Mi = t:- {4 cos s — e cos 2 £ — 3 e )
cos" A

ilfo = {2 (2 — e") sen £ — èsen 2 £ 1
cos" A ^ '

(9)

Mg =

Ni=-

N=^

3 a7T-{(2+e")—4ecos£ + e"cos2£} i2cos"A'^ ' ' ' /

1 [
cos" A

1

cos" A

esen2£ — 2sen£)

{e-\-2{l — e") COSE — ecos2E} (10)

3 a e , „ „ ,
Na = - TT [2sen£ — esen2E}

2 cos" A

Restano ancora a sviluppare in funzione della sola e per integrare le (4); ma sic-

^3^
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come per altre formule dovremo sviluppare anche d Q.

clZ

svolgeremo le altre equazioni del moto.

iserberemo alla fine tali sviluppi e

TifiAbbiamo detto che la quantità — ausiliaria ci sarà dì molto utile tanto come controllo,

quanto come ajuto nella 2°" approssimazione: cerchiamone quindi lo sviluppo che è semplicis
simo. Dalla (27) § 2, si ha:

d (K
dt(/J

dfl

dv
e riferendola alla nuova variàbile Sq per la (77)

d HiA rh d fi
cH\hj an dv

essendosi tralasciati gli indici 0 per la solita ragione. Ora la 3" (78) § 2 in D approssimazione,
facendo h — h^ diviene

di Brh( da

dzo a n\dv

quindi

3 dzQ

e per la (4) :

d f /io)
dz\h) (11)

(12)

ove si ha

3Ii — — — ÌI/3,

5. Restano a svilupparsi le (79), (80) § 2. Perciò dobbiamo stabilire la parte di tv che è
di 1° ordine per passare alle determinazioni di g, v. A tal fine si osservi che possiamo porre

e = eo-|-S6, w = c!o-|-Stu, /j, =/lo-|-S

essendo Se, Srrr, S/i quantità dell'ordine di [r ossia della forza perturbatrice [vedila (3) § 2]:
giacché se questa si annullasse dovendo divenire e=60, ecc., converrebbe si annullassero Se,
ecc., epperò queste sono dell'ordine di p.. Ora le (50), (64) § 2 se p si annullasse diverebbero

9 = 0, = ^=.l-

Dunque 9, (l* sono di 1° ordine; e badando alla (65) § 2 si vede che di f cos(v-j-cjo), rsen(t)4-®o)
converrà tenere la sola parte indipendente da f^. Ora, se questo fosse nullo, v diverrebbe Vo\
e la 3" (49) § 2 dice che allora r diviene n e quindi per la 4°' delle stesse (49) v deve essere
almeno di 1° ordine. Dunque la parte di r indipendente di fi sarà n e quella di è Vo] quindi
la parte della (65) che è di 1° ordine e che indicheremo con tv^ sarà data da

ifo = ?o + 9o cosf-}- rsen/"

e per le (8)
= ̂0 -j-ipo (a cos e—a e) -}- cosà sene. (13)

■  -J
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6. Determinate quindi 9, «p in 1" approssimazione, e in funzione di s, sarà anche Wq n
dotta a contenere esplicitamente tale variabile; e le (79) § 2 daranno, fermandosi alle quantità
di 1° ordine

d0

dz

d^

= Wo
dz an (14)

h

dz 2an
{(porsen/"— rcosf)]

e per le (8)

ds Wo/, \
— = — (1 — e cos s)
dz n '

■^ = {«Po sen £ — i|'oCosXcose) .
(15)

Passando infine alle (80) § 2, esse divengono, mettendo gli elementi ellittici iniziali e la
sciando l'indice 0:

da ^
dz an= ="^''0=^(11).
d A hr
dz an

dr

(16)

dz
= 0.

Introducendo cosi le (8) e la (76) § 2 ricordando il valore di ho si ottiene ;

^ = cos i (-7^)dz \dZ)o
dA
-y- = Mo cos l
dz

dr „
7- =0
dz

. (da \
\dz] (17)

ove

sen E — i e sen 2 sj
r

cosX|_(1 -j-e'} COSE — j

J/5 = d

Mo e cos 2 E
(18)

Si vede quindi che F è una quantità le cui variazioni sono almeno di 2° ordine, opperò
1", approssimazione le sole 3, A determinano il moto dell'orbita istantanea.

in

7, Passiamo ora allo sviluppo di Abbiamo: (§ 2)

n = j
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e in generale

«'Aliofc
^»r ._ - » «ra5 = aX + (ìr + yZ a:' = a.X' + p. T' + y.

2/ = «JX4-P'r+y'X 2/'=«IX' + [3; r + ylX [ (19)
^ = «"X+ P" r+y" X a'/X' + p'/ F + y'/X'

e si ricordi die per le condizioni poste è Z= Z' ==0. Ora X, Y sono funzioni di r, opperò:
(22) § 2

oltracciò per la (3) § 2 avendosi

dCi il i \ , X
^  . (20)

.  "dio ocrìni cr'r!f';\" '
dCi do.

dy
e analogamente per —, ~^ì la precedente diverrà: : •:;r: 1 rj

4? = t"-(è ~ ^ + (P + P'2/' + sen V)
- F'^ f (a a; + a'2/+ a" cos w + f p a;+p'?/+ P" ̂i) sen V j.

Chiamammo già r', V le coordinate del perturbatore riferite ad XF; tenendo presenti le
(22) e le (6) § 2, avremo:

Per comodità che sarà constatata nella Memoria complementare, trasformeremo la precedente
osservando che essendo, come si vide nel n° 2, § 2

^2 = (X~^y+{T-'oy + K'' (22)
se ne ottiene:

xf+rv^'"+C~^' (23)

opperò la precedente diviene:

dr

Si ha poi - , .3 j ibnlnp et;-? i

do dodx do dy do de ■ £ d 9:'iokf.al5?.:..:a'js.-"I
dZ~ dx dZ'^ dy dZ'^ d0 dZ

e per le (19) (20)

: nd'f

.'Jì5Ci4" '

I" fĉ gìT"
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e per le solite:

(25)dZ ''^A3 r's; . ^ A'
m

Ma essendo nel caso nostro Z=0, abbiamo:

8. Esprimiamo ora per gli elementi ellittici le C, ecc.
Si osservi che X, T, vi', "Q sono riferite allo stesso piano X Y; quindi indicando con co, 6

le coordinate polari del perturbatore prendendo per asse polare OX, si avrà:

^' = r'cosco, 7i' = /sencùcos9, -i^'=r'sencosen0 X=rcosv Y=}'seBV

dalle quali

+ Evi' = »•/{ cos ì; cos co + sen u sen oi cos 0} = r / cos (r, r').

Se ora indicbiamo con W l'angolo die sta fra l'asse OX e la linea dei nodi delle due orbite,
contato da OX in direzione opposta a quella in cui è contata e se chiamiamo quello che
sta fra OX' e la detta linea contato analogamente, avremo, essendo i l'angolo dei due piani
delle orbite:

cos(r, r) = cos(t;-j^ W)cos(v'-}-W) -j-sen (u-j- W)sen{v' + W') cosj.
Ora ponendo:

n = iF—o„, n' = w'—e?;

avremo anche:

cos(r,/) = cos(/'+n)cos(/" + n') + sen(/'+n)sen(/" + n'jcos^' (27)
che è ridotta agli elementi ellittici, giacché le quantità n, n', ecc., sono date dall'Astronomia.
Si ha inoltre

A^ = r''-f»''^ — 2rr'cos(?*,/). (28)
Rimane C : ricordando i significati di v', T' si ha v' -J- w' che è l'angolo fra r' e la linea del nodo
reciproco delle due orbite: e allora si ha

C=r'sen (w'-j-W') sen^'

e per le precedenti:

i;'=/sen(/" + n')seni ^39)
ed è ricondotta agli 'elementi ellittici.

9. Si tratta ora di svolgere in serie le funzioni fi, r — , '^ onde rendere possibile
l'integrazione delle equazioni del moto. S'intende che in queste funzioni per r, v ecc. si deb
bono porre i loro valori ellittici per limitarsi alle quantità di 1° ordine. Ora, come si vede dal
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7, le precedenti sono funzioni di e, e' essendo e' l'anomalia eccentrica del perturbatore, la
quale, come si è già avvertito, si è introdotta cogli stessi cambiamenti delle (4) § 2, già ado
perati per le (1) di detto paragrafo. E avendo quindi, per queste ragioni:

e' — =nt-\-c =g' (30)

potremo considerare n e le sue derivate come funzioni di e, g', cioè di due variabili distinte.
Potremo allora ottenere gli sviluppi in parola, col metodo dato nel § 1, giacché tutte le

quantità che entrano nelle formule del n° 7 o son costanti date dall'osservazione come Uo,
ecc., n, ip, ecc., o sono funzioni note di e, g\ come r, v, r', ecc. Avremo quindi;

}  ,3,)

ed in queste il simbolo 2 ® relativo a tutte le disposizioni dei valori interi di j, j' da — oo
a  oo.

Trattandosi poi qui di funzioni reali, le A', JB', C debbono avere la forma seguente:

A'jj, = a-{-ib, A'jj, = a — ih
•>

e così delle altre: cioè debbono essere conjugate.
Lo sviluppo si fa secondo gli argomenti e, g' perchè la pratica ha mostrato che in tal modo

si raggiunge una convergenza relativamente grande anche con eccentricità considerevoli: il che
non avviene in altre maniere conosciute di svolgimento.

10. E però necessario ridurre g' a funzione di e che è la variabile indipendente. Ricor
dando che si ha:

g' = n't-{-c nt-\-c = ̂ — eseuE ' (32)

se si elimina t fra queste e si pone
n

n  ̂
si ha

epperò:

Ora, ponendo:

avremo :

g' = c' —jj!,c-|-p. E — g.e sen e

i s —/ 9' = U —f 9-ì £ —i' (c' — c p.) + j'p- e sen E.

V—y '
sen E = ̂ ^—

2i

e se si scrive, per semplicità:

i—Ì>- = «, c' — cy. = Y (33)
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si ottiene

e» Ji-f9) _ y'->- f.3^[y-y-^) g—'V (34)

La funzione della variabile complessa y può svolgersi in serie ordinata per le po
tenze di t/ e i coefficienti ponno agevolmente calcolarsi col metodo generale del § 1. Si avrà
allora:

(35)
—cxh

Però questa funzione può svolgersi anche direttamente in serie, giacché:

Ora:

^ 1 ~ 1 -2 ^ 1-2.3 ~

,-/P.-==l_LÌC:+mr_OV! + ecc. ■ ■
1  ̂ 1-2 1-2-3 ̂

Moltiplicando queste due serie colla regola generale, è agevole convincersi che per trovare il
coefficiente di y'' basta moltiplicare il 1° termine della 2" pel (fc-j-l)" della 1"; il 2° della 2* pel

(^:-l-2)° della P e così via: si otterrà:

f .n rt _ JT_ , _^:z__„ecc1 .(36)
'' l-2---/c'' 1-A+l ̂ 1-2-/^+1-/^+2 ^ '

Da questo procedimento risulta che

\  (37)

Sicché il calcolo delle J è quattro volte più semplice di quel che sembri a prima vista. In
pratica é forse più convenevole il metodo del § 1.

11. Ottenute le J si sostituisca la (35) nella (34); otterrassi;

-j- CO

— aok ^

Indicando con «t uno qualunque dei primi membri delle (31) e con F i rispettivi coefficienti A
B' 0 C, in modo da avere

(p=y 7? .,e»(ys—//)
(39)

come rappresentante una qualunque delle (31), si avrà, per lo (38), (33):



'S

METODO DI DANSEN PER CALCOLARE LE PERTURBAZIONI, ECC. 51

Ma assoggettando gl'indici j, k a soddisfare la condizione

— ̂ (41)

essendo l un intero costante, avremo che tutti i termini coli'argomento

(l—j —

avranno per coefficiente la somma:

^  (42)
ove indica che si debbono prendere jjJc in tutti i modi per cui è verificata la (41), tenendo
costante f. La (40) allora diviene :

^ = (43)

in cui ì,j' prendono tutti i valori interi positivi e negativi. Conformemente a questo tipo,
avremo:

y  (j-f

^  } (44)

I  V n —

ove, per simmeti-ia, si è posto j al posto di Z, e i coefficienti A, B, C si deducono dal tipo (42).
Si osservi che le A, B, C con certi indici e quelle cogli indici di segno contrario debbono

essere conjugate poiché le funzioni svolte sono reali. Fa eccezione ̂ o,o che è reale.

12. Occorre finalmente -j-, la quale com'è noto indica la derivata di n rispetto ad e in
et £

quanto s entra negli elementi del perturbato. Tale derivata non potrà direttamente dedursi

dalla 1" delle (44), giacché in essa sono espresse per s anche le coordinate del perturbatore e
nessuna distinzione é discernibile. Converrà quindi dedurre questa derivata dalle (31) nelle
quali la distinzione é mantenuta; e dopo ridurre il risultato alla forma (43). Occorrendo poi
anche in seguito altre derivate di ugual significato delle due ultime (31), così opereremo in
generale sulla (39) che le rappresenta tutte, proponendoci di derivar la <I> rispetto ad s nel

senso suddetto, e di esprimere i coefficienti della derivata per le 4^ della (42). Avremo quindi

(«)

La (38) é dedotta per una coppia di valori fissi dìjj'; prendendo le somme dei due membri
rispetto ad j, tenendo f fermo, avremo :

ed operando come sopra:

^Fjj, (46)
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essenda 'P data dalla (42). Derivando rispetto ad s si ha:

Dalle (32) (33) si deduce

=  —ecoss) = p.—p(e*® +
(t £

Sostituendo nella precedente, con riguardo alla (46), si trova

+ Pi' [e'' + V =

Ma essendo:

(e'-» e-'^ 1 ^ ^

Sostituendo ed ordinando rispetto all'argomento {I ip-)^® ^TÌ ? avremo.

[« ̂ 1^/,/- Pi' - h-/)] ~

Prendendo le somme rispetto ad f e sostituendo nella ^45) si trova:

che dà l'espressione di —— quando •!> è sotto la forma (43).

7)0. . . , . . .
Applicando questa formula alla e mutando per simmetria t in ̂  si avra:

e per semplicità, ponendo:

si avrà :

d £ À*
(49)

Ricordando ora che le A sono conjugate, la (48) fa vedere che debbono essere conjugate anche

le E. Sarà poi

-Èo,o=0 (50)

giacché nella (49) non possono essere termini costanti.
13. Bisogna ora svolgere in serie le (4), (17) col mezzo degli sviluppi sinora elaborati. Se,

in generale, si ha una funzione Q della forma:

Q=[a + j(e«»=±e-»'^) + c(e^"±e-'^'=)ecc.]<I> (51)
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essendo <I> una serie della forma (43) ed a, b, c, ecc., coefficienti costanti, è facile vedere, ese
guendo le moltiplicazioni ed ordinando il risultato per l'argomento solito (j— —iyj'
che avremo:

« = [« + S Ci- ± "j+.A + « Ci-w ± l'i+f.f) ecc.] e' • ■ -
avendosi posto, per brevità:

i>- (52)
Quindi nello sviluppo di Q (51), il coefficiente di si avrà subito sostituendo nel coef

ficiente di <I> della (51) ad e""*' la essendo x una qualunque delle a, |3, — a,—(3 ecc.,
e "F i coefficienti della serie che dà <I>. Applicando questa regola allo sviluppo delle (4), (17)
tenendo presenti i coefficienti M, N, avremo immediatamente:

d(^

Ove

dz ~ ®

2,,. e» e'—'"-
d<\i
dz

d z ~ ®

y. g .
dz

— = y.,T.d^ -Zjf

dr ^
dz ~

'■% f

oani-C:

i" ,

Qm'— (2 e^) (Ej _, — Ej^ ij! ) j

Sjj, = — (Q/-I,.?' Q> + I,.>v) "^(Q/-2,j/ ^^j;+2,jv) j cos i
Tjj! = '2 " Gj+-iji)—^ C,>7jcosi

(53)

(54)

ì  i^q 0

(55)

Al 4i

L-.À^

(56):
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Tutti questi coefficienti son tali che quelli i cui indici sono di segni contrari son conjugati fra
-D

Fra le 2?o,o,Po,o esiste una relazione che si ricava dalle precedenti: siccome le E, le B son
coniugate, si potrà porre:

E_j..j,==E^,-ìE^Ì

e formule analoghe per le J? : se ricordiamo che J&o,o = 0 j tal relazione sarà.

E,,, = l a e P„,„ = [4 - e - 2 + e B^ ].
2  ̂cos^X'

(57)

Quanto allo sviluppo della (12) che dà si deduce subito da quello di ̂  moltiplicandone
i coefficienti per ̂

14. L'integrazione delle precedenti è ora immediata; le (53) danno:

4- 2»'- e"—'"" + ci + e„c
(58)

?=1 ym 1Ee'" ̂ +r(+Bo,o £
z  co •'

T = ̂- 2'°' -Il (ù o

essendo e,, Ca, yl, yj le costanti arbitrarie esatte sino al 1° ordine inclusive, e che abbiamo
così chiamate in conformità al n.° 19, § 2.° Il simbolo 21™ significa che bisogna escludere dai
valori di y, j' la coppia j =j' = 0.

Sostituendo le precedenti nella w data dalla (13), si avrà, pel principio precedente (u.° 13):

tVo = (y'^ — 0 e Ca) + (Po,0—« e Po,o) £+a Pofi E cos s + a cos X Qo.o £ sen e

-l-cUcos£ + C3acosXsens + 21 e*" ̂
(59)

ove

TT r ̂  /T> T) \ ® Pj+hj' ') UCOsX/ Qj-i.jr Qj+I.jr M2i\y—1—i>.'^i+1—y>j 2 (y—1—y> y+i—ywJ
Di qui si ha il valore di Po,o facendo j =j'=0 e tenendo come nulle le Po,o, Po,o che vi si
presentano, giacché queste quantità non si trovano nei simboli che sono entrati nella com
posizione della (59). Badando poi che le P, come conjugate, debbono essere di forma:

p  pw I ,-pw TX") ,• p(»)

la (60) darà:

Uo,o = a Pifo -f a cosX Q[']

(61)

(62)
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tre TJ dovranno avere una forma analoga alle (61) dovendo essere coniugate.
Ora, la 1'' (14) può scriversi

dn
n — — tVo—etVo cose .
as

(63)

Sostituendo qui la (59) e togliendo dal segno ̂  il termine costante Cr„„, si ha, tenendo ben
presente la (57):

^^ 3
= (y'i eCa-f- Ri,o) — [6Ì?o,o — «(1 +e°) Po,o] SCOSE -f-

dz ''* 2

+ o cos X (^0,0 S sen E — [e y( — a (1 + e^) Ca + e Uo, J cos e +

+ CsacosXsenE—;^aePo,oEcos2E — ̂aecosX§o,oEsen2E
2à Z

— ̂ Ca tt e cos 2 E—i Ca « e cos X sen 2 E -|- 5).F. e'"®-»"//
2  2

(64)

ove

e siccome dalla somma ̂  della (59) si è estratto il termine Z7o,o, la precedente darà:

Fo,o = —

giacché si è già avvertito che le TJ hanno forma analoga alla (61).
Passando poi alla 2° (14) e facendo le stesse sostituzioni, avremo:

(65)

(66)

= " CasenE — ̂CaCosXcosE +|-Po,oEsen£ — |-^o,oCosXecos£ +2^/ (67)

ove

TJ/. ® fcosX T Qj-i,j' , Qj+iìj' \ \( Pj+tij'
4:[ i li—1— i+1— li—1— i+i—/pJJ

essendo inoltre, come si deduce da questa:

1^0,0 = |-[Pro-cos xgs%].

(68)

(69)

15. Per passare alla integrazione della (64), si osservi che colla integrazione per parti,
abbiamo :

J'ecosecZe =EsenE4-co3E

J'EsenE(7E =—ECosE-j-senE

J'e cos 2 E fZ E=^ sen 2 E + j cos 2 e
JEsen2EcfE=:—^ cos 2 E + isen2E.

2  4
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Integrando la (64) badando che nella 2 ® termine costante che deve trattarsi separa a
mente, si avrà subito:

3

— [Cg d COS -|- 6 J!?o,o — 0/{\ —1~ C^) JPq, o] ^ ^ ^ ̂0,0^ COS £
+ [a cos X (3o, 0— e yl + a ( 1 + e') c5 — e Z7o. 0] sen e — [e JRo,0—a ( 1 + «') A 0] £ se n e

+ i(c(aecos>^—^aePo,o)cos2£+ —aecos>.§o,oscos2 e
4  2 4

1 1 1
— — (^€2 C(fC — a6 COS^ ̂0,0) S6II2 £ " CI G -PqjO £SG11 2 £
4 2 4

1 V(0)_i- e'"'

Nella somma ̂  "fi sono naturalmente due termini cogli argomenti e", e^'" e i loro reciproci-
questi termini si toglieranno dalla detta somma per riunirli ai simili che si trovano innanzi:
indicheremo la somma rimanente con e porremo:

tOÌ "

Con ciò la precedente facilmente diviene :

3
?» = ci-f-(y! — a e C2 + t^o. 0 + Fo ,0) E —

[claCOS>.4-C-Ro,o — ®(1 +OjPo,o + 2 ̂fo] COSE

+ [acos)^^o,o—ey( -l-a(l +e')cl — eZ7o,o + 2 ̂1%]senE

— a COS §0,0 s COS E — [ePo, 0 —^ « (1 + e'"^) Po, o] s sen e

+ j [d a e cos)i—ì a ePo, 0 + 2 cos 2 e -j- j a e cos (go, o £ cos 2 e
4  ̂ 4

1 1 1
— — [ciac+ —accosti (3o,o +2 sen 2 E — — aePo,o£sen 2£
4  ̂ 4

che dà il valore di nz in 1" approssimazione.
16. Integrando ora la (67) e le (54) si avrà, analogamente:

V = d -|- Wo, 0 E — 1- [ci + COS §0, o] COS E — ̂ [ci COS X — P», o] sen e
2

■ I Po, 0 E COS E - J Qo,o COS^ E son E + TF,-.
2i A ^ co *'•'

e pure

A =yl + P„,o E + XTjj,

r = y6

(70)

(71)

(72)

(73)
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essendo c', y's, yl, yj le costanti arbitrarie di 1° ordine.

^  Nella (72) si tolgano dalla ̂  i termini con e*®, per riunirli ai simili che son fuori di
^ ; si ponga inoltre :

^jr
tti) Jj (74)

e allora avremo:

"' = <'i + ̂o,oS —j^^c5 + |-cosX^o,o—2 l3S%Jcose — |-P(

—[f ̂̂ cosX — |--Po,o—2fil%jsens —|-cosX(>0,0ssene
+  e'"'-'"'

ove indica che si debbono dare ad jj' tutti i valori, tranne le coppie

Ì=/ = 0; i=±l, i' = 0.

scoss

(75)

Così ponendo:

le (73) divengono:

Jl ri ^ ÌT-

,tùì5-'tyj2 = yJ4-£/S„.„ + ;2'°'(£ ,e^

A = yi + Er„,„ + JJ..,

1 !-• . f - t

(76)

r = y^ /

le quali tutte sono i valori di 1° ordine delle variabili del moto.
17. Nella determinazione delle costanti arbitrarie cominceremo da quelle relative al moto

nélVorbita istantanea e che, come si sa, sono le y,, yj, c,, Co, Cg, Ci di cui però s'è visto che
quattro sole sono arbitrarie. Le relazioni /ra queste costanti sono le (69), (70) § 2 di cui la
prima è una vera relazione, e la (70) è una identità da cui ora dedurremo la seconda relazione
limitata ai termini di 1° ordine.

A ciò fare, si osservi che e, è una quantità dell'ordine di fi, giacché si vide che per fì = 0,
r=r Q quindi v = 0 per le (49) § 2; ricordando poi che <p, i) sono di 1' ordine, per tenere
solo termini di tale ordine nella )70) § 2, terremo r = r, v -\-'ns = f\ quindi essa diveri'à:

^ + ?>'cos/"+4'»'sen/'= (1 — v) (1 —v v'^ ecc.)
tv

Dalla (68) § 2, abbiamo:

(77)

(78)

/ioSef2=0, h=ha quindi in tal caso-j^ deve ridursi ad 1; essendo ora Fa dell'ordine di fi, bisogna
II

che la costante sia di forma 1+^2 essendo 52 'ma costante dell'ordine di fi: e avremo

allora :

|2 = i+2, + /i,Fa. (79)
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Tenendo ora presenti le (72) § 2, e badando che le (71) § 2 ridotte alle quantità di. 1° ordine
si riducono a:

rcosf=a(cos£—e) r sen/■= a cos X san s

se si sostituiscono tutte queste nella (77) essa diviene:

Ti +Fi-{-«(fa + F4)(cose — e)-j-a(c3-j- F)cosXsen£ = (1 — 2v-j-2v' .•■)(! + 22 +^oFa). (80)
Se ora poniamo:

Fi cos £ -j- Fs cos X sen £ = Wa -f- term. var. ■ ; r'-. :

avremo dalla (80), limitandoci ai termini di 1° ordine: ■

y'i — aec(-f-aa)3 = AoY2 — 2ci .
giacché Qi, V sono di 1° ordine, e si è visto dover essere: . i ■

^oT2 = 1 +22.

Dalla (81) si deduce:

(81)

(82)

Ci' — —yi + oecj —awg]

 .

(83)

che dà c'i in funzione delle altre.
18. Ci resta ora da stabilire la relazione fra yi e ys col bandire dalla (69) § 2 tutte le

quantità di ordine superiore al primo.
Si è visto nel numero precedente che la /joya deve aver la forma (82): ora dal n° 5 di questo

paragrafo si vide che per n = 0, si deve avere ? = 1. La (68) § 2 che dà contiene Fi che
è dell ordine di il ; dunque per la condizione precedente, bisogna che sia

yi = l+2i (84)
essendo 2i una quantità dell'ordine di 11. Ciò posto, se badiamo che le costanti co,, co, che en
trano nella (69) § 2, sono almeno di 2° ordine; se introduciamo in essa (69) le (82), (84) e se
rigettiamo i termini di ordine superiore, otterremo semplicemente:

2i " 3 gj
e per le (82), (84), riducendole ai termini di 1° ordine:

y'i = 4: — 3 Ao y2
che è l'altra relazione fra le costanti y,, y^ mentre la prima è la (83).

19. Passiamo ora alla delerminarione delle costanti arbitrarie. Si'ricordi che , è dell'or-
dine di .Q; sicché per i = 0 essendo 0 = 0, sarà nure v —n T,rraUv_o. Inoltre essendo v = 0 le r4q^ s 9danno r j-q, v — s — Sj e allora il paragone delle (49) colla (1^\ di do+t t . n-
che per ( = 0 è r = 0. Quindi, all'epoca ' ' ' '"<"=8

(86)

v=0. .^ = 0, (86)Ora, per ^_0, l'anomalia £„ prende un certo valore che diremo td i
(75) § 2 che diviene: ^ ® dato dalla

Co = (£)o—e„sen (£)o
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ossia

c = (e)o—esen(£),

giacché sì è convenuto di lasciare gì' indici 0.
Siccome poi le cp, sono di 1° ordine e ̂  diviene 1 quando n=0, noi avremo all'epoca,

(87)

àz
dt
= 0, (88)

come dalle (14), giacché .
dt an

La (86), (88) che hanno luogo all'epoca ci permetteranno, insieme alle condizionali (83), (85)
di determinare i valori delle sei costanti yl, 72, c[, d, d, ci che abbiamo introdotte.

20. Introducendo (s)» in luogo di s nelle (67), (71), (75) esse soddisferanno alle (86) (88): se
quindi chiamiamo rispettivamente

{ns),'  (è).
dvciò che divengono le funzioni nz, v, — quando oltre a porre (s)» al posto di e, si lasciano da

parte le costanti arbitrarie, avremo:

0 = a e cij (£)o — da cosi cos (£)„ + ̂ cU e cos X cos 2 (e),

+ [« (1 + 6^2 — e yj] sen (£)o — ̂ cU e sen 2 (£)„ + (w z\

0 — c'i— — C2 cos (£)o—^c's COS X sen (£)„ + ("')o

0 = C2 sen (£)o — l" C3 COS X cos (e)o + .

(89)

Ora essendo

ndz dz dt dzan dz
dt dt dt dt r dt 1—e cose

/

è facile avere, badando alla 1" delle (15):
ì ̂

dz

dt
= tVo

e se facciamo e = (e)o tenendo conto delle (59), (88), avremo:

1 = (yi — a, e c'a) + C2 a cos (e)o 4" C3 a cos X sen (e)o -[- (tw)o (90)

ove (w)o indica ciò che diviene la (59) quando dopo avervi fatto £=(£), non si tiene conto delle
costanti arbitrarie.

Se infine si elimina yi fra le (83), (85) si ottiene

1 fé 4 13—gy'i + aecz —aoi3 (91)

e siccome yj non esiste nelle (89) (90), così dalle (89), (90) (91) potremo agevolmente ricavare
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i valori numerici delle costanti Ci, Cn, Cs, Ci, yi in 1" approssimazione. La costante Y2 re

variabile ausiliaria ~ si dedurrà dopo tale determinazione dalla (85).

' 21. Ci resta infine da determinare le costanti arbitrarie ya, T* e y^ delle variabili , »
Siccome all'epoca si ha cr^c?,,, i = io 0 = 6o si vede dalle^(22) § 2, che allora

S = A = r=0.

Ciò posto, indicando con (H)„, (A„), (r)„ ciò che divengono le (73) facendovi s = (s)„ e non tenendo
conto delle costanti arbitrarie, le stesse (73) danno, badando alle precedenti.

0 = ya + (-)o

■  0 = yl + (A)o

o=y;.
«

Dalle quali

y3= — (H)o; y6 = o.

Dunque, le equazioni relative alla 1' approssimazione sono le (58), (71), (73), (75) nelle quali
le costanti arbitrarie sono determinate in questi due ultimi numeri. Si noti che in 1 approssi
mazione la variabile r è nulla.

Finalmente nello stesso modo tenuto per calcolare le perturbazioni che il pianeta «z, riceve
da m', potremo calcolare quelle che m' riceve da m, 0 da qualunque altro, giacché ne abbiamo
anche introdotte le variabili relative. Avremo cosi i valori delle quantità analoghe

y v' — s' A' r'
h'

-di cui faremo uso nella seconda approssimazione.

I  -

0 5. ;
§ 4.

CALCOLO DI SECONDA APPROSSIMAZIONE.

1. Occorre dapprima determinare le quantità cp, i|/, S, A, r esatte sino ai termini di
2° ordine inclusive per poter dare le espressioni di ns, v relative alla seconda approssimazione.
Ecco la ragione per cui noi cominciamo dal trattare le prime sei funzioni completamente.

Consideriamo una qualunque delle equazioni differenziali (78), (80) del § 2 ; ricordando che le
V) y'y che entrano in n sono funzioni di r, v, r', v', c, 6, i, 0', 6', avremo:

^ = F{r, V, r', v\ h, n, ecc.)
Si ha poi

ecc.
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essendo u, Vo i valori osculatori all'epoca; Sr, Sw le parti dell'ordine delle forze perturbatrici.
Avremo in un dato istante, pel teorema di Taylor;

-ecc. (1)7?/.. o, ./ ., dF(roVo...)^ .—- = i;o, r'o. ..)H j- òr +
Ci Tq

Il primo termine del 2° membro è quella parte di ̂  che abbiamo ritenuta in 1" approssimazione
de

e che, integrata, ci ha dato il valore di ip esatto sino al 1° ordine. Se in Sr, 8v, ecc., teniamo
solo le quantità di 1° ordine, siccome di tale ordine è pure F(ro, Vo, ecc.) i termini 2°, 3°, ecc.
del 2° membro della (1) saranno le quantità di 2° ordine della equazione differenziale relativa
a 9; integrando quindi quel complesso di termini avremo la parte di 9 che è di 2° ordine.

2. Indicando ora con A una qualunque delle derivate di 9, tj; rispetto ad e» la cui espres
sione è data dalle (78) § 2, e con S la parte di A che è di 2° ordine, avremo, per la (1) e per
ciò che si è detto:

,  d ri. ̂ . d ri ̂  ,
o A= -r-— ò -1—^0r 4

dv dr

.  d A \ , I d ri IX
+ —òri-}- —òc-

dr da

d0'

dri X , d ri ^
-jy-Ò/i-f- -y-7Òri
dh dv

dri X Q I dri ̂ .
nr e " -yr 01do d%

(2)

dri

■ di'
òi'.

Ora, in tv, Sr, ecc. dovendosi tenere i termini di 1° ordine, esse funzioni son già note pel cal
colo del § precedente. Eestàno a determinarsi i coefficienti della (2) osservando che dopo le de
rivazioni delle espressioni rigorose (78) § 2 si debbono, nelle derivate, porre i valori ellittici de

gli elementi. Occorrerà infine esprimere le tv, tv, ecc. per le funzioni t,0, tv, ecc., già deter
minate, il che per alcune è immediato, e per altre facilissimo.

3. La forma di una qualunque delle (78) § 2° è la seguente:

Oo«oL dv \ drJJ aoWo
(3)

ove Q può essere zero ed è funzione di r, v, mentre P è funzione di r, v, h. Ora, dalla (55) § 2,
si ha:

Sv = yy t s.

Ma siccome di Sv dobbiamo solo considerare la parte di 1° ordine, perchè è di tale ordine
anche ri, cosi bisognerà porre r = r^, quindi:

'/lori
(4)

Inoltre dall'ultima (49) § 2, abbiamo:

e dalla (58) § 2:

S r = Sf(l-[-v) -(- »■ Sv

tr = /io Co sen (v t3)o S :

ad i-'i
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quindi 'iSj.

Sr= (1 +'^)['»oeosen(v-|-CT)o]^^ + j'^v.

Noi però vogliamo in Sr conservare i soli termini di 1° ordine; allora siccome si vide che v
è di tale ordine, così Sv si sostituirà con v e sopprimeremo il fattore (1 -f-v). Eesterà allora

ò^r = 7j„eoSen(Do + CTo)5^-|-yoV. (5)
Ciò posto, badando che per la (3) abbiamo:

dA n d A' dA n du

dv aoìto dv ' dr Ut,Ila dr
(6)

(giacché ^0 non contiene v, essendo funzione della sola variabile indipendente So) avremo subito,
per le (4), (5):

d

4 jv , d\A ̂  n VdA' y , dA' , , , "|
hoìi ' dr

4. Intanto, dalle (45), (77) § 2, si deduce:

.  , ri dA'
^  Uo ilo dr (7)

dVa

Krl «o^o '
7  f \ \ ra dra^ofioSen {Va + Wo) —^

' a^Yla dta

giacché le (45) hanno luogo anche se invece di r, v, si tratta di ro, v^. Introducendo in (7)
le precedenti e tenendo presente la 2^ delle (6), abbiamo:

^A
d

dA^ IdAdvo , dA dro\v. , dA
— + —— òr= "3 ^-3 _ ò^-Uy __v
V  dr \dvo dzo dr^ dz^ì dr

dA'ove si é posto -^j^, giacché si è detto che nei coefficienti della (2) si deve porre il valore

ellittico degli elementi.

Ora, il coefficiente di ^0 nella precèdente é la derivata di A' rispetto ad e, in quanto questa
entra in /oj ̂ *0) cioè nel pianeta pertui'bato, nel senso che a questo modo di dire abbiamo dato
al n." 2, del § 3, giacché la h che entra in A' dovendosi prendere col suo valore ellittico,
diviene ha che è costante. Tale derivata sarà dunque indicata con come si fece altrove- e

dZn ^
allora avremo;

8-^ '^ 1 dA—— dì) -]—■— ò)• = —— dsA-ra V.
dv dr dza drdr

dA'Bisogna però dedurre da A, giacché é .4 che é stata realmente calcolata in 1'
simazione. Per la (3), si ha:

(8)

appros-

da cui:

Ma dalla 2° (76) § 2:

n d-A' A! drp
dZa «oMo dZo Ooììod Za

dA'_aonodA A'dr^
dza ro dz ro dZa

dr„
dZr

= «0 Co sen So
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quindi :

Sq ^0 |_ ^ ̂0
sens„1

J

63

,  (9)

essendosi tenuto conto della (3).

ut; «dedurrà da A colla solita regola data al n° 12 del § 3; la .4 poi è già nota in
. 1" approssimazione. , UL'ì /.iJ

5. Nella (9) entrano le due quantità

an a e sen e

l" ' ^ . .-.A

trascurando gli indici da ora innanzi. Tali quantità debbono essere ridotte a funzioni intere
di e; ma perciò debbono svolgersi in serie. Si ha:

r=a{\ — ecoss)

e poniamo:
(10)

e = senX, ^ = t = e
is , .

essendo la e di quest'ultima la base neperiana. La (10) può scriversi:

da cui:

-^ = cos'l),(l_P2/)

^ = cos-^ ̂  X (1 - p 2/)- (1- p

Ora, colla serie del binomio:

(1-P2/)-^ = 1+P2/ + PV + P'2/'... ■

(1 - Pir')-' = !+i3r'+PV+P'r'-.-

Moltiplicando queste due serie, avremo:

(11)

iTl'l •! '■•iVìfiÙa
■  : ■i'frofÓD-jT'q' hi

'  T,

■ n .i . .

■ 'VA.
, —pif.qi ò, jr-i! nvo

i"

t' lil'A'Vj li .ClO

.|q li-jl j-X-ì ,.-1 ,a t
'  ' ieb ,2 '.a fa

A orreiTÌ^

Clf 1 [( 1 + + P** • •) + 2 (P -}- p'...) cos E 4" 2 (P^ -f- P*...) cos2 E 4" 2 (P' 4" P^..) cos 3 e 4-...].r  cos^X

Ora X non essendo mai 90°, avremo ix<;45° opperò P<!1; dunque sostituendole somme alle
serie in parentesi, avremo:

Ma

dunque

1
[1+2Pcose4-2P'cos2e4-...].r  (1 — p4cos4X

(1 — P^) cos'ai X = cos X

— =—^[1 4~2Pcose4-2P'''cos2e4-...]
r  cosX ' •*

;ÌL'o jf.b .

. . :i A-

(12)
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Rispetto all'altra serie se ne otterrà lo sviluppo moltiplicando la (12) per esens ed
ordinando per s. Fatta tal moltiplicazione, si considerano i termini n" ed (w4-2)° del risultato.

2 S" 2
e — cosMEsens 4- e cos(w -|- 2)Eseri e:
cosA cosi

da questi e da questi soli potremo dedurre il coefficiente di sen(n + l)e. Sostituendo infatti ai
prodotti le somme di funzioni circolari, si avrà che il coefficiente suddetto sarà.

eP" ep"+'_ ep" ,1+1

cosi cosi cosi

in forza delle (11). Quindi la serie cercata è:

^^^ = 2psenE + 2p'sen2E + 2P'sen3E + ... (^3)
r

Questi sviluppi (12) e (13) permettono di svolgere la (9).
6. Nella (8) la quantità Iz comprende i soli termini di z che sono di 1° ordine: determi

niamo dunque Ricordando la (84) § 3, si ha Yi = l-t~2i nientre c^, Ca sono di 1 ordine.
Indicando con G la parte di d che è di grado zero rispetto ad n, avremo, dalla (71) § 3:

n'g = C —e sen e) + u S .

Dalla (89) § 3, poi, si ricava, badando alla (75) § 2, per t = 0, ed alla (84) § 3:
C= — c,.

Si ha dunque

n^s = nz — (e—eseuE—Co). (1^)
Abbiamo poi:

dr aan\_dr dv dr \ dr]\ ' Uo \ " dr'j ° dv dr\
Dunque la (8) definitivamente si cangia in

^^^^^^r=Hndz + K^ (15)
dv dr

(16)

ove, sottintendendo gli indici zero:

E= «[8-^ ^^ctcsenEl?■ L d E J
K=B + G

essendo :

^  r VdF do. dQ (_dn\"1
anj^dr dv dr\ dr/J

n  ̂ Ftj 2 \ r\l I 2C — — I P r —-—[- G I '■ ~7,—r ——— 11 .an[_ drdv \ d\r dr yj

Se applichiamo a P la (3) § 3, diverrà:

un
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ove

fK •iji-i. i . .

A =
a'wcosX d

il; (»>
dr an\dr dr a cosi) ■ il

Quanto a C applicando la (3) § 3 ad anziché a fi, abbiamo:

d  c?fi\ 8 L. d- f dCi\ersér\f
dv\ dr) (^£ \ f^/-/ctcosX dr\ dr j acos'l ìos'r j; ^ --iff

ed effettuando :

d'O. 0 f r ( ̂d^€i did.\erscxif
r ■ ^
drdv dz\

L — dnyrscof jdrjacosl \ dr'' dr ) a cos'I " ,.

La G diviene per tale sostituzione:

P_ p d f dn\ r/ ^erseof\f ,d'Sì , dn\
a'ncosl c^e \ dr) a?i\ acos'X/l^ dr'' drj' ■

Ma se si introduce la (3) § 3 nella (3), e si ricorda che con 31, N indicammo noi nelle (4) § S

i coefficienti di J^ispettivamente, la precedente diviene:

„  I d^\ f ̂ d'Q , (^flY

ove 31, N sono i simboli generali delle ilfi, N,; 31^, ecc.
7. Siccome pel pianeta perturbatore si hanno le stesse equazioni che pel perturbato, è

facile assicurarsi che adoperando il metodo precedente si troverebbe:

d .3. . d 3 ̂ f ciq 72 q d3. ̂  , / d 3. .

dv' dr n ds dr ' . ■ -i f, A . ;

•cMa siccome per la (30) § 3, si ha:

d^Q do

dg' n ■

avremo pure

a'o dA d3
r'<, dto dg'

quindi, omettendo gli indici:

d 3 ̂ , , d A ̂ f d A /js / i ! d A , /o i \
-^ov -\--rr-ror =-^n òz +7-.-^v . (21)
dv dr dg dr

Il coefl&ciente di n' Sz' si ottiene dalla differenziazione diretta di A rispetto a c', giacché es

sendo

'  ' j t 'g =n t -f- c

si ha:

dA^^
dg' de , '

ed il c' si trova direttamente nelle espressioni delle serie, contenuto nella quantità indicata con y.
9
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L'altro coefficieate della (21) si ottiene coll'osservare che r' non entra che nelle derivate di
n nella (3). Queste derivate sono funzioni omogenee di grado (— 1) rispetto aà r, r, come si può
vedere dalle loro espressioni. Allora, se indichiamo con la derivata rispetto ad r in quanto
esso entra nelle derivate suddette di fi, pel teorema delle funzioni omogenee avremo facilmente.

,dA 0A. ^
r  + = —A.
ar dr

Ma come risulta dalla (3):

dr cinL ( dr dr'j drdv\
essendo G la funzione poc'anzi introdotta: quindi se poniamo

r'^ = K',
dr

C

j 7-7 JV ^ '

SI avra

e se si pone ancora, per analogia:

jr = —(A + 0)

dA dA
~"dc'~dj

-Cf OJCiC 11  * —Fvt".

(22)

OZ vii

(23)

la (21) diviene:

+ ̂̂ r' = E' ni z' ̂  K' v'
dv dr

(24)

Bisognaove n'ig', v' sono stati già calcolati in 1" approssimazione, ma sono èspressi per s'
esprimerli per s. ♦

8. A far ciò, esprimeremo prima e' per g', indi g' per e. Siccome si tratta dei coseni e
seni di e' da esprimere per seni e coseni di g', se si pone

sarà questione solo di esprimere y{ per i3i. Ponendo quindi la forma generale (5) § 1
(25)

ove (6)

Ora, per la (25):

quindi

— 00

2?,. = —J /t .G dg'.

(26)

(27)

,  , 1 dz^
^  i 01

^iAe-"'''dg' = ̂y^,zr-'d0,.
Effettuando per parti l'integrazione del 2° membro, si ha:

(28)

(29)
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Sostituendo nella (28) la (29) e limitando fra — tv e +'''> tenendo presenti le (2) § 1, abbiamo
subito :

V  d9' = \^- dy,. , (30)
e—*7r

Ora dall'equazione:

si ricava, per le (25):

epperò, ponendo:

/  t /

g  z=t —e sene

p'=-r'

' 1 A A 1 - *k '

:^rj dlAb

• ~ -A - '1

A- 'joq i.[ ?i oinss??
nCT: • ó

avremo:

.  N. •'

9. Ora, con metodo analogo a quello della (35) § 3 : ? "

OO ' ;•

ove le J'"' sono date dalla (36) § 3, quando si ponga n per / e p' per (3. Si può calcolare le J
anche col metodo del § 1.

Si ha dunque

eT"=yr'^i.J\:'yì ■ -..-•rqi:;

e per conseguenza:

Ma essendo:

/•gÌT: r-e^Tt

)  ̂ryÌ-'dy, = %Jl:''^

JgiTT
yfdy, = 0, \ yT'dy, = 2i'!!

e-»7r e-»it

si vede che

e quindi per le (27) (30):

fe'TI  zT'yi'^ dyi = 2 i TT ■
e-»7r

che dà i coefficienti della (26). Cosi le S/, v' sono espresse per g', e potremo scrivere:

Rimane ora ad esprimere g' per e.
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10. Tenendo le formule del n° 10 § 3 per la espressione di ff', si potrà scrivere.
= giniis g—/«/iesene g'"'/

Ma se poniamo

a.' = n[i.

e teniamo ferme le (33) di detto paragrafo, avremo anche

:9i'

-/■r.r .-O

: r-i U jio

Ma, conforme alla (35) § 3:

— yv-' g—«piv-y-') g«" t

e queste J non sono che le (36) (37) § 3, epperò sono già note.
Si ha allora

e in fine sostituendo ad y la esponenziale equivalente:

:t i'.

:t il crr.

(31)

che danno v' per s.
Vedremo che questo lavorio enorme in pratica si riduce a molto piccola cosa, non conside

randosi che le perturbazioni reciproche dei grandi pianeti.
11. Eiprendendo a svolgere i coefficienti della (2), e badando alla (3), si ha, lasciando gli

indici :

d A r dP d^ì
dli an dh dv

giacché h non si trova in n. Quindi:

Ma rispetto al 1° ordine si ha

dA ^ r dP do k
- _ Ò /l —= /Iq • 0 -r- ,

cifh an dh dv

■s h ^ ^0

giacché le (26) (27) § 2 danno:

do

dv
dt

essendosi posto hi, giacché Q é già di 1° ordine. Dalle precedenti si ricava
h  Jiq
To^ T'

donde la verità della (33). La (32) allora diviene

dh h

(32)

(33)

(34)
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ove

a--
rh di' do,

an dh dv

e per la (3) § 3 :

ove si ha:

0n
(35)

1) = —

V

dP

a cos'I dh

)•" e sen f dP
(36)

acos^X dh

nella deduzione delle quali si è tenuto calcolo delle (51) § 2.
12. Per calcolare i coefficienti della (2) relativi a (j, 0, i, si osservi che queste quantità

non si trovano che in O e nelle sue derivate. Potremo allora in base alla (3) scrivere:

d ̂  ̂ 1 cZ .4. tx « . d .4. X .
dn do di

Y

= —P
an [dv do dvdZ

d^O. .. )

dv di )

t  I d fi
H  *2 J 3—3~ ~h TTT ®an [drdo drdo

d'O. x.)

drdi M"tv • an ~ [arcto ' arcio ' dr

Ma dall'ultima delle (19) § 2, essendo o-, 6 funzioni dirette di si deduce:

1
S

,loq

o
così

(37)

quindi la precedente può scriversi:

d .4- X , d .4 X X , d -À. X .
do do ■ - dt

an { dv\do cosi do \ dv dv ■ ) 1- ,

d ffZn 1 d!Q"|x^ (^cZnx.
an \drydo cosi dz\ dr di ^

(38),

Ora per la (2) § 2:

cifi

1

Q  fi 1 \f ,dx , dy , dz\ l ( dx , dy , ds\
7 = f- ~ +"'F + "■-37) -

Ma

dx , dy , de 1 dr
X -Z £r-—= _—_ = 0

do do do 2 do

giacché r è solo funzione di X, T. Se quindi si pone

(39)



70 A. VENTURI '■ .T'

avremo :

diì

d<s

(Kr.

dx . dy , dz\
= '"V'T^+i'-ù+''ìp;)

dQ „/ dx , dy , ds\

do, dx

« = T'^
,  dy , dz\+y'Ji+"iiy

13. Ora dalle (7) § 2 è facile dedurre

dot.'
— = -P,drs

d^
da^

d'i

d^'
do

da!
U

d^'
c?0

d a!
— = —ysencr,
d% di

dx ,

Q,

SF"=-I' •
da

di

=-r,

= P,

7  "

Q"

o

dx"
d^

cZP"

dP-^ = YC0S<7,
dt '

dp'

dO

da"
'  di

dP"

= 0

= 0

"Y sene

Dalle (19) § 3 poi, facendo .2'=0 si ricava

YÉl
do

do

do '

Introducendo in queste le (41) badando alla (22) § 2, si avrà:

—= r sen (w — ff) cos 9 + »" cos {v — o) sen 9 cos i
d o

V  ̂-=rzQn{v — <j)sen9—ycos(t;—ff)cos9cosi
ì: do

dx
do

=x
d̂o

dy
do do

ds

 Si"1

II

do

■  - — j-cos [v — ir) senids
do

dx^ == — j'cos (v—c) sen 0 — r sen {v — c) cos 9 cos i

^ = r cos (t) — (j) cos 9 — r sen {v—a) sen 9 cos »
ds

d9
•=0.

(40)

■3i isq

(41)

-tu , '

(42)
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dx
_=yysen (v —0-)

dy , , ._ = y rseniv — c)

dn „ , .■^ = Y >-sen(v-c).
14. Dalle (40) si ha :

^  1 dVi
d <3 cosi ci9

quindi per le (42):

= U^x, dx 1 dx
da cosi dO

■-iO. yc

(42)

cin 1 dCi
da ~ cosi ci9 ■ TJ"^' igircQs{v—a)

essendo "Q la coordinata introdotta nel n° 7 § 3.
Dalla 3" poi delle (40), per le (42), si ha ancora :

cin

di
- = U'C.'rscTi{v — <j).

Queste formule si trasformano osservando che per le (26) § 3, è

. : 'jfìliÌY:'"; (cCÌ fìj

;  'f>
•  j-'. ••

T  '

e perciò:

.-.f

,  .in' !
r-rf S 5 {'■

Yj [-.h

(43)

r  I

dfì . 1 do.
da cosi ciò

cin /cifì \ , \ r . • • .
.r. . .

Derivando queste rispetto a « e ad r osservando che solo X, F ed fi sono funzioni di tali
quantità, si avrà:

«

d fdCl , I cifl) f d''fi \ , fdfl\ , . , .ss (ij^+ wj= - (jzsrj.'s* "»>(«—)+( sj,'s "■=» (»-')
Irlf )= ='+(slV
d fdfi , 1 cin\ r/ d'fì ) , 1 /fifì)!, . / V

lÀ-\d^'^ còsi l9 j~ jj g^
(44)

d (dfì\ \( ci'Q ) , 1 /fin\l
dv Uv ~ ̂ dZdr jo~^ r '\dZdr Jo )

15. Occorre ora esprimere 8a, Si per Sh, Sa di cui sono funzioni. Dalle (22) § 2 ricaviamo:

S H = sen i cos (t -f- Woì S 7-[- cos i sen (a -|- Wo) S i
SA — — sen i sen (7 -j- Wq) S a cos i cos (7 -|- %) S i
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da cui
.1- Qi.CÌ<iÌ

S(7= :{^3cOS((7 4'®o) S Asen (ff -j-^o))
Ben i

8i = : {;S S sen (a -j-®,,) S A cos (<? -}- ®o)} • T  ,9-:^ le £<■;
lJOSZ

Ma siccome si vogliono le Sg, 8i di 1° ordine, così si porrà <7 = <jo e i = h essendo di tale or
dine anche le Ss, SA; anzi siccome le 3,A sono dell'ordine di O, si potrà omettere la caratte
ristica S e scrivere:

S G = : {3 cos (g C7) — A sen (g -1- ct) )
sent

(iiì-Jl d i = : ( 3 sen (g ra) -|- A cos (<? -f }
COS z

.  : JV (45)
JTfo «no ■- ;

j<>Tjb («ì-) 9Ì :£ g

ove si sono soppressi gli indici 0 per la solita ragione.
La (38) diviene allora, per le (44) (45) :

:(8tJ

^ ^ , d.z4 ^ ^ jP
-3- + +a a ab di aneoBi

- f—ì(3ri\dZ]} senf-j-Arcos/")

'  +a[ré-
aw cosi/ dZdv dZ

a , dfì
dr dZ

'Et (46)
(3 r cos f — A r sen f)

nella quale per 3, A,' si porranno le quantità determinate in 1" approssimazione.
16. Per rendere le precedenti più acconce al calcolo numerico, applichiamo alla

il metodo del n° 2 § 3 ; si ha :

d^ Ci (dCì\
[dZjo

d^fì ersenf

ersenf^_

dZdv ds \dZ Jott cosX dZdracos'l'

Ora, si ha, identicamente

AircoB/'-f3ysen/'= —^ [3 y sen /"-f A (e y -f r cos/")] -f [s r cos f—A r sen f]
acos A ' 'j 1 a cos A ■'

e ponendo :

: dr. i 3 y sen f -{• A{er-\-r cos/") = p

(47)

3ycos/"—Aysen/" = 2
(48)

abbiamo :

.  ̂ - r »■ I eysen/"Aycos/-f-aysen/ = ̂ ^^ p-f q.
acos'l acos^X

Introducendo nella (46) prima la (47) poi la (48), (49), osservando che

(49)

JLp. ^
an acosX

■ M 41 j

2Lfg_p£Z:£!££),„
^n[ a cos-1J

(50)
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essendo M, N una delle Mi, Mi, Ni, eco, già calcolate al § 3, otterremo:

ove si pose, per brevità:

7.j-r '
cose [cosa\az/o az\clZJo j

1  r/ \ (dn\l .
cosi^ dZdr], \dzl\^'

ii,y ij-f

(51)

, ■ .i (52)

ove si vede che le funzioni I, J, non dipendono da J. e quindi servono per tutte le funzioni

9, che ora consideriamo. Quanto alle p, q per ridurle a funzioni di s, ci serviremo delle
(8) § 3: le (48) divengono allora:

p = a cos A [3 sen s -|- A cos A cos s ]

g = af3(cosE—e) A cos A sen e]
(53)

17. Ci resta ora a calcolare i coefficienti della (2) relativi a <s', 0', i'. Siccome pel pertur
batore stanno le stesse equazioni che pel perturbato, noi dedurremo, analogamente alla (38):

d
y6,a +jySe +-^8. + J

rr r d (dCi 1 rZfl V , c? --l
an Ydr\d'j' cosi' c^Q'j dr\di']

(54)

Siccome poi r non dipende da <j', 0', i' si può dire che in ordine alla derivazione rispetto a
queste quantità la n è funzione simmetrica delle x, y, s, e x', y, s \ quindi troveremo come
aln°14:

do. 1  do

d<i' cosi dO

do

U

-

U'C/sen

 = — U'C,ìgi'r cos[v — ij')

(v' — a')
■r.q 0

essendo C la coordinata del perturbato riferita al piano X' Y', cioè:

Se ora, tornando al n° 7 § 3, calcoliamo la prima di porre ^ = 0, e poi in essa facciamo
dZi

Z' = 0, si vede che basta tenere r' costante, giacché derivandolo rispetto a Z', questa quan
tità comparirebbe come fattore, epperò il termine per ^' = 0 verrebbe a sparire: tenendo
dunque r' costante, fi si è già detto sopra che diviene funzione simetrica delle coordinate:
quindi, conforme alla (26) § 3, ricordando il valore di 27:

(55)

10
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ed allora le precedenti divengono: '■

dfi , 1 dCì (dei \
r cos(v—a)da così db \dZ )o

err.

dei f dei] ,
(56)

»(-! jIS. Da queste equazioni si ricava:
\xe.

Ìiioisn:n '■!

j  / d'ei V cosfv' — OdvYd'j' così' é^G'J \dZ'dv]a
fdei] fd'ei] ,

'' [c^fì I 1 dei] [ d-ei

d {dei\ f d'ei \ , ^ ,

e siccome si ha anche, evidentemente:

B'j' = T[S'cos('j' 4-ra') — A'sen h' + tn')]
seni V I / V 1 /j

d'i

A
dv

A
di'

seni

1

°°® A+®')]

(57)

sostituendo nella (54) queste espressioni, avremo :

^ t I dZ ^ . dZ ^ r l ( d' ei
d.' +db' + ^ cosf-AVsen/').

Ma avendosi, al solito:

^/dei\ r ( d^ei \ ersenf
clZ dv ~ ~ '

e ponendo:

/dei\ r / \ ersen
dZdv d^\dZ'joacQs'k \ d^ctrJoacos^X

E'r co^f — A'r' sen/"' = q'

sostituendo e valendoci delle (50), troveremo definitivamente :

ove

cos i' dz \d Z']^
j'= L_L_É^Ì

s ì' \ d Z' dr)g\cosi

(58)

(59)

(60)

Per lo svolgimento della q' introduciamo l'anomalia eccentrica nella ..n .
avremo: ^ ^ colle solite formule;

a' = s' (a cos s' - a' e') - A' a' cosX' sen s'
(61)
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Espressa così per s', la q' potrà ridursi a funzione di s col metodo indicato nei numeri 8, 9
di questo paragrafo.

19. Con tutte queste determinazioni, la (2) diviene: -

+ + +K'y' + G^^+M{I + q'T) + N(J+q'J') (62)
ih

ove i coefficienti E, K, ecc., sono dati dalle (16), (22), (23), (85), (50), (52), (60), ed ove
l'incremento è dato dalla (14), il v dalla (75) § 3, le v' dalle (31), la q' dalla (61).

Quanto a ̂  ricordando che la parte finita di ̂  è 1 avremo:
h  h

da cui

^0 1 I ^0
+ 'J

^ ha ha ^

\  j • r. "

:ù,4,'siÌx/c r,( .12

essendo la data dalla 4° (58) del § 3.

20. Applichiamo adesso questa formula a determinare gl'incrementi di |, <p. Per 9 si ha:

ds ao«oL V d^/J

{6'o + cos(w + Wo;

ove

P,=.2j.[e2iI:^+|i..+cos(.+».)i] i■vG^nni o"i.:o .oiiisitldA

r

Siccome

porremo per la (62)

^dip d59
ds de

^  + Z, V + i7:n' + Z( V + (?. S + ilf.(I4-2'I') + E, (J + 3' J') (63)
e dalle formule citate nel n.° 19 si deducono i seguenti valori dei coefficienti:

«r8 dy aesene"!
.  ' r [ d e (^d e y d e r J

^  , 0n , dn\

-.ti -■

«=*re{''§)+^'( dfl , da\
(64)

E[ de'{de)
t cg olnraioì ui i-

K'i = — (J-i + Ci)



16 A. VENTURI, ' --rf-rr.-n '3 '

nelle quali abbiamo:

^  Qrcos/'
^1 = — "TTTITr'acos^X '

a;=-
'

2rsenf

acos^X

-r ctcs-ir ;•• bfi- s

h» jib

ossia, introducendo in queste l'anomalia eccentrica, per le (8) § 3 si trova.

*='=;rfx K=- -rr sene

6,= —--(—e4-2coss —ecos2E) b'i = '
008 A

cos'X

2esen2 s

;qm0a
(65)

cos'X

21. Per la «j/, abbiamo:

dz

ove

(83)

t

P, = 2Ao[i+y]sen/-

ni cl'iieonbjilar f>»

Qi — 2 hi
cosf

.A

Abbiamo, come innanzi : . '
^  ..-'T -'f:

dz n ■

ove, com' è facile dedurre :

aT'^ld^\ ^'ae sensi
^  j'[f/e\Qfsj dz r J

(C3) r-

M.2 = Si Gì

^'=*-ìì+'''V^)i'fr
_  w 8 /" I TVT (

-eJcZ-^n ifq

<• Vi
L pÌ4.:#AV'=-

th

de \dzj

Kì^-{Ai + Gì)

e-='-(^)+K''^)
ove, per le formule generali, si ha:

2>"seii/'

acos^X

(67)

2

^ a cosU cos/"+e r sen» f ] iii?
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e adoperando la formula

da cui

si ha pure

»" + eycos/=acos''>. _

rcos/'4-ercosY= acos^Xcos/",

-y.iì r h',= -±-(erA-rcoBf).
acos X ' '

Inoltre, sempre per le generali: -rr=A

■b,=-
4 r • rsenf

a'cos^X

,, 4:er^ sen^f
Ui •

d*

' A'ioo' ■A

cos^ X

ed introducendo in queste l'anomalia eccentrica al solito modo:

,  2 sene 2 cose
n2 ' Aj

tomsidda .i» al 19*1 .IS
'  .' : 'i c:ì!Ì!;u'' ' :j9'i ;

cosX cosX

^[2 sene—^sen26]
cos''X

2 eVt = —gT- (1 — cos 2 s).
cosX' '

070

(68)

22. Per ^ si ha poi:
Al
dz «0 «0 ^ dv

ove

thaBoat emoo ,oiasiddA

' ; on'i}hc!É\atIóiA 4 'moo ,970

Avremo, per questa:

dĤ

, = -A.(l+2|)i e. = 0. H

 =^3 « s ̂  + Afs V + K w' + Zs v' + (?8 s ̂  + Afa (1+ 3' 1) + N,iJ+g: J') (69)
ove

a r 0 gesens^
r|_de\d£j dt r J

K,= C.

d c \d z )

X^=—{A, + C,)

'■(4:)

od:: ■>

(70)

. Ha.aliiflwol 3l -oq ,jv.

^rval ò •ìi\:h

giacché, com'è facile vedere dalle (17) (18), abbiamo JBi = Q.
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Dalle solite formule abbiamo:

'"o"! ■ .A ^
t>a = 7T -- - • - ''.Si -fib

:mi «cos 1 - -

,, ier.rsenf o—y. (■
a cos'I . s-usq ||

„ ^ « ..-1 s,! c « -^1
ed introducendo l'anomalia eccentrica:

i. ^ ,- , ■ -l.. ^ -=ì: rv? S
63= A^[(2 + e')—4ecoss + e'cos2.£] ] ">^''0 njnb' ■•-7^-tnicos'X J . , .
5^3= [2sene — esen2£].

cos'^X'-

{'^ , 23. Per-l'ultima funzione ausiliaria si ha:

•l dt\h) ■ «olio - \dv)
ossia

fl i ob;:9">uE;'>tiaì ì)9

^  , : i- ' ( *■ ' >
; A g ;s> ol

dz\hj Oono \d^ )
ove, quindi:

Pi = ho Qi = 0.

Poniamo quindi, come innanzi:

!• 'I il .siO
„ i Aiij

=  Jlin'^n' K'i'j' Mi{I-{-q'I')-\- q J")- (72)

Ricordando ora che nella determinazione dei coefficienti II, K, ecc., si debbono tenere i valori
ellittici delle A, si ottiene facilmente dalle formule generali, paragonate a quelle del n." 22,
prima che -

d f7jo\ 1 d^
A  iM-,. : 'dl\JÌ~~~3~dE

ossia che

e quindi, che: •ni I

1

:  -- VX

k,=-\k.
K[ = -^E'a.

ha .La determinazione dunque «li 2" approssimazione non offre difficoltà; giacché coll'ajuto

delle precedenti è facile dedurre che
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e i terniìtìì del 2° membro sono stati calcolati nel n.° precedente. Si osservi che nello stabilire
la formula precedente, si è avuto riguardo ai valori di Jf,, dati alla fine del n." 4, § 3.

24. Adesso occorre la correzione di w relativa ai termini di 2° ordine. Dalla (65) § 2 si ha:

r cos [v -|- w,,) S (p r sen (i; S ^ S [r cos (v -f- ̂ o)] ^ [r sen(i; -j" lUo)]-

Ma per le (49) § 2, le r, v sono sole funzioni di 0', quindi:

ci0 d0

Ma deducendosi dalle (71) § 2, essendo i funzioni di 0: 'j ii-jji ; ' -f !

f cos {v + Wol]
d0

alita
—Tesene

(i[rsen(u + rao11 »? m» .
—  : =-^COSACOSS

d0 r

nnixih;'! -yf (75)

la (74) diverrà, ponendo e, r in luogo di r, i per non oltrepassare il 2° ordine e ricordando
le (8) §3:

2  2

Sw = S^-l-ffl(cose—e)S9-|"®eosXcoseSt}; ^senetpS^r-] cosAcossiJ/5.?. (76)

Ora, la 1^ delle (79) § 2 è vera rigorosamente: prendendone i termini di 2° ordine, osservando
che l'ultimo termine del 2° membro è già di 2° ordine, avremo:

aso ao«o «0^0(1+ v ®

Ricordiamo ora che v è di 1° ordine e che

^ = 1 +
n  il

"d'i f.tn obrfrJiTOoilì

odo r..iihq

quindi, conservando i soli termini di 2° ordine, la precedente potrà scriversi cosi:

^d0 r ^ 1 2
ò——=—ùioA v"
dza an a 11

(77)

avendo tolto ogni segno di distinzione, dovendosi tenere i soli valori ellittici degli elementi
osculatori:

La (77) coll'ajuto della (76) si cangia in

d, 'AUf = — 59(cose — e)-l-rSt];cosAsen£ — [atpsens—ai{/cosAcose] (78)
d'3 a ' ®

ove si capisce che per n^0 e v del 2° membro, si debbono porre i valori trovati in 1' appros
simazione.

25. Quanto alla variazione di v osserviamo, che la 2" (79) § 2, per le (71) del § 2 diviene:

dv ra{ floseni «ocosXcose

dzo 2 r 4
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Prendendo la variazione di questa, badando che s, r sono solo funzioni di e che conte
nendò la sola variabile indipendente deve tenersi costante, avremo :

as

troveremo :

Eseguendo le indicate derivazioni, coll'osservare che dalla (58) § 2 e (71) § 2 si ha
dr a\n^ -
— r^CoSens
dz r

d ̂  = ̂{sensSfp—cosX cose Sii/}
et Sq ^

, a , , , . an^z+ — {^coss+YCOsAsensj —^

n , , , ,aesene anZz
4" ̂2t T T

avendo posto dappertutto i valori e, r, ecc., per e, r, ecc., per la solita ragione.
Ordinando la precedente per y, <{', troviamo:

d 4^ = ̂{seneS<p — cosXcoseSAì
de 2 '

, a anSzT ' aesenel f
+ — 9—-— cose—sene—-— > (80)

, a , . an^z r aesen el+ — 9 cos A —-— I sen e — cos e ——— j

T  » . . an^z aesene x j. -, i , , , „ , t , »
Le lunzioni —-—, —-— sono state già calcolate nel n. 5 di questo paragrafo; per 09, ecc.,

si porranno quelle che si deducono dalle (63), ecc., e per 9, i|/ le quantità calcolate in V ap
prossimazione. Lo stesso naturalmente deve farsi la (78).

26. Kestano a calcolarsi le variazioni di H, A, le cui equazioni sono date dalle (80) § 2.
2  A

Se indichiamo ancora con A una della , j— avremo per queste funzioni la formula stessa
&0 CCSq

(2), cioè:

^  . dA x . dA ̂ , dA ̂  f . dA ̂ ,
0 J. = -— òw + -j— +——tÒd'

dv dr dr ' dv

. dA I dA ̂  I dA yx , dA ̂ ? .... .

•' ■ ■■ ' f +lAs«'+!Mse' + ̂Ajj'
dz ao di

e se si osservano le (86) § 2, si vede che possiamo adesso scrivere le A nella forma seguente:

^ = (82)
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Operando come al n.° 4, ecc. di questo paragrafo, si trova
dA

^  ̂  ̂ ^ -f- ̂ '-v'
j

■(1

&d k S g (t J4 j
clh

ove

•saoigsT £j;'

a r8.'i ^acsene"!
» • [ f/ s r \

K=B + C

un dr\dZ^

rh dP[dO\Cr== T7 cos i
andh \dZ/o

TV dì A
~J7

cos z

'  sli'khrr £lo< «{ obc3fl

■  ' %; • ^g: -'(■83)

■  i' eicaiJbiii al

'i ifùjooii jiiip iii . li i-'
4  - i* iii ■

: 0083737 O'it

(84)

K' = r
jdA
' d^'

C = — p(r ^ " )an \ drdZj„

Ma dalla forma delle (17) § 3 si ricava che:

C c

cos l.

r oJli.'ti-r.qqrJi olsoq
*q Maatìcoiq al ohneailnO

- h
■«.»» • •• ' ^■: ■-■ iCVj Vi •){<•. ; *: V

os t (85)

essendo M una delle Mr,, M^: ed osservando che Z non entra nella A che per trovarsi in

(^) ^ funzione omogenea di r, r' di grado (—2), avremo:
"èA ',dA „ . .i--'Ciq
^ 'ÌP~' ~ — ^dr dr

indicando con 0 la derivata in quanto r entra in O; allora si ha evidentemente:

M=o
dr

.D2

-r-i «8

oùi:

epperò
K' = -(2A + G). (86)

Questa e la (85) completano il sistema (84) dei coefficienti.

27. Tenendo ora presente che ff, 0, i non entrano che in n e nelle sue derivate, abbiamo:

(87)

11
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essendosi introdotta la solita relazione
j.l:'

dO:
de

.  'A caaoTic .'il

cos»

Ora, si ricordi che . - ' v ' / J

Si ha di qui, ricordando l'espressione di U data dalla (39) § 3, e badando che solo U può
contenere o:

o>!>'

(^) ̂ t^[«'cosOseni + /sen0seni] + p.?^'^^-^j
~ C^C^i^'senOcosi—«/'cosOcosi — «'seniJ + F-C

A
di

A
dQ

(88)

giacché :

d^ d^ d% + dh 'tjion.'.j .OT>77</

ed è facile ricavare le derivate delle y. Lo stesso dicasi di
'  di

Ora, ricordando la A data dalla (3) § 2
;'rp 4-1- .ivf& i(

Ma siccome:

dx , dy , ds 1 dr''

'r,+y7-.+'d^=^i^='>

rimane, per la precedente e per le analoghe:

/ 1 \ % \ ,dx ,dy ,dz'\

d [I \_ 3 r ,dx ,dy ,

/ 1 Y Z \ idx . ,dy . ,dzA
-rA-^r-^VTi+yT.+'ji]

e per le (42)

+  -|-tg»^'rcos(v-

si irxj .jl-'jnn i;b i

(89)
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Se ora si adoperano le .espressioni di Si, Sa date da (45) § 4 e ricordiamo il significato di g;
introdotto al n.° 16, avremo per le (89):

che fra poco adopreremo.
28. Oltracciò, dalle equazioni

E»-sen/'+ Arcosf= -p
ersenf

i;^ji03Ìi ,inp ili ( d i?.

acos^X''' ' acos^X

Srcosf—Arsenf—g^

che si introdussero al n.° 16, si ricava:

:r oi>u3ino3

senf , esenY , Q r

J\ V-/ i-,
cosf , esenfcosf q .

A = ^sen/^
acos X acos X r : '.dvii.is

ovvero, ponendo per ̂  l'equivalente
eCOSf ■ li VI i-.f»-:d ^IC'.iijil oliCi;'! I ha

r  acos" X a cos'' X

si avrà da queste:
;  .L aia»-/ al chitiìlnocdT ,6*}T>

1

a cos'ex

1

jr[j5sen/'+eg + gcos/']

«cos'ex
TT-Cpcosf—gsen/]

. jmocvis is\fi

e da queste, per le (45)

S,=-^[B'2+S>]
seni

olnahaooKj ni icq .can id (

■  (91)

ove

R'
\

—JY [e sen (cj -f °) — sen (w — u)]

S' =

R"=

a cos" X

1

aG08'''X

1

cos {v — a) (£1' 'A -.'iq

(92)

a cos" X
[e cos (w+ a) -j- cos(w — ff)]

1
S" = -—jr sen {v — a),

a cos X

P. M
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Ora, si ha per le (91)

Z7r:r'cos Oseni -j-v' sen 0 senjl —I- f/faj'sen Ocos? — cosO cosi ^ sen
COSI ■-

Ponendo in questa w = f --v, e ricordando che

yl(^'r-r/X).
.  .A -.vi;

1 +ecos/'= -0 cos° X

si trova agevolmente:

. ?7[a;'cos0sen2-)-?/'sen0sen«■] 1- Z7r.r'senOcos« — t/cosO cosi — ̂ 'sen?J Si =
cost '■

= —. A ( ?' z+ r/ D 2 H—-- (e r— n' X) ^ ncos?»-" ^ 1 ^'^^cosò- ^^ Vcos'X^ coseHQ ^ ^ ^ n ros A

' (93)

29, Per introdurre in questa le derivate di Q, si badi dapprima che la (21) § 3, dà

u^(K? + y.', = l'§-^ (94)

Inoltre dall espressione di fi (2) § 2, siccome Z ancorché non fosse nulla, non conterrebbe v,
si ha:

^+ f'P'X-«'r, + g r X-a-D
e ciò per le (19) § 8, (22) § 2. Coll'uso della (20) § 3, ricordando la (39) § 4, si ha

■ seti ^

dCiil IL^  [ Z(P + P"/) - r(« x' -f a.' a" ̂ ') ]
Y  X

+  + «'y + a"^) — p. —3 (pa: +

e pelle formule del n.° 7 § 3
dil

da cui;
dv ^U{WX~^JY)

»  ̂ r do (95)
La (93) in forza delle (94), (95) diviene

S '7coso,c.ni+y'son6scn.-]--^+ !;[,>.
-  1i\r dr A'^J r cos ? y [acos'X ' a cos'X ^ J 'cos«

Dallo (88), tenendo presente quest'ultima e la (90) ner k ^'3^ 8 a o-
riduzione: ^ ^ ^ ^ <^«P0 qualche

_L d d (diix „[dr\dzi^ cosi d^ [^ir'+Tiydzl^' = —2-1- —cos^■^ ' cos-/^^

m

■j
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ove si è posto:

e^r'senY\ esenf /8fì\ Id'C' 1\
a''cos*l ) a''cos''l\dtj A'j

[rfs \ drj cos >. J tt'''cos
Ciò fatto, la (87) diviene

'eos^X*

dA dA,■i^S6+^Si=£(fi5 + Sj,)P-^p(g)M„i8i
e introducendo per S«la(01):

30. Introduciamo ora l'anomalia eccentrica. Per le (8) § 3 si ha intanto:

1  I e^r^sen'/* ^ , e'sen's 1—c'ccs^'s (1-l-ecoss)(l — ecose) 1+ecose r
coh'I cos'ha cos'T cos'^ 7

quindi :

R =

.

do. 1+ccose 1 esene/f^n

. u

S =

dr acos^X rctcos'Xle^e
1 0fl / fZn\«esen

et'cos" X
Per E', S' si osservi che

e per conseguenza:

e1
dz \drl r ]

v=f—rs '  'el i f -' . '

^ a cos'I + ")(« + cos/) — cos (a + (j) cos f]
[cos(a + G)cos/'+sen(ra + c)sen/']

- tv COS A

e inti'oducendo l'anomalia eccentrica:

1  1
li' [

E 'i > TloV

S' --

r cosX

1  1

sen (ra -}" '^) cosXcos e — cos (tn -|- c) sen e]

r cos'I

La (96) con questo diviene;

7^ [cos(® 4-'^)(cose—e)-{ sen(w4"'')cosXsene].

(97)

ove

.  f e?n) 1 4-e cose e sen e / 3 .,,2 1 \ , \-^ja(l-cose)

—  co^ X cos e — cos (w -}- e) sen e]

—  (w -f- ") (cos e — e) 4" sen (ra + ') cos X cos e]

(98)
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.ù ■.■n-./VJn

e si vede che le I, J non contenendo P sono le stesse per le due funzioni H, A.
31. Si ha, infine

da ' da di

r  r d I da \ l d
an Yda \dZ'Jo cosi d^

giacché si ha, come pel perturbato

1  d Id^ì

'te/o
. ^ , r ^ d f dfl\ . 5vcosilo -4 P-pT\:r^ \ cosioi

an di \d Zjo

(99)

S9'=—
così

Dalla nota equazione

( do.

d zio
v(x'y + 2/'r' + ^'fì = ul'

si ricava, giacché o', 0', i' non entrano che in a;, y, /:

.1 Vtìr.i'^.

d f d fì \ .
da'XdZÌo cos

1  d(dO\^ ^ i-
3si' d0' l,c?.^jo ^ [(^<t'ÌaV^ così' d9'\AVj

^  L così' db'J^' ^ cosi' dQ'J^ '
dz'giacché le (42) valendo (apposti gli indici) anche pel pianeta perturbatore, si vede che —q7 = 0.

Le (89) valgono ancora pel detto perturbatore, quando si pongano gli indici alle r, v, a e *si
ponga in luogo di X,'. Allora per le analoghe alle (42) (89) la precedente diverrà:

d ( dO\ ^ 1 d I dO\ 3 vyi , -r i i i f\ •
T^lTy T ~Tw\t^\ =y-7T^C tgì r cos(v —a)da\dZJo COSÌ da [dZJo A® °

— Pf g ì' [y y, + y'y'i + y"yì'] r' cos {v' — a')

giacché sta sempre l'osservazione fatta.
Cosi, si ha pure:

•a5£&9 b»
T

:  . . 4*».*

_d
di

i jdO\ d [ 1\ y, [ dx' ,dy' „dz'\7 (52).=^^i?) ■ ' + « + r ^ + r
e per le analoghe delle (42) (89)

li' (l§)o + 'X' r'' + ftiV sen {v' — a)' —qx ^ U' r' sen [v — a').
32. Ora osserviamo che indicando con j l'angolo dei piani delle due orbite, si ha

y Ti + r' y'i + T"ri' = cos^
e che analogamente alle (91) abbiamo

l  3rfO

07O



metodo di HANSEN per calcolare le PERTCRBAZIOjSI, ecc. 87

ove

a' coVv + ̂') — sen {v' — e')]

S[ =- , \ [cos(ì;' — a')]
a C08 X ^ ^

^ a cos'I' ~

1
8\

. ' • {;

V

a cos'' X
7  sen {v' — o')

giacche pel perturbatore stanno le analoghe variabili del perturbato. Le/, g', sono date dalle
analoghe alle (48).

Coli uso di tutte le precedenti, si può dedurre subito :

(z^)„ + 2' y
e la (99) diviene:

^ Af t ^ •/ -J,« -T/ /+-707 0 0 4--prò?'= 1/1'o'
da d<ì ' c/i

ove

i' = — Ucosj]
cos» t ^ J

cos i

r'; !-':9g^>}7 .J.1

(100)

ed essendo 1/ una delle M^, calcolate nel § 3.
La (81) quindi assume la forma definitiva:

+ fl' 4- Z'v' + (? S ^ (7g + Jp) 4- MI'q (101)
ove i coefficienti sono dati dalle (84), (85), (86), (98), (100).

33. Applicando ora la (101) allo svolgimento delle variazioni di S, A, avremo: ^

^ = H,n80 + K,y + H',n'8/-j-K',V + + {Iq + J» + M, F q' (102)
S  fi/

ove si è posto

J-a = —
an

dz
essendo Ps la funzione P introdotta nella (82) e che è relativa a -r-. ■ l'c '3.j(ieOTr.g-4r.un
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In questa, per le (84), (98), (100):

_ a r 0 ^ geseuEl
^  »• I £ ( rf E / f? E r J

«sffihq

K, = ̂5 + a

i?5 = — /isen; -7-= cosi = -^
c(?j dz

Gr^ = j-sen/^ cosi = — -j-
a il ydZja dz

•z i ,loq obep^iii

(V , »f 'fjc[ ncPzT^/:

-•■> \ .^I !. !

t r': ^ (103)

'  dc'idz

r, = -2^-a
dz

d'a \°-=A'^ì'
È poi, per la (82) e la (80) § 2

COSI.

•  \ V * • . . ; .

Pe = hrBenf

ed introducendo l'anomalia eccentrica colle (8) § 3, ed il valore di h:
F!. = aaenz.

Si vede che le (103) sono già note in gran parte dalla V approssimazione: i valori di 1, J, 1',
p, q, 2' sono dati dalle (48), (58), (98), (100).

34. Per A abbiamo analogamente:

fZ ^ + Z,v + p;n' + KA + + F,{lq + Jp) + MJ'q'
dz n

ove

P6 = —
a 11 '-Ì

essendo Po la P relativa a A. Dalle formule generali si ba, qui:

7r «T 8 aesens"""rLzri'rfrj" TT r
F, = B, + C,

r  Jdiì] . dA
Po = —hrcosf\-r^] C05l = -^an \dZjo dz

,/ d fd\\
"  do'[dz)II

i

COS ì ^ ,
dz )

dz

(104)
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Essendo poi, in questo caso:
Pe = hrcosf

avremo per le (8) § 3:

a (cos £ — e)
cosX

Anche qui la I, J", ecc., sono le medesime che per S.
35. Resta ora a svolgere l'equazione differenziale relativa a r che ora per la prima volta

si presenta. Di tale equazione noi dobbiamo solo tenere i termini di 2° ordine: ora siccome

^  ordine e di tale ordine è pure la quantità
sen i sen {v — o) — sen % sen (v — do)

che comparisce nelle (24) § 2, si vede, che per limitarsi ai termini di 2° ordine bisogna fare

h — Jio, r = u

e nel denominatore di detta (24) porre Uo, ̂  in luogo di <t, i che vi compariscono. Allora essa
si riduce a:

ri sen?'senIt) — a)—sen?„sen(?; — df,)ldÙ\) I fZn'\
de„ cosi acos'?„ \dZj,l

Moltiplicando la 4' (22) § 2 per sen(?; + ̂) la 3" per cos(?;-|-rao) e sottraendo, abbiamo

Asen(?; + ?no) — H cos (?) + ©o) = seni sen (?)—e)—sen?oSen(?) — ffo)-

Sostituendo nella precedente, lasciando indietro gli indici che non hanno più ragione d'essere,,

e ricordando che si pose
V -\-d5=f

troveremo:

dV ,A r
—  {Arsenf—arcos/^J|—^— „ - 1 ' OOII / — / 1./UO / Il ,

d £ 2 cos i cos A \d Zj

che è l'equazione di r sino al 3° ordine, escluso. Se poi badiamo alla (48) di questo paragrafo,
si può anche scrivere:

dV r

dz 2 Cos'i cos X '(S).
epperò lo sviluppo di questa è immediato.

36. Per lo svolgimento definitivo di alcune degli equazioni precedenti, occorre sviluppare

le derivazioni di 2° ordine di D che vi compariscono. Si tengano perciò presenti le formule del
n.° 7 § 8; differenziando la (2.1) § 3, coll'osservare che r non contiene Z, avremo:

Ma per la ragione ora detta:

dx , dy , dz l dr"^ _

12
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ricavando dalle (19) § 3 i valori di si ottiene subito
cIju cìju dZi

drdZ jo ' A

Inoltre differenziando la stessa (21) rispetto a Z, si ha

d'Cl

drdZ'
7

dx'
 = -X — -V T) j (r — x') + («/ — «/') + (^ — ̂'ì

,, dv
dZ' dZ

' , t '\Él^
•l' i ^ -I- (£! 2 ì

'

+ f7j-g; (az + p D + (a'Z + P'r) +-^ (a."Z + P" r) j
e siccome:

, dx' , dy , , ds 1 dr"

"-dZ+i TZ' + '-JWìdZ'"''
si ha per le (19) § 3:

(>■ (r - ?■ X - •«' r ) ; + e/?.drdZ') ' A'

Infine derivando la (21) rispetto ad r abbiamo:

j  3r 2 iv\\r i\ \ ! i^diJ , , , dz^ r'^

Ora:
dx , dy , dz 1 dr'

"'i7 + f37 + 'ì7 = 2rf7 = '-
dx , . dy
— = «cosf + pseni;; —^
dr

dz
~ »'-'cosu + P'senu; — = oc"cosu + fi"sent;

quindi
drù.

d r' ''A'

Addizionando con questa la (21) § 3 si ha:

A"

jid'O. I _,dCì, 3 j-, ^ ,^^2 I TT/":!^ \ ../-ir» 2p.r^

37. Per rendere queste formule più adatte al calcolo numerico, ricordiamo che si trovò
al n.° 7 del § 3: '

r' _L Z A 2
; X + ̂  Y— = rr cos(/-,r)

dalla quale ricavasi :
r^_— K'X — ■n'Y__r' — r'^ , 1

A' "" 2 A^ ^ iJÀ^
(r'~l-X — -A' D» _ — r'y r" — j-' , l

2 A^' + 4À ■4 A"
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Sostituendo, si trova:

f  d'Cì\ 3 [r' — r " , 11^,
\ drdz\ 2^Y

■  cC-Q. \ 3 \r' — r" , n.. , _
^ drdz]o 2^'[ A" +A'J^ + ̂̂

do. r3(/^_^7 1 1 r

^

d'fi

 "i! J< •

(106)

17

In queste la C è data al n.° 8 § 3 ; quanto a X, ricordando cbe essa è la coordinata del pertur
bato riferita ad X' Y, e cbe i? 'F è l'angolo fra r e la linea del nodo reciproco delle due
orbite, abbiamo

C = r sen (w -j- T) seny

che è analoga alla (29) § 3. Quanto alle funzioni

1

ì;.ii!>Coa ì'

J_
A''

che entrano nelle espressioni, delle J, J", ecc., esse restano implicitamente sviluppate nello svi
luppo che facciamo delle (106) ove pure conviene svolgere le dette funzioni; anzi si vede che lo
sviluppo in serie si dee solo applicare alle tre funzioni

A" ' A^

38. Per ottenere i valori delle variabili in 2° approssimazione, bisogna integrare dapprima

le equazioni che danno Scp, S^, stabilite nei numeri 20, 21, 22,

23, 33, 34, 35. Tale integrazione eseguendosi per serie come alla 1" approssimazione, basterà
qui trattare la questione in generale, assegnando la forma generica degli sviluppi di dette equa
zioni differenziali.

Premettiamo cbe una funzione della forma :

(107)

moltiplicata pei seni e coseni dei multipli di s dà ancoi'a una serie della stessa forma, con
termini 'costanti. Ciò è evidente, giacché

sen m s ;
2 i

t m e 1 t m e

cos me

Guardando ora la forma generale delle equazioni differenziali in parola, forma data dalla (02)
e badando alle espressioni dei coefficienti di questa, si vede cbe in questa entrano, in ultima
analisi, le derivate di n, alcune funzioni razionali ed intere di senws, cos me, e le funzioni,

V, S7... combinate per prodotti. Ora, le derivate di ù che sono della forma (107) moltipli
cate per le dette funzioni di senms, cosme, originano, come s'è detto, delle serie della forma
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(107) più termini costanti. Moltiplicando poi questi risultati per le ecc., che sono della
forma

s + 2Cos +

pon escluse le v', come si vede dalle (31) § 4, (71), (72), ecc. del § 3, si troverà, indicando
«on V una qualunque delle 9, «l, ecc.

Bob -f Udo £ e'" + 2 d» e*'"
de

•ove si è posto per semplicità
it = as + (y.[3E-j-y

essendo », P, y interi positivi e negativi 0 nulli.

39. Ora per integrare la precedente, si osservi che una funzione di forma se ' in
tegrata per parti dà:

fs e' d £ = £ fé* d £ = i
J  im

imz + in 1

T  i' e
i m

(110)

(111)

Integrando dunque la (109) servendosi di quest'ultima, avremo, in forma:

SF= cost + J?oe + Fot' -f 2 t^ose*" -f ̂ doc"'

ove la costante aggiunta è quella parte arbitraria che è di 2° ordine, e che si tratta ancora
di determinare.

Quanto poi alle v, le equazioni ad esse relative sono le (78) (80): ed in queste entrano
le funzioni 9, 'p, bcp^ Sp, b<;, moltiplicate per le solite funzioni razionali ed intere di sen?72£,
cosms e per v'^ Ma le Sf, ecc. hanno la forma (IH), le nS^, v hanno la forma (108),
quindi, per le dette ragioni, badando alla forma delle (78) (80), si avrà il tipo seguente:

d

dt
n = a„ -f &„£ -f- c„e^

ove, naturalmente, queste 0,0, ?'o, ecc. hanno niente a vedere colle precedenti.
Però per le equazioni di condizione che saranno sviluppate nella parte pratica di questo la

voro vedremo che il coefficiente di è nullo; quindi avremo:

5  -f &„ £ + ^^0 e' e*'" + H /"» e e'" + 9o e'"

db
_ = ai + Voz + 2;^óe'"".

(112)

40. Per passare alla integrazione di queste formule, integriamo prima per parti la funzione
£=e'»'= + '■". Si avrà:

6 per la (110):
/ g3 dz=

im tm
Bdt

J , . ptmz-\-tu ttne-^-in twe+t£'e""^+"' ds = £= h 2£^ — 2 ®
im ' m' ifn" (113)
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Applicando dunque l'integrazione alle precedenti, coll'adoperare le (110) (113) troveremo.

w S ̂ — S Ci-f--^0 s-j-.Bo e'-f" 2 ̂0 ^ ® ) (114)
Sv = Sc.+^U + 5U' + 2CU'e''''+2l'óee'"+2^óe'" )

essendo S Ci, S Ci le parti di 2° ordine delle e*, e, che sono le costanti arbitrarie aggiunte in
origine a s, v.

In forza poi della (111) che abbiamo detto valere tanto per cp. t}*) quanto per e., A, r, si
dedurranno i valori di queste ultime che fissano la posizione dell'orbita istantanea ; essi saranno
di forma;

S H = Sys «0^ -l" 6os' ^ Co se'" ^ cZo®' \
SA = Sy, + «;s + l.U^+2c;£e"'+i;^?óe"' (US)
Sr = Syo + ai'e + Z^i's + ̂ cj'e e'" + ̂ e'" 1

Sy.), Sy^, Sys sono le costanti arbitrarie di 2° ordine.
Si noti che i coefficienti delle (114) sono funzioni delle Scj, ,Sca, appartenenti come co

stanti arbitrarie alle Stp, S(|/, Sy, S?, i cui sviluppi sono conformi alla (111).
41. Per determinare le costanti di 2° ordine che entrano nelle precedenti, osserviamo che

all'epoca si ha sempre, per qualunque grado di approssimazione:

(-).=«. §=>. s=»- <■">
Ora, sino al 2° ordine incluso, ns si compone di due parti: una di P ordine, che è ^

Ci {n 8)a •
l'altra di 2° ordine, cioè

Scj -{-(wS5^)o

essendo ci la costante arbitraria di 1° ordine già considerata in 1" approssimazione, e (mS^)o
essendo ciò che diviene la parte variabile della (114), 1% per t = 0. Dunque per la 1" (116):

0 = ci-|-(w ̂ !)o S Ci + (tt S .s;)o.
iv". yi'

Ma in 1° approssimazione trovammo:
0 = Ci —|— (w^)o. - .

MA. .. . ..ili ■ ("')
Così troverebbesi: .

Se, = — (S[v)o (US)

e si noti che le (wS^r)», (Sv)„ contengono le costanti di 2 ordine Scj, Sca, ecc. che entrano m
Sf, ecc.

Per analoga ragione, dovendo all'epoca annullarsi anche le r. A, S avremo :
Sy3 = (SH)a, Sy,:=(SA)„, Sya = (Sr)o

essendo (S3)o, ecc. ciò che divengono le parti variabili delle (115) per f=0.
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42. Queste tre ultime uguaglianze danno immediatamente i valori delle òys, Syi, ̂ ysi
nelle precedenti (117), (118) i coefficienti sono funzioni delle Sca, Scj, ecc. che sono ancora a
determinarsi. A ciò servono le equazioni di condizione stabilite alla fine del § 2, e le altre due
che svolgeremo:

(119)

Per far questo, osserviamo che rigorosamente :

d s dn^s

.'i

dt dz 1 Cocos £„

Separando le parti di T e 2" approssimazione, abbiamo:

dz d{noz)
■ +

d (ììo^z)
dz 1 CoCOSEodt dz 1 — Co cos e,

Ora all'origine, si .ha per la (119):

TdM] i , rd(woS^)1 1 ^
Il dz J,1—Cocosso L dz J, 1—CoCOSSo

Ma in 1^ approssimazione si pose

rd («0 .g)"! 1 ^ ̂
[  dz J,1—c'ocosso

i

• i: !;o

r,'>é5 . ;n J." ìs iitltev-

1 0

-'ir

quindi, per la precedente:

Analogamente avremo:
r-'v

(120)

(121)

Queste ultime sono due equazioni condizionali fra le Scz, Sca, ̂ ya, ̂ y,.
43. Per sviluppare in questo caso le altre equazioni di condizione date dàlie (69), (70) § 2,

ricordiamo che

yi=l+9', ^„yj = 14-g', (122)

onde, sostituendo nella (69) § 2, ricordando che gì g'a sono le parti di 1° ordine di g,, gj, e-
Sg,, Sga le parti di 2° ordine, avremo, tenendo i soli termini di 2° ordine:

Sg, + (Wi -f g'gì) + («2 + <h) = — 3Sga.

Si osservi ora che Wi-j-glgó non è che la parte costante di 2° ordine nello sviluppo di

come rilevasi dalle (68) § 2 insieme alle (122) ricordando il significato di co, : per la stessa ca

gione Wo + gì' è la parte costante di 2° ordine di — 1 j . Se dunque si pone
var.
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la precedente diviene :

Sg.4-i = _352, (123)

die è una delle relazioni cercate fra le costanti di 2° ordine.
44. Quanto all'altra relazione, che per una trasformazione della (70) § 2, fatta nello stesso

numero 20, è

^ + ?ao(coss — e„)4-tj^aoCosXosene = ̂̂-q^^-j (124)
si osservi dapprima che abbiamo

(iq:^)x=(i-2^ + 2v^..)(i+g,+FJO
come nel 2° membro della (80), § 8. Ora indicando con Sv, Sg., le parti di 2° ordine delle v, g;,,
mentre v, gj, ne indicano le parti di 1" ordine, se ci limitiamo ai termini di 2° ordine, F) essendo
■di 1°, otterremo dalla precedente:

^[(r^) y ] = - 2 - 2 V (g; + F, Ao) + S g, + 2 + term. var.
Siccome poi è

se poniamo

e badiamo che

la precedente diverrà:

1. var.— 2v — 1 j = + term.
SV = Sci term. var., i ■

2Sci + Sgj + Wi-|-term. var. (125)

h  . • •
Si noti che coj si ottiene facilmente, giacché v ed son quelle ottenute in 1' approssimazione;

e che quindi in esso entreranno le costanti arbitrarie di 1° ordine; ma noi non le mettiamo in
evidenza, cercandosi solo le relazioni fra le quantità di 2° ordine.

45. D'altra parte abbiamo:
S 9 = S Ca + term. var.

S = S Ca + term. var.

=  -f-term. var.

e il 1° membro della (124) non è che tv, quindi ■
S  9 ^0 (cos s "(r fio) ~i~ 4* ^0 cos 7.0 sen éj = 5 tv

ove le S indicano i termini di 2° ordine. Ora la Sty è data dalla (76): quindi se s indica con
w- la parte costante di ^tv indipendente dalle costanti Sy,, Se?., la (70) da

— — aeSc2 + "5"i~
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quindi, per la precedente:

^[? + (pao(coss—Co)+<|'ffoCOS^oSen£] = Sy, — ae^cj+Wj-l-term. var. (126)

Allora, se nella (124) si considerano le sole quantità di 2° ordine e di queste le sole parti co
stanti, dovremo, per le (125) (126) avere:

— 2Sci + ̂22 + "i = Sy, — aeSca -f «5 (127)

che è la 2° relazione cercata fra le costanti arbitrarie di 2° ordine.

Si può osservare che la quantità Ws si deve calcolare adesso appositamente, giacché la (76)
non si calcola prima d'introdurla nella (77), ma si calcola addirittura la (78) per determinare
l'equazione differenziale di

Le equazioni (117), (118), (120), (121), (123) e (127) determinano adunque i valori di 2° or
dine delle costanti c,, Cj, Ci, Cj, y,, ya che sono relative al moto nell'orbita: quanto a quelle
che si riferiscono al moto dell'orbita istantanea, esse sono state già determinate alla fine del n.° 41.

46. Prima di chiudere questo paragrafo è necessario fare una osservazione da cui segui
ranno alcuni precetti importanti e dei quali nessuno ha mai dato la vera ragione analitica.

Ricordando la (2) § 4, troviamo in essa i due termini

d -4 jv d 4 ̂ ,
civ dr'

Ora r\ v' sono funzioni oltreché di a\ e', n\ sj' anche di }?, c, e, poiché esse si esprimono per
a', e', w', to' e per g\ e questo, come si vede dal n.° 10 § 3 si esprime per », c ed e. Allora la
somma precedente si può trasformare nell'altra:

d 4. . d 4 jv , 04^ , 04^ , 04a . d .4 ix , , d 4. ̂  , / -i n o \
= —^» + —Sc-f —+ -f— Se -f ecc. (128)

ove 0 indica la derivata rispetto alle n, c, e in quanto queste entrano in r', v'. Ora le quantità
^a', Se', ecc., indicando le variazioni di a', e', ecc. dovute all'azione dell'asteroide sono assolu
tamente trascurabili ; dei tre primi termini poi, i più considerabili sono i due primi, poiché l'n
proveniente da g' si trova ai denominatori, i quali possono essere piccolissimi e in tal caso in
grandiscono molto i coefficienti; e la c potendo differire discretamente dal suo valore iniziale
fa si che la Se possa esser relativamente forte.

47. Ridurremo dunque la (128) alla seguente:

d4 X , d4 X 0^ 04 X
TT + "TTO" o y'= ò» 4- Se 11291
dr' clv' dn ' de

almeno in quanto il 1° membro si riferisce all'azione del perturbato sul perturbatore.
Dalle (78) § 2 si vede che nelle equazioni relative a ip, ecc. le r', v' non entrano che in fi

e nelle sue derivate, le quali si sviluppano rigorosamente sotto la forma (31) § 3, i cui coeffi
cienti 4', ecc. son costanti, da noi solo determinati sino ai termini di 1° ordine incluso. Dunque
le r', v' sono solo rappresentate dalla g' che si trova negli argomenti : opperò le », c a cui è
relativa la (129) sono solo da cercarsi in g'. Ma questa, come risulta dal n.° 10 § 3 contiene
le quantità [3, p,, y ; le due prime son funzioni di » e la 3" è funzione di e e di p.. Dunque la
correzione relativa ad n si dividerà in due parti : la 1" che indicheremo con A, riguarderà p •
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e la 2* designata con Aj si riferirà a (x. La 1° parte potrà farsi sulle equazioni differenziali per
passar poi all'integrazione come si è fatto sinora, giacché P entra nei coefficienti prima, delle
integrazioni: ma l'altra parte relativa a {/. dovrà farsi sulle funzioni ip, ecc. già ottenute, giacché
solo dopo le integrazioni la [x viene a far-parte dei coefficienti.

48. La 1" parte della correzione, indicando sempre con A una delle eco. sarà dunque :

e siccome p = 7rlJ-e, u = —, si avra:
2  ' n

(130).

(131>

(133)

(134)

dA
Per determinare , si noti, che conforme al n.° 11 del § 3, potremo per A assumer la forma:

ap

A = Wjj. (132)

e può sempre ritenersi che questa forma derivi dall' altra :

■  ̂ = X,.j'\r i , .. .

Allora si ha sempre pel detto n.° 11:

ove ;5, indica di prendere l, le in tutti i modi per cui si ha

l + le =3-

Derivando la (133) rispetto a P che entra in g\ come si vede dal n." 10 § 3, e adoperando le
altre formule di quel numero, si trova :

^  -(V - r')

ove si è 'posto «' = I —i'p- Operando come nel u." 11 § 3, mutando poi per simetria l in j e
viceversa e badando alla (134), avremmo:

—Zkj,j3 AàjfJ n J1

Ordinando rispetto ad s, giacché y — é''' si avrà:

dA ,(J-f (135)
dP ^^3

che data la (132) dà il coefficiente della (130).
49. Passiamo ora alla 2® parte della correzione da noi indicata con Aj. Si é detto che si

dee operare sulle funzioni «p, «j', ecc. e non sulle loro derivate. Ora, a rigore, per aver i coef^-
13
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ficienti dello sviluppo di una funzione svolta secondo la serie di Taylor, occorrerebbe la forma
rigorosa di tal funzione, mentre noi delle 9, ecc. abbiamo la sola parte di 1 ordine. Ma sic
come (r. non entra che negli argomenti di n e delle sue derivate e di queste la forma appressi
mata coincide colla forma rigorosa, così noi potremo, nei limiti della nostra approssimazione,
operare sulle <p, ecc. già ottenute dal calcolo di 1° ordine.
Le derivate di 9, il*, ecc. hanno la forma generale seguente da noi trovata nel § 3.

d77 V

essendo TI una'qualunque delle 9, ecc. integrando si ha:

JJ= cost + 2 777
2"(i

jj ÀJ-f

—i>-)

Prendendo di questa la variazione rispetto a p. in quanto esso entra nei coefficienti, abbiamo :

Aa Z7= -
i— ^(i—/p)

(136)

e si vede che per aver A, TJ basta moltiplicare i singoli termini .per •: —. D'altronde, dal-
3  3

P espressione di p. abbiamo :

B[j. = — P-^- (137)
n

50. Col mezzo delle (130) (136) si ottengono le correzioni dei coefficienti delle 9, ecc.
correzioni dipendenti da n che entra in /, v'. La (130) è sempre poco considerabile; ma la
(136) può dare origine a termini anche considerabili, poiché i denominatori possono talora essere
molto piccoli a causa della quasi commensurabilità dei moti medi. Quindi la (136) può dare
anche delle quantità di 1° ordine che dovranno perciò unirsi alle altre di tale ordine. Perciò
finito il calcolo di 1" approssimazione, si calcoli subito la (136): se si troveranno termini di 1°
ordine, si uniranno alle espressioni già ottenute, lasciando i rimanenti che saranno poi incor
porati coi termini di 2° ordine.

51. Quanto alla correzione dipendente da c si noti che questa non entra nei coefficienti,
ma solo negli argomenti, epperò anche per essa bisogna adoperare le funzioni 9, ecc. alle
quali può assegnarsi anche la forma: ,

La correzione sarebbe quindi:

(13S)

^Z^o=>;^^"(a + 13co).pSc (139)

ed in questo abbiamo scritto Co perchè lo vuole la natura dello sviluppo di Taylor che sempre
adoperiamo. Ora per avere la U completa, alle quantità di 1° ordine date dalla (138) si de
vono aggiungere quelle di 2°, e tra le altre la (139): e allora fra le altre parti dell'Z7 com
pleta ci saranno anche le (138) (139) la cui somma C7„ + S t7o non è altro che ciò che diviene
la (138) quanto invece di Co si pone c ossia il valore esatto sino al 1° ordine incluso. Dunque
terremo conto della correzione dovuta a c col solo porre negli sviluppi di 1° ordine il valore
di c avuto in 1" approssimazione, anziché il valore osculatore.
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Per la stessa ragione poi, volendo tener conto della correzione relativa al [a che entra negli
argomenti, basterà sostituire nel [a che si trova negli argomenti degli sviluppi di 1* ordine,
invece del Wo il valore di n più esatto sino alle quantità di 1° ordine incluso.

52. Ci resta ora da trovare l'espressione di Sw, ed il valore più esatto di c da sostituire
negli argomenti.

Si osservi per ciò che la funzione n contiene una parte costante formata dal valore oscula
tore iniziale e da una quantità dipendente dalla forza perturbatrice. Ciò risulta dalla formula
che troveremo nel paragrafo seguente:

log» = logMo — - J/j2 S 3 ̂ je + 2-.sen^
2  ( cos' Xo COS* Xo

giacché è facile vedere che le quantità K, fi, ecc. contengono dei termini costanti dipendenti
ed indipendenti dalla forza perturbatrice. Ora, dalle (35) (36) § 2, con metodo notissimo dai
trattati di Astronomia, si deduce una serie esprimente v per [n t c) che sarebbe :

V = {nt c) J.sen(»^ + c) -1- ecc. (140)

Se ora s'indica con N la detta parte costante di », e si osserva che c non ha termini propor
zionali al tempo o li ha piccolissimi, abbiamo che nell'espressione di v per t la parte propor
zionale al tempo è TV. Ora dalle tre prime (49) § 2 che han la stessa forma delle (35) (36),
si dedurrebbe, analogamente alla (140):

V = {n^z Co) Asen(nas -f- e») -f ecc. (141)

Se ora nella (71) § 3 poniamo al posto di s il valore

Sq — »o "f" Cq Gq sen Sg.
si vede che avremo: ' '

ns = cost -f — ̂aec^-j- Um + l^ooj^o^ -f- w
essendo w un complesso di termini non proporzionali al tempo. La (141) diviene allora

V = cost -j- ^ a e có -f- 0^00 + l^ooj'»o t + ecc. (142)

e sarà l'espressione di v per t.

Per ciò che si è detto sopra avremo dunque

TV = |yi' — — ci e có -)- Uoo + Póoj •
Ora della la parte più considerabile è certo la parte costante, non avendo la n variazioni
secolari: essa parte costante è evidentemente TV—»oi cioè, se si ricorda che y5 = 1 gì :

^n = g[ — — et e Co -j- Z7o, o Pò, o^»o •
Analogamente ragionando si concluderebbe che la parte di c costante è la parte costante di (142)

esatta quanto si vuole, la quale si dee introdurre negli sviluppi di 1° ordine al posto di Co.
53. Riepilogando: le Sr', Sv' indicano le variazioni del raggio e della longitudine del pia

neta perturbatore per l'azione del perturbato e degli altri pianeti del sistema solare. Indicando,
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in generale, con tali variazioni dovute al perturbato, e con ^a,*
:8Cuno degli altri pianeti, avremo:

Sr'= -j- -|-§3^'-j

5 «;' = Si j;' -f ̂ 2 + ̂3 f ' 1

dA dAepperò i due termini -j-;Sr', della (2) 8 4, si trasformano in:
dr dv \ ! o 1

quelle dovute a eia-

S. ■.'i. -jìì i

d A. ^ f d ̂  ^ f d A f . d A ^ . d A ^ / . d A ^ t
_s.+_s.'=_s,/+_(., +

I primi due termini del 2® membro sono stati sviluppati avanti, e si è visto che nella equazione
■differenziale non producono che il termine Sp, salvo ad aggiungere la correzione (136) dopo

Q/ p
l'integrazione.

Quanto ai tre ultimi termini della (2) § 4 si nota che essi son sempre trascurabili perchè le
Si, So, Si essendo le variazioni che l'inclinazione, ecc. del perturbatore risente dal pertur
bato e dagli altri pianeti, è chiaro che da quello non risenta nulla e dagli altri tanto poco
che non è il caso di occuparsene. Quindi la (2) § 4 si riduce, nel caso di un sol perturbatore a

SA = ̂ Sv + ̂ Sr+Mu+ ̂ SBdv ' dr ^ dh ^

4- V S J J- V'^ 'j I d A ^ .+  + òa + _se-f —Si
dO di

iutendendo che dopo l'integrazione si debba aggiungere la parte di (136) che è di 2° ordine.
E chiaro poi che delle espressioni precedenti ne avremo tante quante sono i pianeti pertur
batori che si considerano.

§ 5.

DETERMINAZIONE DEGLI ELEMENTI ELLITTICI PER Un'ePOCA DETERMINATA.

1. Integrate le equazioni del moto e determinati così i valori delle quantità

V. ?, 4-. J, 3, A, r
in 2- approssimazione, si pu6 ora calcolare i valori degli elementi osculatori esatti sino al 2- or

■dine, per un'epoca determinata.
Stabiliamo prima le equazioni rigorose necessarie a tal calcolo. Dalle (50), § 2 si ha

ccos

0908 , csen(a.-a,.) = -ti(|-j. i di
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In queste (p, i)/, sono già calcolati: quindi si potrà da esse dedurre i valori di e, per l'e

poca fissata.

Inoltre essendo:

cosX

si ricava da esse, agevolmente

_  Oi fi fl Q 3 2 7 ^0 ̂0 ^
h=—r; a'«^ = a;«; = y;/io = —:r> e = sonAc.r,a\^ COSAo (2)

cos'\fhÀ' JHY

che danno, prima a poi n essendo già note X,

2. Dopo ciò, le equazioni notissime

rsen(«;-}-rao) = ®ocos Xosené

?cos(v-t-®o) =«o(coss — Co)

dànno:

e la i si determina dalla

tg(t> + Wo) =
cosXosens

cosi — sen X,,

noe-{-Co = i—sens .

giacché g è nota; quindi la (4) darà la v. Ora, dalle equazioni analoghe

r sen (v + ra) = a cos X sen s

^ KV>
(3)

,  ! ii> i:!ÌeaSiJ sris in- t ; :

i rmUi iq no a

!  i' ■

i&i ÌU!i!hi'.Ì>lÌ Ùl

,7 'd oLmtfè-j li- /én . - 'f-
,  ilgiih 0

. I».: 'l.M, J 1* J ; ; ; • I

^  V, . • (5)

jn' v)d"j

.  du Li} u'ì/djb i
rcos(«-j- = a(cos — e) -ih >T ?.d

si deduce tge, la quale se per r poniamo l'espressione corrispondente, diviene

cosXsen(v-|-w) .

senX-j-cos(t;4-^)

e CI, V, <p essendo noti, se ne ha la e. Da questa si ha poi c dalla equazione

ni-|-c = £ —esens. . ; (6)

Infine, dalle (22) § 2 si ha .

sen i sen (e ra„) = H -}- sen«osen ("o 4- wc)

sen i cos (5 -)- ®o) = A + sen io cos (io + ®o)
(7) .

•  :\]li l'Hill',*;
dalle quali si hanno i valori di 1, i. Per quello di 6, ricordiamo che (22) § 2: '

*  L.'.UÌlUL' •

tgi(6-0o-r)=2<|^tg|(i-i„)
COSj(l-i-«o)

da cui, ora che sono noti 1, », r si ha 0. Così gli elementi osculatori a, n, e, ra, c, 1, », 6 sono
noti all' epoca determinata.

(8)

^  ' J

■*r7^
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3. Questa sarebbe la soluzione teorica, ma a noi preme la pratica, approssimata sino al
2° ordine. Se intanto si pone, badando alle (2):

avremo, dalle (1)

Di qui, si ha

(9>

ecos(t3 — cjo) = eo + "i

esen(w — CTo) =
(10)

tg(ra —ra„) = e
Co -j- V)

quindi sviluppando colla serie che dà arctg e fermandoci alle quantità di 2° ordine inclusivo,
badando che in vi vi sono dei termini di 1° ordine abbiamo :

■nJ — = .

e di qui, sino al 8.° ordine:
Co + VI san \ (l + -^] '

V  senlal

sen>i|, sen^)io

ed essendo p il modulo per ridurre in secondi, avremo:

w = CTo -f- p — p _i2!_•  '^senJ.o -^sen'Xo
che dà ro sino al 3° ordine escluso.

4. Per aver X che è l'argomento di e, si ha dalle (10), ricordando che

e = senX;

sen X = ̂  v]'' -j~ 2 V) sen Xo -j- sen^ X^
da cui

sen X = senXof 1 +
°L sen^Xo J

e da questa, sino al 3° ordine:

senX

Dalla (12) si cava pure

= senXofl -| 1 —11 ^2sen"Xo^ senXoJ'

cosX = cosXo j^l — -f- n' + 2nsen Xol^

]■cos'' Xo

e svolgendo, sino al 3° ordine:

cosX = cosXo 1 e VI VI sen X,
2cos'X„ 2cos'Xo cos'X, ]■

(H)

(12)

(13)

(14)

(15)
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"plicando la (13) per cosXo, la (15) per senXo e sottraendo, si avrà;

?" I I vi'^senXosen(X —Xo) = -
2 sen Xo cos X„ ~ cos Xj 2 cos' \

« sviluppando colla serie dell'arco seno, sino al 3° ordine

X — Xo -j- p ?"
+ P: •p

vi'senX,)

2 cos'' Xosen 2 Xo ' '' cos X

«he dà il valore di X in secondi.
5. Per avere a si osservi dapprima che pella (14):

^0 r, ?" + "i" + 2 Y) sen Xo1~^
s "X ■"[

cos

cos"

prendendo i logaritmi decimali della (3), si ha:

Ma badando, che essendo 31 il modulo dei logaritmi neperiani abbiamo:

e che

log(1 + ̂ ) = Ml(l -{-0) = Ms — M—
2

h  h

la precedente, svolta in serie, dà:

log a = logao + ilf j 2 S j
! ?2

+

Per n, osserviamo che dalle (3):

\ + 2v)senXo 1 + e„
cos Xo )COS^Xo

da cui, per la precedente:

1  Wo 3 , et

,„gn = l„g„.-ÌjE[28|_(s^)*j
3 -n/r ( '?" + 2yisenX,
2  cos"X„

1+^0
COS^ Xo

103

(10)

r:d i" .ijo iO

■ f^-U'hVr -Ì! . rtip
■  ' -id-,

taf: m

;t - ■r:L;T5

(17)

i' j

(18)

che è facile a calcolarsi, giacché i due ultimi termini son già calcolati in servizio della (17).
Per avere finalmente la c si adopreranno direttamente le formule stabilite nel n." 2, dalla (4)

alla (6), osservando solo che la (5) e l'analoga (6) si risolveranno col metodo di Gauss.
6. Passiamo ora alla determinazione dei valori approssimati di <7, i, 6. Poniamo:

Hsen (to + + a cos (ffo o,) = 2
S cos (to -f- — A sen (cio -f ro,) =p
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dalle quali
S='^-A^=/ + 2^

Le (7) danno, quadrate e sommate:

senii  == sen io
4- + 2 gsen i

"1 +
semaio 1 (19)

che ha la stessa forma della successiva alla (12): dunque avremo, analogamente:

I  H I sen?o 2 I P

COS in 2 cos sen 2 ?o

Oltracciò, moltiplicando la 1" (7) per cos(<7„4-ro„) e la 2" per sen((7„ + ®o) e sottraendo, avremo:
sen sen (<7— Co) =i'

e per la (19): ^

^  ̂ fi I y+ g' + 2<?sen?'o1~^
sen io L sen^io Jsen(

svolgendo, arrestandoci al 2° ordine, epperò ponendo t —«r,, in luogo del 1° membro, abbiamo:

(20)P  ,
<7 = <70 + P P ■

sen«o san

Per ottenere 0 si parte da (8), e badando che c —(7„ è almeno di 1° ordine, sviluppando colla
serie dell'arco tangente, si ha, colla solita approssimazione.

-40 - 00 - r) = tg^^ - e»)
cos5 -f- io)

e svolgendo con tali norme anche tg-3('7—;<7o):

C0S-2(Ì -)- io)

e nello sviluppo della frazione che entra nel 2° membro, non dovremo tener conto che di quan
tità di 1° ordine, tale già essendo la (ff —ff»)-

Intanto si può dunljue omettere cos-^i — io)' inoltre

cos
4^ = seciji + i.) = seo [,. +

secio sec4^ — io)
' l — tgÌotgn{Ì — Ìo)

■ secioioseci(i — io) j^l + tg io tg ì (i — io) j.

Ma volendo tenersi al 1° ordine, ricordando le serie che danno la secante e la tangente, avremo
per tale approssimazione:

1  1-f —«o)tgio

cos § (i + io COS?o
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epperò

fi ù I r* I '^0 i 1 S6n 1q . t .. . .0 = H ^ + 5^ (t — lo) !J — (J„)
cos?o 2 cos io ■

Introducendo in questa la (20), e il valore di i — i'o, ed arrestandoci al 2° ordine, avremo;

= 00 + r + ■ P 3 cos io — 1
^  PQ.-^ r-- r^

seniocosio 2cos iosem?»

clie dà la 0 ; e così tutti gli elementi sono determinati.
C i*

§ 6.

CORREZIONE DEI COEFFICIENTI DOVUTA AGLI ELEMENTI OSCULATORI FONDAMENTALI.

1. La correzione di cui si parla nel titolo di questo ultimo paragrafo non è relativa ai ri
sultati del calcolo, ma ai dati numerici del problema. Può darsi cioè che gli elementi osculatori
da noi posti a base del calcolo sieno errati di quantità che supporremo di 1° ordine, come av
viene quando l'asteroide è scoperto di recente e non si hanno opposizioni in numero sufficiente
per calcolare l'orbita istantanea con tutta sicurezza, ovvero quando gli elementi suddetti, anche
esatti non appartengono alla stessa epoca a cui son riferiti quelli dei pianeti perturbatori.

In tali casi i coefficienti saranno errati di quantità di 2° ordine, epperò adesso bisogna cer
carne le correzioni.

Gli elementi osculatori dati dall'osservazione sono a, e, w, c, <7, 0, i. Non ci occuperemo di c

giacché esso non entra nei coefficienti, ma solo nell'argomento delle serie: onde, quando si calcoli

il valore numerico delle perturbazioni, basterà porre in luogo del simbolo c il suo valore più

esatto di cui siamo in possesso.

2. Per avere le correzioni Aao, ACo, ecc. degli elementi fondamentali, osserviamo che le

perturbazioni di 1° ordine calcolate sono esatte ancorché sieno errati gli elementi fondamentali,

purché però l'errore sia di 1." ordine: giacché un tale errore negli elementi fondamentali, porte

rebbe nei coefficienti una differenza al più di 2° ordine, essendo essi coefficienti naturalmente

di 1° ordine. Ciò posto, col mezzo del § 5 calcoleremo gli elementi a, e, ecc. relativi al tempo

^ = 0; le differenze fra questi e i valori presi inizialmente saranno le Auo, ecc.

In questo calcolo però in cui si tien conto del solo 1° ordine bisognerà nelle formole del para
grafo precedente porre

almeno quando il senAo che é al denominatore non sia piccolo in modo da rendere sensibili i
termini relativi, giacché le predette quantità sono di 2° ordine. Nelle quantità "n, ecc. si dovi'à
porre per t il valore che corrisponde a f = 0, dato dalla

Cn — Sft (?oS6n Sft

e che si valuterà col metodo solito di Gauss,

14
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3. Cominciamo dal correggere le quantità

£2 ^ ^ d r/iiA
f?£ ' d£ ' ' dzylij'

Di queste funzioni dovremo prendere le espressioni esatte sino al 1° ordine, giacché le corre
zioni Affo, ecc. sono di tale ordine, e non vogliamo anche nella correzione oltrepassare il 2° or
dine; terremo dunque le espressioni:

d<? . 2 r I / I . 2 ,( dQ.\
17 ~ ^ cos;-J r{e + cos/^) — :rsen/ |«£ cos>. L X \ dv ^ cos>. dr}

d<j^ 2 r h' "I ^dn 2 Y dn]
-T- — Ai = ^ 1 y sen — cos/ ( r --—
«£ COSA Z J cosZ \ dr )

\

-

dt '

d HiA ^
l^£ /J '

3r dSì

cosZ dv

r  do.

cosZ do

(1)

-3^=

che si ricavano dalle (78) § 2, (11) § 3 facendo a = a„, 6 = 6», ecc.
Gli osculatori fondamentali entrano tanto nelle variabili relative al perturbato quanto in

quelle del perturbatore; giacché entrano in r, v, eco. direttamente ed in r', v', ecc. indiretta
mente. Infatti le r, v', ecc. sono funzioni di g' e questa dipende da £ per mezzo delle c, w, e
come risulta dalla

 J< = 0' — p. c -f- p. £ — ep. sen e
trovata al n.° 10 § 3.

!Noi per maggior chiarezza, faremo prima la correzione delle (1) in quanto gli osculatori fon
damentali entrano nelle variabili relative al perturbato, e poi quella relativa al perturbatore:
e chiameremo A, 1 incremento nel 1° caso, e A2 quello nel 2.°

Ricordando poi che fi é funzione di r, «, e, i, d originariamente si ha che nelle (1) gli oscu
latori fondamentali entrano nelle funzioni r, v, h; ed esplicitamente compariscono ra, Z, a, i, 6.

4. Trattando, generalmente, una delle (1) che diremo A, avremo, in conseguenza delle pre
cedenti osservazioni:

di ' da ^ dida dH

(2)

intendendo per Ar, Av, Ah gl'incrementi che queste quantità prendono dipendentemente dalle
correzioni degli osculatori fondamentali che entrano nelle loro espressioni

Bisogna om esprimere le ir, A a, a J per gl'incremenli degli osculatori fondamentali A ciò
eerrono rntanto I, (35) (36) § 3, ritenendo r funzione di e. e o funzione di e, e. essonda la
variabile indipendente. Si ottiene allora dalle nominate formule:

Ar'

Av

Aa

a

rtcosZ cos:
Al

a spn £

- AZ — A 73
(3)
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e dalle due

an

(4)

essendo x costante, si ha subito:

A/?. 1 A a e
h  2 a cosA (5)

Ora analogamente alla (3) § 3;

dA »* dA esene

dv dz acosA

essendosi espresso f per e. La (2) allora diviene

e sene , \ A r
A

dr cosX (6)

cosA
l J. Ar — r A«7| + ^—r Aw + -^A/? + .^Aw +

'  ae «COSA I I

dA . , , dA. , dA.„ , dA . .

dA

dh

dA

dw

A A +
(7)

-r~ ̂  + "777 ̂  0 "l" -7— ̂  i-
c?A cfT ao

Ora, per le (3):
esene \

Ar — r —^v — rV i
cosA

'O- 1 '

■iP* c.i
(8)

ove si è posto:

F=

acosA

A a e + cose

Ai; = TF

cosA
AA +^^^Aw

COSA

TF=^AA.
(9)

cos A tt cos A
Act.

Mercè le (8) la (7) diviene

'i.i .;v

I  d A ^ , d A , dA^ . d A ,4- •—AA + —Ac +-^ A0 -f — Ai
' di ' d<> dO ' ' di

;  (10)

5, Veniamo adesso a calcolare i coefficienti di questa equazione.

La è già nota, entrando essa nella (9) § 4.
de

La si trova agevolmente, moltiplicando e dividendo per r i secondi membri delle (1)
dr

e paragonando colle (78) § 2, allora differenziando si ba
dA,
dr

dAi
dr

dAs
dr

= K,+A,

= = Kt -j- Aa

= K, +A,

(11)

4 ^.



108 A. VENTUKI, ■5

ove K\, Kì. Kz sono già calcolate al § 4, la loro espressione generale essendo la 2 (16) di
•detto paragrafo: cosi pure sono note le Ai, Az, Az non essendo che le (4) § 3.

Cosi pure, si ha dalle (1) in quanto ® entra esplicitamente:
dAi

:  t

dAz
dp

d Az

— Az

= Ai

= 0

2 er d Ci
acos^'X dv

(12)

ed ancora dalle medesime:
, dAih —jri Cri

ah

dAz
h

h i

dh
= Gz

1 i t

:'{»•) j *\ M
(13Ì

= 0 idli I

essendo anche le G calcolate al § 4, e date dalla (35) § 4.
.  ,Così infine, dalle (1) in quanto X entra esplicitamente;

dAi ^ ^ ^ , 2r
d i

dAz
di

da \Al tg X -] 7T :— \
acos X (tv '

= ̂ 2 tg X (14)

dAz
UT — "a '= J.3 tg X

quindi tutti questi coeflficienti sono quantità già calcolate. Quanto alla A^ non c' è bisogno di
svolgimento speciale, giacché come si rileva dalla (1), essa è proporzionale, ad Az.

6. Restano i coefiScienti della (10) relativi a a, 6, i. Ricordando che le A hanno la forma
(3) del § 4, trovei-emo dapprima col metodo del n.° 12 § 4:

dAdA , , dA ,
A dA r { d Ida 1 dn] d dac + —A(

da do
.) \

di ^ an |d?;[d'j cosidGj ' dv di^^j ^
r' ( d fdfl 1 dn] , d da )
aJi^(dr[do cosi dsj ^ dr di J

Dalle (22) § 2, ricaviamo:

(15)

A H = sen i cos (o -(- ci) a «j -{- cos i sen (>7 -|- cj) A i

.  ìA A = — sen i sen (a ®) à <j cos i cos («r -|- in) A i j

in cui dopo le derivazioni si sono omessi gli indici zero, volendo arrestarci al 1° ordine.
Dalle precedenti si ricava:

(16)

Aff =
sen ^

[ A S cos (o -j- m) — A A sen ('?-)- }

^ ^ còsi ^ sen (o + m) + A A cos (e; + m)}.
(17)
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ituendo nella (15) queste ultime e le (44) § 4 e ponendo analogamente alle (48) § 4:
l = rsen/'AS-j-(e)--|-rcos/") A A ,

m = rcosfA'E — rsenfA.A j
olio stesso metodo adoperato nei numeri 15, 16 di detto pai'agrafo, troveremo:

(18)

ove

r=— 7 1cos? [cosà\f7zjo clt\dZh \

0 =
1

(19)

COSÌ

:  i

'nfjor.m

ed in queste le Z, m sono date da

l = ff cos>.[sensAS-|-cos);CossAA]

j» = a[(cose — e) A3 cosasene A A]

come risulta dalle (18) introducendo l'anomalia eccentrica. In queste ultime però si porranno
pei A a, A A i valori calcolati dalle (16) in base alle correzioni Ac, Ai già determinate dopo il
calcolo di 1^ approssimazione.

7. La (10) con ciò diviene:

.  . %A ( dA\ „ , /•, dA\Ah , dA , dA , ,

ove i coefficienti sono dati dalle (11), (12), (13), (14), (19); le M, N sono le solite quantità

introdotte al principio del § 3; le V, W, sono date dalle (5) (9) e infine le A'cn, AX si cal

colano direttamente.

Si ha ora:

=/('' %)'''' =/'^'
e quindi :

A>li=jAA2cU, AC=jAj.3ds,
dalla (20), coll'uso dei valori speciali dei coefficienti:

4^
pò oi o;:,. (21)
jo ni it-nq e. '
'.'[a n'; v.fr.e

A,^ = (Z,-f^)F+%^ W-{-G,^ + M,T + N,®
ClB' h

, [.1 . ^ 1 2>* rZfJl,. .1 .4, tg X — —— I A X — Al A tu
I  . « COS" X fZ i; J ,

A. = (Z-, + ̂,) F-b ̂  TF+ (7. + ilf^r + Z,0

- L

'  ;» iian-.'ii o.mo'l

V  .

•iiflb Oi.'.'injlo. ' '

-j- JjtgX AX -|-

0A

' 2er

acos^X dv\
(Znl

Ars

A. A, = (K, 4- ̂ ) F + ̂  1F+ M,T+N,@i- tgXAX.
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Ah
Per le (21) avremo, badando che —, Al, Aw sono costanti:

tv

A, (p = J(7f. + A,) Vd e + TFc7s +J [M, T + iV. ©] (?e

A. ̂ = |'(Z, + ̂0 Vd £ + J ̂  TPfZ s +1[Jf, r + 77,0] tZ £ (22)

+
2eAra

—|— ^ tg X A X ""l" © A tu

'iaccliè

a cos" 1 [h J

A. ̂ = J(Z3 + ̂3) FfZe + J ̂  F^cZ E + J[Ms 2' + 77,0] cZ £ + ̂ tg A A X j

{A[dz = m, r^,d£ = (I/ f— =
j  J ' J cosX fZw h

Si osservi che tutte le quantità, tranne T e 0, che entrano nelle formule precedenti sono già

state calcolate, sicché le (22) si sviluppano facilmente, e danno le variazioni delle 9, di
pendenti dalle correzioni degli osculatori fondamentali che entrano negli elementi del perturbato.

8. Alle funzioni ora sviluppate sono analoghe le altre S, A ; perciò poniamo il loro sviluppo
di seguito al precedente. Non parliamo qui della variabile F, giacché essendo essa di 2° ordine,
le correzioni porterebbero termini di 3° ordine che vogliamo trascurare.
In queste ultime funzioni si hanno gli elementi espliciti X, w, Z e gli altri contenuti in r, v:

giacché, dovendo prendere le quantità di 1° ordine, avremo:

^-Aj  -"5
rì s

.  ./(Za\
—^senfcosr ̂
cosX \dZjo

d A V .
-7— = A = r cos f cos I
«£ cosX i^\ 5

(23)

che sono le espressioni da correggersi: ed anche in queste divideremo la correzione nelle solite
due parti in cui l'abbiamo divisa innanzi. Dicendo A una qualunque delle (23) avremo, attenen
doci ancora alla prima parte della correzione:

A  j A«. I <Z , dA , dA^ .Al A. — ~r—A» -j- —— Aw -j- AX -j- --— Acj -1 A g -j- -77- A 0 -1 — A i.
dr ' dv ' (Za ' (Zto ' Ug ' (Z0 ' di

Come avanti si trova subito :

A  A dZ , / dA \ -rr , (dA\ ̂. , dA ̂ , dA , , dA , ̂ , <Z J. , . ^—H. + (,_jF+(^jAX + _i, + _A,+^A(l+—A. (24)
ed oltracciò dalle (23)

-,

dr

dAs ^ .
r —— — Ag
dr '

(25)
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ove le quantità dei secondi membri son già state calcolate: e dalle (23) si ha pure, in quanto
iX, vs entrano esplicitamente;

dA,

CiiO

d Ah

du

dA,

di

= -A,

= tglA-,

(20)

d Ad i 1 ^ I-jj- = tsXA. I

9. Quanto ai tre ultimi coefficienti della (24), teniamo presente che le (23) hanno la forma
della (82) § 4: allora analogamente alla (87) § 4, avremo

dA ̂ , dA^i, . dA
—— At -j-sTT A 9 4- —Ai
d<j d9 di

r  -r, . \ d ( diì\ . 1 d/c^n'i "]
'  an \dz)(, c,os,i d^)\dz)d\

(27)

Per questa valgono le (88) (89) § 4; e se ricordiamo le (17) (18) di questo paragrafo, avremo,
•conformemente alla (19):

r d f 1 \ , 1 d f ni, , d f 1 1 . 3 l'I
[dci\^A')"^ cosi dO^A'j ' di (a^J ^ A" cosi'""

Inoltre dalle (18) si ha, ricordando l'equazione fra r e v:

1
[i

f

AH

A A

acos^X

1

sen /" -f e ni -j- cos /"]

a cos'I
Y^[lcosf — insen/"]

•e da queste, per le (17):
' r.h i.; '.. <4 .i.T-j'

i  . *Ai =—L [/?',» +S'i]
così

A^ = -i^[i2"«i + S"iJ
seni

ove \e B, 8 son date dalle (92) § 4.
Operando perfettamente come nei numeri 28, 29, 30 § 4, si troverebbe, analogamente alla

<91) §4:
dA , dA , , dA . . B rr < m

■ A a —777 A 9 4—7^ A i = — [2jw 4" d
d9 ' di alid7

essendo le I, J date dalle (92) § 4, e quindi già note, mentre le l, in son date alla fine del n." G.
10. Con queste tras.ffirmazioni la (24) diviene:

A,.l = ̂  w^(r^ 7^:^A>.4-!^At:T + — [Im + Jl].
dt V dr/ di ' dw ' ali

(28)
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Si ha ora, come al n.° I: .

A2 =jAjr^de AA=:jAAods
e per la generale (28), adoperando le (25) (26), ricordando i valori della generica P, abbiamo:

AU, = {.E, + J,) F + Tr + [Pm + j;Z] + ̂5 tg>. ^ AT3
€(■ £ COS A

A, A, = (E, + io) 7 + %^ TF + [ Je m + Z] + tg A A ^ A tn.
fZ e COS A ' '

Quindi, per le precedenti, integrando:

•A,3=J(Zo+^5) FcZs+J^ T7fZs + -^Jrsen/'[7o«J +/oZJfZs
H- tgASAA 4- AAW

.  . .o, 1 } (29)
A, A = (Ki i" Ah) FcZe + TFtZe -| — rcos/'[i'6 + JcZ] cZe

r. J j ' az COS A j

-f-tgAAAA — EAro j
e in queste tutte le quantità son date dalla 1^ approssimazione o dalle formule adoperate per
le (22).

11. Ci restano le correzioni da fare sulle due funzioni z, v che dipendono dalle precedenti.
Per non oltrepassare il 2° ordine, delle equazioni relative a dette quantità terremo solo la
parte che è di 1° ordine, cioè le (14) § .3.

Si prenda intanto la variazione della funzione — w data da

Avremo ;

_«„:=_^ 4._^cos/' + -^ij;sen/'. - ' (30)

+ 'i' I (7 ) A ^ COS/-A « - ̂  sen /-A ^ j J (31)
+ i (7 ) ̂  '■ + ̂ (7 ^ 7 ^

Ma dalle formule generali del n.° 4, e collo stesso -metodo si deduce :

À A. I «Z / A 2f^sen/- 0 fr-serìf\^ — sen/^ Ar + — senf Av = F-f — — |wdr\a ') ^ dv\a ') a ^ dz\ a )
e possiamo anche scrivere:

.  fAr esene . "] , esene 'dì-'"•='4--7sr"''J+^''^''=''r+^Tv (33)
che' è quanto dire che anche la semplice funzione r rientra nelle formule precedenti.

(32)

~-4-Ti4&"h'T-Tfc.TlÀif4-' '-ti "1
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Con questi mutamenti, la (31) diviene:

j = ^ -f" — cos/A 9 + — sen/'A({;

.  !• Wv» ..-il .'&5V-1- 1

(a a +^(a J ̂ ^senf—(jz-^cosZ-jAro
ove si è posto, per brevità:

Introducendo ora nelle precedenti le (22), avremo :

A,(^^ ««j = A + B + C — ̂ ? F+K FT
+ (r»,)[AXtgX-^« + 2F]+.X^^(|z)

Ti''(f) + t1? Z'/ff.<«' «»»/■/O.<i«]■ Aw ■
a cos

(34)

(35)

ove si è posto, per semplicità :

(36)

^  + Ai)Vdz ^ sen/'J(Z3 Ai)Vdt + •^cos/'J(Z, +.4,) Vdz
B = J f + -sen/f ̂ Wdz + ̂  oo^f{'^Wdza J dz ' a ' J dz ' a J dz

c — r Jm. rie + Jjf, r li H- r<jt+

(

12. Per semplificare la (35), si osservi che, com'è facile verificare, si ha, dalle (8), § 3
e dalle (9):

Ora :

e quindi, per la (37):

„  Ak A\ ersenf ,F = —2-7 rcosf ^Ars.
h  a cos A a cos A (37)

(38)

-I^F=l(^)F_4Ì:&)^-2lf^]^AX + 2Ìf^fMa  a \ h f a\h ) h a\h) a cos X a cos X \ A /

ovvero, osservando che:

Arar

15
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essendo Gz una delle funzioni definite dalla (35) § 4, si avrà:

«^cos'<p h
(39)

Inoltre, per le (9)
^  , Aa , „ „ 77t5ÌAX-- + 2F=»'—^ (40)

Introducendo le (39), (40) nella (35), ponendo:

D = — ̂Gzdz + —senfiGzdt — cos/"rGì dt
a J a J J

A,(r ».) = A + 11 + C + D ̂  + K w + (r »)(r-^) + ̂ (^) F.

(41)

avremo :

(42)

e così la variazione di w è ricondotta a funzioni già calcolate in massima parte.
Con ciò si ha subito la correzione di poiché si è detto che si deve tenere la 1" (14) § 3: cioè:

d (n z) r

de a
w

da cui :

^  . : AÌw - jP>)l t- — d(ns) d ■
r  A,—— = — ts.^ns

dt dt
= 4,(l») i- Hv.ij- ..

e di qui:
1  .

A|(wir) =Jà, i^^dt.
Quindi, per la (42) :

A,(«.) =/[a + B + C + + K +J[I(» + ̂)r- r „4E]dt (43)

che è la correzione di nz.

13. Passiamo infine a cercare la correzione di v. Si ha (14) § 3

12 [
dt cosi
 -^== —^ «prsen/"—é(er + rcos/")] = Q. (44)

Preudendo la variazione di Q, considerando 9, (|/, r, v come funzioni degli osculatori fonda
mentali, avremo :

\n \ »"sen/' er-f-rcos/'A,(2 = _AX+ —A? ^
cosX

^ A«' + ['P»'cos/'-f 4'rsen/"]-^.
ar a V -■ cos A

(45)

Ma dalla (44):

(40)
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Inoltre:

dO , dO A—■— A r —^—-— A V — —
dr dv cos

d(rsei\f)
dr

+ ■
Av r

cosX PCOSA L"
d(rsmf) , d{rcosf)

f dv

Ma, analogamente alle (32) troverebbesi '

-

d(rsenf) ^ , d(rserìf) , d{rsenf)^^  -ArH——i-^A?; = rsenf FH ; KV
d d ri er

d{rcosf)
A r

v

d(rcosf)
dv

Ai; = rcosfV-
d(r cos/")

de
TF.

Sostituendo queste e la (33) nella precedente, si trova:

Ar +-^ Ai; = Q F+K'TF
dr clv

,i k1 sj'dìtì

'...■M. 1
■; ,ói -IfTjiO

•  .!0

ì,)) aIìtìì ìi (11»:)
■  ; -u.v.'v; i;

ove

i  .

dr dr cos f

Sostituendo nella (45) le (46) (47) oltre le (22), si trova

A,Q = A' + B' +.r/ + I)'^ + (3F+K'TF + 2()tgXAX —r4-AX-tgX)-(pAi:T

(47)

(48)

\2n{er-\-rco5f)^_ , 2r8en/"
L  ® cos" X

Aw -I —^ Axl^
a cos X J h

(49)

ove SI pose :
rsenf

"""c'òsX J(;r, + A) Fds
er + rcosf

B' =
rsen/" f 0 J.

l - ^TFds —

cosX

er -j- rcosfCOSf r

■j(K, + Af) Vdt

TFde
0 A; ■

cosX J de " "" cosX J de

»"seii/"rr7i^ T I er + rcos/"j [- y e]ó;e
cosX

C' = ̂ ^^r[lf,T + .ZV,0]d£
cosX j ■-

:^rsen/j
cosXj (ti d e —

er + rcosf
cosX

G^ds

^ - A ; ;A • ■ . .

i nq

le quali son funzioni di quantità già calcolate.
14. Per semplificare la (49) osserviamo dapprima che per le (8) § 3, si ha:

i  y !) odo[2 e(e>* + r cos/") ^ ^ , Srsen/" „ dFpoT
\ h " de \ Il)'

[2 e(e>* -
ac

■ qu
acos"X ' acos"X

■ ; FI

inoltre, dalla (38) :

Ma si ha:
I = te — rcosf<f — rsen/"4'

■i ibctnwfiebfMT

■'i n t'u! eh i';?"-



116 a. venturi,

quindi :
dV„ dV(ho\ dVf , ho\ , dV . , " t „/■^ TT (xj= —r + xj + IT

Allora la precedente diviene:

-.iti:
•

K?<>

"-'il t)f

■  ■ ^

rU(er + „.sfl +^] + if ,roo.f+^^rn.nf.
L  acos X acca X \\h,) els \ ' h} dz «£I cos" X

Oltracciò, per le (9):

QF+2(2tgXAX-=§^ + (3f
I

Coli queste relazioni la (49) diviene:

e — cose , , «sene ^ _
r—AX — Ao

cos X eoa X }

Ai^= A' + B' + C' + D'^ +K'TF+e —
flf d

icroiv.'.'ri '■•

e — cose , e sene
AX

cosX cosX
Aujj — ril/AX — r^tgXA UT (50)

9  /• I r

(ZF .Sostituendo infine a il suo valore e badando alle (8) § 3°, si vede facilmente che

^p_coss^X . ^sene
cosX ' cosX +-^?>*cos/'+^^i]/rsen/'= r(|/AX -f ^ 9 tg ̂  A w.

Portando questa relazione nella (50) diverrà:

A.Q = A' + B' + C' + D'^ + K'W+Q^-2^(w + ̂ ]"  a dz\ ' hj'

— = 10
de

quindi, come avanti:

Al V = ij Al 0 d e

Ma, (44):

opperò, per la precedente:

= iJ[a. + B. + e + + i/[k' ̂  ^ ^ (» + |)j.c (51,
che dà la correzione di v.

15. Occupiamoci adesso della correzione delle preceden'ti funzioni, in quanto gli^sculatori
fondamentali del perturbato entrano nelle r', v' che dipendono dal perturbatore T«1
sarà da noi indicata con A„ come convenimmo di fare nel n.° 3 di questo paragrafo

Supposta per la funzione svolta in serie ed integrata, avremo la forma:

9 = (52)
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e nei coefficienti A le quantità dipendenti dagli osculatori fondamentali contenuti in »■', v' sono
le p, p. come può vedersi dal § 3. Queste ultime p, i>. enti-ano anche negli argomenti Wj.

Ora, se gli osculatori fondamentali fossero esatti, la precedente darebbe il valore esatto di (p ;
se non sono tali, se ne cerchino i valori giusti e si sostituiscano negli argomenti della (52). La
9 prenderà allora in ogni punto un valore che dirò «po, per cui si ha

E da queste:
<Po — ^ Acos"*- (53)

9 - <Po = A?. = = 2 A , (54)

Si vede di qui che la correzione in discorso si ottiene cercando gli incrementi di <p, if», ecc., re
lativi alle p, (X die entrano nei coefficienti delle loro espressioni trovate in 1" approssimazione,
e mettendo in tutti gli argomenti i valori più esatti che si hanno di p, p., giacché è chia,ro che

<P = <Po A ?o

le (po, Aafpo essendo date dalle (53) (54).
16. Indichiamo ora con S, la correzione dovuta a P, e con A, al solito, una delle funzioni

da correggersi. Avendosi, per esempio:

S, (p = S, Al d £ = J's, A ,  ■■ ...ì nofi

j.urcrqiwBéwmigóitui-':
rhi -i'iifloo.i i-jf) oiTaq id n

avremo :

dz

A'
. iìrt'

ihsji-m'jloi «d "t«!i

a  A ^

eJaaop ih nnuirfurjiti irttf
una ai- hii.: (55)

ih'e/ì.

ds.
'\ :yin -laii ■ul'a uh-iv i» -j

Ora ricordiamo che si ha :

quindi :

n  IP = p. = -
.  a 'jii

AmAS =t'p.cosXAX — lusenX— .. . ^

e siccome .... . ,7

differenziando abbiamo :
a'w = X = cost.

Aw 5 Ad / -^"1 „
n  'a l ' i )'

; um
t.afnid-hffiqò -.«l .

s iildn , .0 ji^> iì> f
-- /a lay .

)
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e allora:

Aa
Ap = i[j!.co9X AX + jfAsenX —

0* .

I». -v

in. \ (56)

che dà la correzione di S. -, -, i
dA *^9 '17, Si tratta ora di svolgere la generica -jp*. Sappiamo dal § 3° che le

hanno la forma generale:

^ A/V®
(57)

Collo stesso metodo tenuto al n.° 48 del § 5°, si troverebbe:

dA

d?>
(j-f

»  .'fi' **•' > ̂
10

(58.)

che, data la (57) dà il valore della derivata di A relativa a p.
Ora, come le A son già sotto la forma (57) come si vede dalle (53) (54) del § 3°, così non

resta che applicar la (58) ad esse, e le (55] posson ritenersi note.
18. Resta ora a cercare l'accrescimento dovuto alla correzione di p.. Siccome tale accresci- ■

mento dev'essere relativo alla p. che entra nei coefficienti, come si è osservato al n." 15, così

non faremo la correzione sulle derivate ecc., e poi integreremo, come sinora si è fatto; ma

integreremo prima e faremo la correzione dopo, giacché è solo dopo l'integrazione che [x entra
a far parte dei coefficienti come divisore. Allora, indicando con U una funzione tale che

élL = y.v-.
dz JJ

si ha integrando :

jj— y
n l A . "i [j —3V-)

Se noi prendiamo di questa la variazione di p. in quanto esso entra nei coefficienti, abbiamo,
indicandola con Sj:

S,C7 = Ap.2-
i

}j

—Ì>- iij—j'V-)'

e si vede che per aver S, U basta moltiplicare i singoli coefficienti di U per . ., . D'altronde,
3  3 \3'

abbiamo, per la

n

Ap. = —p.
Aw

•  : ■

Le due correzioni S,, S2 costituiscono l'intera correzione A2.

19. Applichiamo ora queste considerazioni a determinare Aj^r, AjV. Prima, ritenendo i soliti
significati di S,, abbiamo:

S, T— = - S, ̂ — cosfSi © -(- — sen/"S, I
\a ) a a ' a

m
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e per le (55), si ha: . . .AìV/- h

S,(i») = ip[t J + ^ ̂']
© quindi, siccome

dns r . , , ,
—-— = tv — < ' • •■f: *.ciò: j r c«aniia

dz a
avremo: j|j onoisoiico ìitììc'I Ah oil»

•.I Afe
;  /vioqqa

ove, per brevità:
,s,(w;e) = A^Jf^s . . 5..Ui,

: oiuojioì

-p r rdA^ r' .CdAi , ^CdAi
''=àJ-dF'''+» lì?

dAi
dz

le cui parti son già calcolate.
Siccome poi, in 1" approssimazione, si è trovata la forma:

ng=-^A
ove

," = (i—i»s —Ti'
come al numero precedente avremo la correzione di Bi(n0)

Si(n^} =Ay.^Ajj -T e
J—JV

.  ■ ! o; i?f sJjih /»({>
noe t. si ^m'ìo Jtiù

^ (l'i) .il ii.:ii!qqs srio «ie-ot
«; Ilio

'i((ìL u»ttjUsT 31>>aej V-' - •
(xj^ . , (59)
'  3ac!v?no'i et Oii; ■'•i v.:

'".

Abbiamo quindi
-

ihiAtn'-. ' amhq otorainiMlai
l  itn?ì ;:fìS01 iob 3ÌT«f Tei &

/  ./.

= Ap CfcZe + Ap. y — A,- e'" - 4 • r •< * -j

ove Ap, Ap. sono state sviluppate avanti.
20. Quanto a v, si ha:

,  . -1 JL 4= ... M
' 1- Hi

ni iàq«»ai«(»émq-.;r «

^ dlj ̂  [rsen/S. <p - {er -\-rcosf) S.i}ì] ; ,
quindi per le (55), ponendo :

!■ 1 ima éiloi

!  :v liv Oli

avremo : , V.'

■  ■fil

,070iin otnoin
d Ai 1 " ■' ' ' iifiiEaiJm/ilah

' " " Jé i
■•ìotq

,  •4. :.: : i.'.'oiid oiehnfn

.  li-ìr) o.oiliia li fi fa jolnoJni'le, al solito. f -agan/iH ih maqo'imh 9«of.v
; ;'I giiKiiiiI ii ' ^ ~ I ~ ^'fi non .obihab li ohflfiJlaqsA

quindi: >xuiaiioi!i' ' ■' ^f  : l ìriVféeeO'ìlyó'fiVaimìdit^
S, V = ̂ Ap I P'iZs. M- up CIÒ ofi.j:ii^ >'IqqA .'.'1

; oiafii-W'. .ii> ih iJeiiìiii^i»
Infine, siccome in 1' approssimazione si è trovata la forma: sivmAl-M °.a ,o .1 ('•)

^ I e
■1 - ne

y B.ve-
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si troverà, come avanti la correzione r'- t:

ò\v =

epperò, infine;

B...., e'
jj (»7)

AjV = ApJp'f^E + j ̂j, -ei'

che dà l'altra correzione di v.

hIn ultimo poi, cogli stessi metodi, avremo le correzioni delle 9, ij', -~,Z, A, date dalle
fi

formule :

A.«P: =Ap[^dE + Ap.>;^
dA

J—j'V-

u-e + Ap. V ̂ J ]v.., e'"
J—3 11' "

m

r^.e-

A,S 3'

3—3l>-

A, A

le quali son derivate dalle (58) (76) del § 3, ed ove si è posto:

%' ^ù"' %' — Qjf ' ~~ iw ̂ 33' ' ^jj
.  p

3  3f

ed (0 essendo sempre la (59).
Con questi sviluppi si trova completata la nuova esposizione del metodo di Hansen. Le diffi

coltà superate non sono state poche nè lievi : oltre ad aver svolto il tutto in modo completa
mente nuovo, ho dovuto cercare e stabilire la recondita ragione analitica di certi procedimenti
delicatissimi che Hansen giustifica semplicemente col dire, che, non procedendo nel modo indicato,
presto le formule diverrebbero illusorie (*).
Scopo di questa non lieve fatica è stata la maggior diffusione del metodo in parola, che può

rendere buoni servigi all'Astronomia. Altri giudichi se, e sino a qual punto io sia riuscito nel
l'intento; ma il critico coscienzioso dovrebbe, prima di leggere questo scritto, prender cogni
zione dell'opera di Hansen.

Aspettando il giudizio, non mi resta che porgere vivissime grazie all'Illustre Prof. Schiaparelli
che mi è stato sempre cortese d'incoraggiamento e che mi ha dato validissimo ajuto aprendomi
la ricca Biblioteca dell'Osservatorio di Brera da lui diretto.

(') Hansen, 1. c., n.° 55. Memoria 2®.

■ ... j. AR:--7;. ■ T
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