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AVVERTIMENTO.

———mlp @ Cli—

I calcoli delle presenti Effemeridi furono eseguiti come
segue:

Quelli dei luoghi di Luna, dei Pianeti, ecc. dai signori
Sacerdote Giovanni Capelli e Paolo Belgiojoso;

Dei luoghi di Sole dal sngnor Curzio Buzzetti ;

Quelli degli Eclissi, congiunzioni ed occultazioni dai signori
Roberto Smbucchl e Paolo Belgiojoso.

- ErFEMERIDY DEL '1846.
Erron. " Correzioni.
Pag. IX hnea 4 colonnas 638 ¢ 5" 63 3 X 5.

" "APPENDICE ALLE ErFEMERIDI DEL 1846.

»15 » 9 » 2 $ 13 10 S 13 40

» 1§ » ultima » 2 5 28 10 5 35 10

» 30 » 15 » 2 43 10 43 20
»56 » 3 » 3 28,27 a8,70
» 56 » 10 » 4‘ 31,46 31,45 -
» 57 » 18 » 4 22 11 22 12

» 57 » 19 » 4 23 11 22 13



SPIEGAZIONE DEI SIMBOLI E DELLE ABBREVIATURE.

——
SEGNI DEL' ZODIACO. " PIANETL

Y Ariete.: ] o} hIerchrio.

< “Toro. Q. Venere.

O Gemelli. & Terra.

% Cancro. d Marte.

S0 Leone 2 Cerere.

1n) Vergine ¢ Pallade.

<N Libra % Giunone.

1y Scorpione. Y Vesta,

»> Sagittario. ‘X Giove.

A& Capricorno. b Saturno.

== Aquario. B Urano.

X Pesci.

® Sole. Y Luna.

€ indica Giorni. ¥ indica Mattina.

. * Ore. s ‘Sera.

’ Segni. A Australe,

° Gradi. B Boreale.

! Minuti, diff. Differenza.

" Secondi. dist. min. Distanza minima,
d Cohgiunzione. imm. Immersione.

S Opposizione. em. Emersione. .
D Nodo ascendente, AR. Ascensione retta.
¥ Nodo discendente, Lat. Latitudine.,
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Settuagesima . « . . . . v ...ttt e. .. B

Giorno delle Ceneri. . . .. .. e I
Pasqua di Risurrezione . . .. ................ 4
Litanie alla Romana . .............. 10 II 12
Ascensione del Signore. ... ... et e 13
Litanie all’Ambrosiana . . . .. .. ceeeees 17 18 19
Pentecoste .. .......... e et 23
Santissima Trinith . . . « v o o v vt v vt e . an .. %
Corpus Domini .. .......... e e 3
Avvento all’Ambrosiana. . ....... e v e ... 14
Avvento alla Romana . . + .. . «..co.veuvu.oo. .28
NUMERI DELL’ANNO.
——————
Numero @’°Oro . . .. . ... ... oL B P
Ciclo Solare. .. ............... e e .
Epatta........... B T T T U P, P e e

Indizione Romana .. .........c0vtieinnnsn.

Lettera Domenicale ... ..... ...

‘

QUATTRO TEMPORA.

—— O

DiPrimavera ....................2§ 26 27

D’Estate . . . . ..ot eeeevaaene.o26 28
DABUNNO. + . o v v v v e e e 15 17
DInverno . . ......¢0ovvvveeue...15 17

29
18
18

Gennajo.
Febbrajo.
Aprile.
Maggio.
Maggio.
Maggio.
Maggio.
Maggio.
Giugno.
Novembre.
Novembre.

Febbrajo.
Maggio.

Settembre.
Dicembre.
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ECLISSI DELL’ ANNO 1847 IN TEMPO MEDIO.

31 Marzo. ' Eclisse parziale*di Luna vmblle a Mdano.
‘ - Principio dell’Eclisse a g* o' of/.

Fine dell'Eclisse a 11 6/ 50/,

Quantita dell’Eclisse dlgm 3 min. 28,

14 Aprile.  Eclisse di Sole invisibile a Milano.
Congiunzione vera della Luna col Sole a 18" 5¢'.

24 Setlem. Eclisse parziale di Luna invisibile a Milano.

8 Ouobre. Eclisse parziale di Sole visibile a Milano.
Principio dell’Eclisse a 18" 45' 6.
Nascere del Sole a 18" 11/,
Massima oscurazione a 20" 5/ g/,
Distanza minima dei centri = 1/ 47/,
Fine dell'Eclisse a 21® 33! 12/,
Quantitd dell’ Eclisse digiti 10 min, 51.
H primo appulso avra luogo a 2a2° di distanza dal diame-
tro verticale del Sole.

FObbl'iquith Nutazione || .. S | Obbliquith | Nutazione
de’ pnntx de’ puntl

apparente equinoziali equinoziali

apparente

dell’eclittica. | in longit. dell’ eclittica. | in longit.

"
a3’ 27 3‘{’5 459
24,6
24,8
25,0
25,2
25,3
25,5
25,6
25,5
25,4
£

7.8 24,1
759 24,2
24 ,g
7.8 24

7,4 24,6
24,7
2477
2497
24,6
24,4

24,2

15 “ 257 afl

FEFTFEFEIFIEFFTFELTFETEES
TEFEFFEIFTFFFEIEIFTFFTFESE




i
Occultazioni dei pianeti e delle principali stelle dietro la Luna
per Tanno 1847 ‘a Milano.

(*) Tangente il lembo della Luna.
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ECLISSI
DE’SATELL. DI G1ovE|f]
Tempo medio.

Fasr pELra Luwna

G1oxRNI.

in tempo medio.

t | Luna piena ......... 3bgf 1. SareLLrTE.

9 | Ulimo quarto . ... .... 715

16 | Luna nuova . ... .....132a ] * 1 '457233“‘-
. » 31 916 14
23 | Primo quarto .,...... 4 54 5| 35 o
30 | Luna piena.....,....a1 6 g ?égig
« 10| 11 21 36
|Conarunzione peLLA Lu~a coLLE STELLE)| * 12 5 50 34
in tempo medio 14 g
15 184 xo
: » 17 x.’)lg
r|5t05 .. i 1244 %19 g4
15420450 a4y fl M 23;‘%4;
1 [68kDO5r.........22 8 « af 151320
26 9 41 %0
3165255, ........1516 '28 4f°5°
7]9v e Q 450 ... ... 243 29 | 22 39 23
10 (10 A 4. ...\ ... afa5) 3117 Bar
1] ga®A38, . ..., 556 IL Sarerirms,
131 7xOfiuco5....... o 7 '; aang:ﬁGem
15 44" » 52, .. ...... 23 41 I I 61(1s
161 9B B3.4% .......22 19 'ié lézzgl
17 Br=52.........18 6 a1 | 17 042

8
181 436==45*....,..a110 ‘:g Igéﬁgé
2561 Q42 ... .13 59 1L Sarmars.
25 | 643 Q@ 4.5% ...,... 14 28 3| 2 4 oimm.
51688 @50, ........1513 3] 428 35em.

10| 6 4 38 imm.
6 [rofmP5*......... 949 . 10 85ﬁxgem.
a8 5tra52. ... i 1919w 1s 1055.§5imm.
17 | 12 31 59 em.
28 |154204.5%........3r199 :QZ 14 5 B ian

20 | 68Kk0O54 ... .. ... 453 24 | 16 33 25 em.

31 | 18 -6 27 imm,
_50 65“’%57.pto-o-.-02217 3 2054501’“.

Effem. 1847. 1



2 GznNw~alo 1847,

e e e e e m—— ————————————
ElE| 4 Sslo s
g1 8 Temro Temro Teuro | @5 8ok
= | e ;,,g medio sidereo sidereo 3 e
S |< |58 . a 2 te&|RIR
e | O mezzodi mezzodi mezzodi | 5 [83 8
£ £l = vero. vero. | medio. S8 |kT3 +
S| | = &~ °

b L b b B

1| 1 [Ven. |0 3 42','65 18 45’ 4(')’,78 18 41’ 5;’,72 7 Sg; 4 21
2| 2 (Sab. [ o 4 10,67/18 50 5,62(18 45 54,37( 7 38 | 4 22
3| 3 [Dom.| o g 38,52 18 54 3o.13 ;g gg 20,83 7 2;3 4 21
4| 4 |Lun. | o 6,04118 58 54,2718 53 47,391 7 4 2
5| 5 Mart.| o 5 33,1419 3 18102. 18 57 4?),95 73714 23
6| 6 Merc.| o 5 59,8211g 7 41,3039 1 4050} 7 36 | 4 24
7| 7 |Giov.| o 6 26,0519 13 4,16|19 5 37,06 7 35| 4 25
8 8 |Ven. | o 6 51,81|19 £6 26,5519 9 33,62} 7 34 2 a6
9| 9 [Sab. [ o 7 170739 a0 48,44|19 13 3o, 7 34 26
10 | 10 [Dom. | o 7 41,81[19 25 g,81|19 17 26,5 733 | 4 27
11 | 11 [Lun. [ o 8 6,01(¥g 29 30,6319 ar a3,a9{ 7 32 | 4 28
12 | 12 Mart. | o 8 29,64{39 33 50,88(19 25 19,84| 7 32 | 4 28
13 | 13 [Merc.| o 8 532,67|19 38 10,54[19 29 16,40 731 |4 29
14 | 14 [Giov.| o 9 15,0819 42 29,55(19 33 12,95| 7 30 | 4 30
15 | 15 |Ven. | o 9 36,84}19 46 47,92|19 37 901} 7 29.| § 31
16 | 16 (Sab. | o 9 57,93l19 51 5,63|19 41 6,07] 7 28 [ 4 32
17 | 17 [Dom. | o 10 lé,g?) 19 55 22,65|19 {5 1,62 ; 26 | § 34
18 | 18 |Lum. | o 10 33,0219 59 38,9519 48 59,18| 7 25 | 4 35
19 | 19 [Mart. | o 10 56,98|20 3 54,51]1g 5a 55,73 7 24 | 4 36
20 | 20 |Merc.| o 11 15,19|20 8. g,33l19 56 53,a9| 7 23 | 4 37
21 | a1 |Giov. | o 11 33,63]20 1525,37 20 o 48,85| 7 22 | 4 38
22 | 22 |Ven. | o 11 4g,39|20 16 36,6420 4 45,40| 7 21 | 4 39
23 | 23 [Sab. | o0 12 5,15|20 20 4g,10(20 8 41,96| 7 20 | 4 4o
24 | 24 |[Dom. | o 13 20,2020 25 o,g5 20 12 38,51| 7 18 | 4 42
25 | 25 |Lun. | o 12 34,44|20 29 11,5820 16 3507 7 17| 4 43
26 | 26 [Mart. | o 12 47,86{20 33 21,59|20 20 31,62 7 16 | 4 44
27 | 27 Mere.} 0 13 0,46{20 57 30,78(20 24 28,18| 7 15 | 4 45
28 | 28 [Giov. | o 13 12,23[20 41 3g,14|20 28 2473] 7 14 | 4 46
29 | 29 |Ven. | o 13 23,1720 45 46,66|20 32 a1,29| 7 13 | 4 4
30 | 30 [Sab. | o 13 33,a8|20 49 53,35|20 36 17,84 7 12 | 4 4§
31 | 3x Pom. 0 13 42,57[20 55 59,21|20 4o 12?59 7 11 | 4 49
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. N A —e—— “’ —— - o
@
2 VaR1AZ. 1 LocGAriTmoO
§ | Loworrominz | Dectirazioxs | gl | DATE | della distan. (|
) del Sole del ‘Sole declin. a della Terra
: ‘a mezzodi i?:e{‘ mezzodi ad;:ef:;:ii
.g a mezzodi medio. vera. merid, | ™edio: medio. 1
4+ o I N e ¢+ N 1 n n
1] 91029 435 | 23 2 28,7 J+ 0,201 0,38\ 9,9926520
2l g 1t 30 51,7 | 22 57 25,7 | 0,32 | o437 | 9,0926535
3] 9133 o, | 22 51.553 0,24 | 0,43 9,99265?;
4| 91333 83| 22 45 57.6 0,26 | 0,40 | 9,9926652
51 91434 16,7 | 23 39 32,8 0,28 | 0,34 | 0,9926753
61 915535 25 | aa 32 41,x 0,30 { 0,26 | 0,9926881
71 91636 33,4 | 22 25 22,6 0,32 | 0,15 | 0,9927035
81 9 lg 37 4159 | 22 17 376 | ©,34 | o,03 [ 0,0927213
9| 918 38 50,4 | 22 g 16,3 0,36 | o,r1B| Q.9927414
10{ 919 39 58,9 | 22 o0 48,9 037 | 0,24 | 9,9927638
111 920 4t 72 | 21 51 45,7 0,39 1 0,3 9,9927883
12 | 9 21 42 15,5 | 21 42 16, 041 | 0,4 0,9928148
13| 922 43 25,5 | a1 32 228 0,43 | 0,58 | 9,9928431
141 923 44 31,4 | 21 22 3,5 0,45 | 0,65 | 9,9928731
151 924 45388 | 21 11 19,9 0,46 | 0,69 | 9,9929047
16| 902546458 | ar o1y 048 | o,71r | 9.9929379 -
xg 9 26 47 b2,1 | a0 48 30,4 0,50 | 0,50 | 0,9929737
1 0 27 48 58,0 | 20 36 43.4 0,51 | 0,66 | 9,9930091
19] 9 38 50 2,9 | 20 24 24,1 053 | 0,59 | 9,9930471
201 92951 71| 20 11 41,7 | 054 | o0 | 9.9930867
21 | 10 o 52 10,5 | 19 58 36,6 0,56 | 0,99 | 9,9931280
22 10 153125 1945 9,2 0,57 | 0,26 | 9,993r711
23 1 10 254 13,7 | 19 31 19,9 0,59 | o,11 | 9,9932161
24110 365138 | 19 17 g 0,60 | o0,024| 9,9932631
25§ 10 456 125 | 19 2 351 0,61 | 0,14 | 0,9933121
5 18 47 443 | 063 | 0,35 | 9,9933653
6 18 32 30,8 0,64 | 0,34 | 9,0934168
g 18 16 57,4 0,66 | 0,41 9,9934?_8_
18 1 474 0,67 0,45‘ 99993§ 15
0 17 44 52,1 08 | 0,46 | 0,9935923
17 28 20,9 {+ 0,70 | 0,45A| 0,9936559 l
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r?
| s . g g
@0 « 8 Q=
g g LoxciTopiNe pELLA Luva  |LamiToqine pELLa Losa :‘ §§
E .gg T —— | | A ————_ 3‘% °
- 15 a a a a mezza | . B E’t
g = | mezzodi mezzauotte | mezzodi notte g";; 2
3 o medio. media, medio. media, |2 P
& cdi
$ o I I o ) °o ! ! o 1! ' LI
11Ven. { 5 8 53 59' 315 1y ; 4 4o 1A 4 56 16.4 12 20
2 |Sab. | 3312353632737 6145059 |5 o §[13 ¢
3Dom. | 4 34540 | § 9 51 26 | 4 56 38 | 4 49 48 [13 56
4 |Lun. | 4 15 54 31 | 4 21 55 1 | 4 39 44 | 4 26 36 |14 4o
5 Mart.| 4 27 53 41 | 5 35023 | 4 1036 | 3 5155 [15 24 |
6 [Merc.| 5 9 45 40| 51540 5| 33046|3 724 [16 8
7 |Glov.| 52134 215272813 | 242 o a 1§ 50 |16 48
8(Ven. | 6 32313 |6 gug41 | 146 8| 116 g |17 30
9 iSab. | 61518 20 | 621 1950|045 8| 013 a1 [1815
10 \Dom. | 6 27 24 55 | 5 3 34 15 | o 18 53B| o 51 16Bj1g 1
11 (Lun. 9 48 3o 16 818 ra3a7 ] 155 511949
12 [Mart. 7 22 34 13 ;7- a9 643 | 2 a5 4% 2 54 59 120 43
13 |Merc. g 546 88123241 |32a17]|34714 |21 3g
14 |Giov,| 8 1926 25 | 8 a6 27 11 [ 4 918 | 4 2; 59 |22 36
15 |Ven. | 9 33436 | 91048 9| 4 42 48 | 4 55 18 [23 35 }
15 [Sab. | 9 18 4 25 30 24 50 9|5 o 3|« =
17 |Dom, |10 a 57 5 lg 10 25 56 | 4 55 55 | 4 46 38 | o 33
18 |Lun. |10 17 5% 44 10 25 25 y7 | 432 24 | 4 13 28 | 1 3i
19 [Mart. J1x 25526 111019 g |35 113|333 9| 2 a6
20 [Merc. {11 17 41 35 |11 24 59 58 | 2 52 50 | 2 19 54 | 3 ar
21 [Giov. | 0 21348 10 92244 | 145 1|1 850/ 4 14
22 |Ven. | 016 26 34 | 0332517 | 031 58 | 0o 4 5gA 5 6
23 |Sab. [ 1 01858 | x 5 7 45| 041 arA| 116 45| 558
24 Pom. | 1 13 51 55 | 1 20 31 43 | 1 50 39 | 2 22 fo | 6 50
25 [Lun. [ 127 726 |2 33923 |a522f|31934] 742
a6 [Mart. | 2 10 g48 2163258 |34354|4 5 9| 8 34
27 [Merc.{ 23255 7 |aag 1426|425 8| 43745925
28 [Giov. | 3 531t 6 |3 11 4516 | 4 48 52 | 4 56 26 {10 36
29 |[Ven. | 31757 2324 63t |5 0265 o053 |1t 4
30 |Sab. | 4 ol§48 4 619 o 4 57 5| 45124 |11 51
3t [Dom. | 4 12 22 1x | 418 23 29 | 4§ 41 42 | 4 28 53 |12 3y
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3 . |PARALLASSE[D1AMETRO .2 S
‘E’ AR. |Declin. equatoriale orizzontale -] 2l - S
* — | della | della | della Luna | della Luna gs Ela2=s8
+3 | Luna {.Luna a a 8™ 9 g g,
— nel pel ||~ ~| & 8 g Eé g
8 | merid.| merid.| mezze | mezza | mezzo | mezza zD S(ESS
S di | notte | di |motte | °T |™
() : medio. | media. | medio. | media. A R
LI o ! ron v ' n ' n by L)
1|7 4 xg 40B{55 37 |55 23 (30 22 {30 14 | 4 52| 19 43
a g 5; 10 38 |55 9 |54 57 |30 6 |29 59 | 5 49 | 20 23
3 43 |12 54 |54 45 |54 34 |29 53 |ag 47 | 6 éy 20 56
4| 936 | g 38 |54 25 |54 17 |29 42 |ag 38 7 46 | ar 25
5 |10 24 | 559 |54 11 |54 7 |ag 34 |29 32 | 8 45 | ax 54
6 [t ro|a 8154 5154 5 [2931 |29 31 | 9 44 | 22 22
7 |11 56 | 1 4oA|54 8 |54 13 |29 53 |29 35 | 10 42 | 23 46
8 |13 43 | 5 43 |54 20 |54 30 |29 39 |29 45 | 11 4o | 23 12
9 {13 31 | 9 26 |54 42 |54 56 |29 5t {29 59 | 1241 | 23 43
10 |14 21 |13 49 |55 14 |55 33 |30 g |30 19 | 13 44| = =

11 {15 14 15 o |55 55 |56 19 |50 31 |30 44 | 14 47 | o 13
13 |16 13 |15 45 |56 44 |57 11 |30 58 (31 13 | 15 50 | o 48
13 |17 10 |18 51 |57 38 |58 6 |31 27 |3t 43 | 16 51 | 1 33
14 |18 12 |18 45 |58 35 |58 59 |31 57 |32 1a | 17 50 | 2 26
15 {19 15 |17 20 |59 23 |59 45 {32 25 {32 37 | 18 46 | 3 a5

16 | * s |+ » |60 4 |60 20 |32 47 |32 56 | 19 30 | 4 3o
17 |20 18 |14 38 |60 32 |60 39 {33 § |5 20 11 | 543
18 |21 20 |10 54 60 43 |60 42 |33 9 |35. 8 | 20 48 | 6 59
19 |23 20 | 6 25 {60 37 |60 29 |33 6 |33 1 | ara3 | 8 14
20 {23 18 | 1 33 |60 17 |60 2 {32 54 |32 47 | a1 56 | 9 29

at | o 15 | 3 18B|59 45 |59 27 |32 37 |32 27 | 22 28 | 10 42
22 | 1312 | 7 5c |59 6 |58 4; 32 16 |32 4 | 23 3| 11 54
23| a 8 |11 50 |58 a4 |58 3 |31 53 |3z 41 | 23 37 | 13 2
24 |3 315 5574215722 |31 30 [311g| » =14 6
a5 | 359 |17 20 {57 2 {56 44 |31 8 |30 58 | o 19 | 15 1t

26 | 4 56 |18 37 |56 26 |56 g |30 48 |30 3 r 3116
27 | 5 51 |18 52 |55 54 |55 39 |30 31 {30 2 151|165
28 | 6 46 J18 6 |55 26 |55 13 |30 16 |30 8 | 245 | 17 4
29 | 7 38 116 27 |55 1 |54 50 |30 1 |29 56 | 3 41 | 18 22
30 | 830 {14 1 |54 4o |54 31 |29 50 [29 46 | 4 38 | 18 56
31 | 9 19 |10 59 |54 22 |54 15 |29 41 |29 37 | 5 37 | 1928
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Fzezraro r847.

Fasr pELLA Luxa

in tempo medio:

ECLISSI
DE'SATELL. pX G1OVE

Tempo medio.

Ultimo quarte . .. ...
Luna nuova

Primo quarto. . .

e e .+ 5 e e e —eee]
-CONGIUNZTONE DELLALUNA COLLESTELLE
in tempo medio.

29xQ &5 ... 538
gr ¢ §) 4.58 ..

100 A I} 4. .

ga* A3, ...

7 x Ofiuco 5.*. .

44 " » 50 . ..

55 e* » 5. .,

9B B35 44 ...
1I3r=5*.....
360==4.5....
noo}{5.‘....;..

[T X Al

64 8 Q45 ...
XI5 . .31 1
wpgmPEt ..o 15y
SrOb5%...c.00veee 1 4
542045"........3mn

65 o* % 5*
297 4. 5. ...

1. Sartaiurrz.

b ’ "
11 37 13 em,
6 612
03 6

H 5
123358'
8 58
a 30 53
2o 59 53
15;846
9574

4;%4%
23 55 43

2
7 38 5
6 22 3%

II. SaTELLITE.

85 58em.
22 13 1

1r 3r a2

o 2

b ¢

III. SaTELLITE.

22 7 332 imm.
0% 1 em.
2 g 34 imm.
43 oem
6 10 10 imm.

8 41 35 em
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Magzo 1847.

Fas: pELrLA Luna
in tempo medio.

13

ECLISSI

.|pE’SATELL. DI G16Y

Tempo medio,

Lunapienfl e e o 0 0
Ultimo quarto . .
| Luna nuova ...

.17 15
i 8
Primo quarto . . “ie+ 616
‘| Luna piena. . ..

COoNGIUNZIONE DELLA LUNA €OLLE STELLEY

in tempo medio.

oleéS'

2 % Ofiuco 5'.'.....‘.}6”45
44 o' » 52 . c..1g 19
55e*» 58..... -.’.. 4:0

642 Q450 ....
683 @ 50,.
wgmP5.....

5rob6r. ...,
54A04.50...

68kD 5 ..

65a® 552, .0ueseot02f
29 ) 4. 5.2, .

9t ¢t 4. 52...

.15 55

e .

»

-1 2321

i. §mi.:;m.: '

o s sém
tqzoas

| = 43 95

ar Ig

15:45 ar -
10 14 17
543 17

123 13 10

17 41 12
1210 g

6337'

3 %55

85455-
'35 48

lI Srnm.rm. :

28 44 em.
}gssgs .
21. 54 28

i v 13 19

oag o0 .
13 47.53 ¢
'3 g-io '
16 23 35

541 10" ‘
III.SA’I'II-LI‘B:

1 ro 11 10 imm.’

1243 33 ‘em. -
14 12 6 imm.
16. 45 28 em.
18 12 43 imm.
20 4; 4 em. -
232 imm,
0 48 42 em.
: 14 25 imm..

So 44 em.
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] PAIALLASSE[D!AM!T&O 8 8
g Declin.| equatoriale orizzontale g‘§ 2eg
— | della | della | della Luna | della Luna g Eg|38%
~3 | Luna | Luna a a §"‘ o| §= o
o | mel | mel |7 z-"-“: NEER
£ | merid.{merid. | T¢EO | DeRRR | MOREO [TEE I T3 (&0 8
S medio.| media. | medio. | media. g 8
.t LI B ] ron [ b b
1 1036 | 5 4B[53 58 |53 56 29' 28 29' z; 5 37' 18 25
a |tx ag | 1 14 |53 55 |53 56 |ag 26 |ag 27 | 6 27 | 18 53
3 |12 10 | 2 39A[53 58 |54 1 |39 28 |ag 2 a5 | 19 19
"4 |12 57| 6 37 |54 6 |54 12 |ag 3a |ag 32 22 | 19 §7
5 {13 45 |10 o |54 19 |54 28 |29 38 |29 43 | 9 22 | 20 16
6 |14 34 |13 8 |54 39 |54 52 |a 29 57 | 10 20 | 20 48
7 115 26 |15 43 |55 6 |55 a3 52 4% 52 17, It 21 | a1 24
8 {16 20 |17 34 |55 41 |56 2 |30 24 |30 35 | 1222 | 23 5
.9 xg 16 |18 30 |56 24 |56 48 |30 47 [3r o | 13 19 | 22 54
10 |18 14 |18 23 |57 13 |57 4o |31 14 |31 29 | 14 14 | 23 49
11 |19 14 6 |58 8 |58 36 |31 51 59 | 15 L
12 |20 14 Z 39 {59 4 |59 31 |3a ﬁ 33 ag 15 43 o 53
13 Jar 15 {11 8 |59 57 |60 20 [32 43 {32 56 | 16 31 | 2 2
14 {22 16 | 6 45 [60 4o {60 58 |33 5 133 17 | 17 9| 3 14
=15 (23 16 | 1 52 |61 10 |61 18 (33 a4 (33 28 | 17 45 | 4 33
26 | « * | « |61 22 {61 20 |33 30 |33 29 | 18 22 5 49
17| 017 |3 10B[61 13 {61 1 |33 25|33 19 | 1857 7 6
18| 1 17| 756 |60 46 |Go 26 |33 11 |33 59 | 19 36 | 8 22
19.{ 217 |12 3 |60 2 |59 37 |32 47 |32 33 | 20 15| 9 36
"20 | 3 16 [15 16 {59 9 |58 4o (32 xg 32 2| 2058 | 1045
a1 | 4 16 17 25 [58 11 |57 4a |31 46 |3t 3o | 21 46 | 11 5o
a2 | 5 14 |18 a6 |57 14 |56 47 [3r 15 [31 o | 22 3y | 13 4
a3 | 6 10 |18 23 |56 23 |55 58 |30 46 |30 33 | 23 30 | 13 3
pé 7 4 |17 20 [55 36 |55 1> |30 ar |30 11 | « | 14 23
| 25| 756 [«5 27 55 o |54 45 |30 1 |29 53| o027 | 14 59
26 | 8 47 |12 53 |54 32 |54 a1 |29 46 |ag 4o | 1 24 | 15 33
2719 3; 946 |54 12 |54 6 |29 35 |29 3a | 223 |16 1
28 |10 22 |'6 15 |54 1 {53 58 [ag 29 |29 28 | 3 22 | 16 29
ag |11 g | 230 |53 57 (53 57 |ag 27 [ag 27| 4 19|16 57
30 |11 55 29 28 {29 30 | 5 16 | 17 34
9
ag 33 6 14 | 17 53

Effem. 1847.







Apaire 1847 19
i ) " L o h g B m"-,EVCIJSSI
{ E ) l?ltgx DELLA I:tnu E |ow'$aTeLy.. p1 Grove
l -8 in tempo medig. th Fempq medio,
— o - » ~ ﬁ y
8 | Ultimo quartp. ... .... §* 3 §. Sagengire.
14 | Leng nuova . . .., . ... 18 59 v
21 | Primo quarto ........ ar 48 f|-oe-et at 8a 49 em. -
o . . . 3116 1 4
%0 | Luna piena. .. ... - 3 3/l + 5] 10 d0 4z
. T —— 74 4593
Tooncronm, -y 8] e3 b3
CONGIUNZIONE DELLA LUNA €OLLE STELLE 10 | 1757 2
in tempo medio. . ' 1::‘.36_ -né
—T 6 55 13
2700 A 1) 42 ..l l‘; '?"
,4'-' g X Ofiuco 5.2 erea ‘ !2 22 a
o £ 1 B2 . ! 50 5
S» 44‘)-)}',.........-... 5;048
8[85e 8. ... 148 37
9 9.5,65v4-‘0°,' Ve b :g;% 32
10 13y 5o 515 19
R X R L ‘ H SATBL.I.!TE;.
“t4fr1o0 K BAL oo en 18 58 53 ‘em.
I VA LR 2 -8 16 85
Dl iy . . a L . 7 Q!'54 1-7:
17| 648 Q4 5> ..0eh.n {10 B1 58
17| 68383 Q8. .., | o 939
7"."‘ a ' '13«23 18
a8,vof ;@A ey a2 44 58
20 {82 B DA .. e e 16 2'36
S _ ‘
.30 .56 AO 48200 e 11 T
I 63 kD 5-"0,-.0 e s 0y v e p 6 ‘5 18 imm.
22 (6528 ...... 3525?5!!!1-
34 | 29 7 Q4. 5:. R ::%g é; le'::h
-26-]1gr + § b Bre i, 14 17 19 imm.
259 AS]} A 16 56 36 em.
ag *[100 124 18 17 48 imm,
50| ga* A3 vu .. .n. 838 20 98 P em. -




Arnite 1847.

‘g 8 . . 2.1 .

g 3| Temro TeMPoO TEMPO vca?; @ g

S 12E| medio sidereo sideres | 5 » -‘E’% >
5 |83 a a a T |e® g

= 1O mezzodi mezzodi mezzodi | £ § E<xE

g % vero. vero. medio. | 28 |E™8

'6 =] . é < «

h 7] h b b h

y [Giov.] o 4§ 4ol o 40 54,50| o 36 47,55] 5 39 | 6 21

2 |Ven. | o 3 46,19| o 44 30,91| o 4o 44,10| 5 37 | 6 23

3 |Sab. | o 3 28,02| o0 48 g,25| o 44 40,66 5 36 | 6 24

4 |Dom. | o 3 10,00] 0 51 47,73] 0 48 37,21 5 34 | 6 26

5 [Lun. | o a 52,15| o 55 26,38| o 5a 35,76| 5 33 | 6 27

6 [Mart. | o 2 34.,49| o 59 5,33] o 56 30,31 5 31 | 6 29

Merc.] © 2 17,04] ¥ 2 44,29 1 0 26,86| 5 30 | 6 30

% |Giov.| o 15283 1 62358 1 4 544|528 | 6 32

9 |Ven. | 0 1 42,89] 1 10 33| 1 8 19:97| 5 26 | 6 34

10 |Sab. | o 1 26,18| 1 13 42,93 1 12 16,52] 5 24 | 6 36

101 11 |[Dom. [ 0 1 9,77| t 17 23,03| 1 16 13,09| 5 23 | 6 37
102{ 12 |Lun. |0 o 53,6%. 1 3t 3,42] 1 20 9,65 5 21 | 6 39
103| 13 |Mart. | 0 o 37,84| 1 24 44,12 1 24 6,18 5. 19 | 6 41
104{ 14 |Merc.| o o 22,35| 1 28 25,15| ‘1 28 2,53| 5 18 | 6 42
105| 15 |Giov.| 0 o 7,30 1 33 6,51| 1 31 5g,99] 5 16 | 6 44
106| 16 |Ven. [23 59 52,40] 1 35 48,22 r 35 55,84] 5 14 | 6 46
17 [Sab. |23 59 37,96| 1 39 30,29 1 39 52,3g] 5 13 | 6 47

;g Dom. (23 59 2.2),81‘ 1 43 n,gg 1 43 48,04] 5 11 | 6 gg

109| 19 |Lun. .|23 59 10,19} 1 46 55,55| 1 47 45,50| 5 10 | 6 50
110| 20 |Mart. [23 58 56,88 1 50 38,76 1 51 42,05/ 5 8 | 6 52
111] 21 |Merc. [23 58 43,97] 1 Sg 22,37| 1 55 38,60| 5 6 53
112| 22 |Giov. |a3 58 31,48] 1 6,40} 1 Sg 35,16| 5 g 6 54
113| 23 |Ven. [23 58 19,43] 2 1 50,86| 2 3 31,71| 5 3| 6 55
é 24 |Sab. |23 58 7,80 2 5 35,76 2 7 28425/ 5 2| 6 58
‘25 |Dom, [23 57 56,63 2 9 ar,1r| 2 11 24,83} 5 1|6 59
116| 26 |Lun. (23 57 45,93 2 13 6,93|.2 15 21,59/ 5. 0| 7 o
g 27 |Mart. |23 57 35,70 2 16 53,23 2 19 17,93| 4 58 | 7 2
28 |Merc. |23 57 25,96] 2 20 4o,03] 2 25 14,48] 4 5717 3

119 29 |Giov. |23 57 16,72| 2 24 .27,31|-2 27 11,04 4 56 | 7 4
120| 30 |Ven. (23 57 8,00| 2 28 15,13} 2 31 7,59| 4 54 | 7 6

}
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- ApriLz 1847.

ad
m——— i

e PararLassE| DramzeTRO K- K-
g | AR. (Declin| equatoriale | orizsontale | 5'8- XL
~ | della | della | della Luna | della Luna | & 38 % g8
«2 | Luna | Luna a a § ° o‘: g,
'8 ne! ne! mezzo | mezza | mezzo | mezza Z% E‘ g% g
8 merid.{ merid.} "3, oite | di | notte <3 o4
| [C) medio.! media. {medio. | media. g 8
LIRS TSN TR R R TR R T I AT by | )
1 {13 ag | 8 514154 19 |54 37 {ag 39 (39 43 | 9 14 | 18 20
a ué xg 12 54 36 |5 4% 29 48 |29 54 | 8 xg 18 51
315 9 |14 56 154 57 [55 10 |30 o |30 7| 9 15| 19 84
4 116 2 {17 1 {55 23 |55 38 |50 14 |S0o 22 | 10 15 | 20 §
5 116 57 |18 14 |55 54 |56 11 |30 31 {30 40 | 12 14 | 30 49
17 54 |18 28 |56 ag |56 ég 30 50 [3r 1| 12 8| ar £3
18 52 |17 38 |57 10 |57 332 {31 132 |31 24 | 12 58 | 232 41
19 50 {15 42 |57 b4 (b xg 31 36 {31 49 | 13 44 | 23 47
20 2 12 é4 58 4x |59 32 9 (3314 | 1435 ] « «
ax g 8 52 |59 26 |59 47 |32 27 |32 38 | 15 3| o 55
22 46 | 4 20 {60 6 {6o=a |3 48 525211539 a 8
23 45 | o 34Bl6o 36 {60 46 |33 5 |33 10| 16 14 { 3 a3
0 45 ] 5 27 [60 52 |60 55 |33 14 |33 15 | 16 5o §38
e x|+ x]60 52 |60 45 |33 14 |33 10 | 17 27 54
1461957 16034 16019135 413255118 61 7 g
2 46 |13 43 |60 1 53 39 {33 46 |32 34 | 18 48 ] 8 at
3 47 |46 29 |59 14 |58 48 }32 20 |32 6| 1936 | 9 3o
4 47 |18 5 158 ar {57 53 |51 51 {31 36 | 20 3B | 10 33
5 46 {48 3t {59'95 |56 58 {31 a1 {33+ 6 { 21 18 | 11 3o
6 43 |17 51 |56 32 |56 7 |50 53 |30 38 | 22 18 | 12 19
7 37 118 15 |55 44.|55 23 30 35 {30 14 | 23 15 | 12 58
828 {1355155 515648 {30 4 top55{ » a{1554
9 18 |10 55 |54 35 |54 24 |29 48 Jag 43 ] o 18 {1 .
10 6 32 (54 35|54 g a9 37 |29 34 | 1 11 | 14 33
105315515 5154 3Jog32fag30] 211 |15 1

11391 o154 54 6 jag 34 3] 3 9115

12 25 | 3 524|54 1o 154 16 [29 34 2938 | 4 6 ] 15
1314173715423 |54 3 |ag 41 {29 46| 5 8] 16 2
14 3111 5154 4= 5455%'959 1y 58 { 6 10 | 16 53,
14 53 114 5155 4 155 17 {30 4150,14 g 81739y
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Maccio 1847, as

; .ECLISSI
Fast perLrLa Luwa pe'SatELt. DY G1oVE

in tempo medio. || & | ZTempo medio.

- - e —
Ultimo quirts . . .. .. .. ' b Sateiirre.
Lang nuova .. ..

05:4' 7m
_ o 18 13 a
Lunapicna...... <. 15 laﬁaig

. . 7!0

5
Co&mcmon buLeA Lo cortx s'rm.n ,Q ,g

in tempo medio. 14 3

s e e O g

% % Ofindo 55 . .. j "’g f‘g
44 o > 88, . .. s 8 16 %2 26
et ba.. ... 1. 31 ';SZ‘S
98
13 vt 5.‘_. Ceecenne 314 | IL Satmrirs
BO=2 450 . v i1d o
' i3

5 20 16 em.

B tsszg
G134 ... 23 33 5
65 # ¢ 4 50 KK :;;ﬁ;;
68 3% @ 5 .. o 41 8] 2348 0y
u'd(ndebann)r' . 43 136 0

17 52

: HIL SATRLLItE,
‘5' a 5:’ .

4Ar045...... L. 154
68 kOS5 .o inians 9 v
65«“3'5'...'......' 114
29#5145‘.... cee. 816 ]
N HBr i i 1818
too A4S, ... ... 618
9 % Ofideo 55, .« vis 1t 1




26 Macero 1847,
e e
. © -
[~] o : P - . .
E g’ é TeEmro Texro TeEMrPoO. 8§ 4 g
£ 8.5 di sidereo sidereo | T > [E2 >
= — 8.5 medio ﬂgs
CRIRCER B a e a o g |8 2|
e |z | 2| mezzodi mezzodi mezzodi Z‘: g |Es §
g|E =1 wvero. vero. | medio. g8 |E7 s
L 1.8 ) L. . a « «
5|8 | = z
' b " LI ] | S T] LY
121| 1 [Sab. |23 56'59,8! 2 32 3,491 2 35 ‘1,15 4537
122 2 |Dom. |23 56 52,16{ 2 35 52,36 2 39 ou,70| § 52 | 7
123 3 {Lun.- {23 56 45,06{ 2 .’Jg 41,79] 2 43 57,26] 4 50 | 7
124| 4 |Mart. {23 56 38,52 2 4 1,28 2 46 53.81] 4 49 |.7
125| 5 [Merc. {23 56 32,55 2 47 22,35| 2 5o So0,37| 4 48 | 7
126 6 |Giov. |23 56 27,16} 2 51 13,50| 2. 54 46,93] 4 46 | 7
127 Ven. . [23 56 22,35| 2 55 5,24| 2 58 43,48| 4 45 | 7
128 g Sab. (23 56 18,13| a 58 57,58| 37 27 40,03| 4 44 | 7
129| g [Dom. |23 56 14,51| 3 2 50,511 3 6 36,59| 4 43 | 7
130| 10 |Lun. (23 56 11,48] 3 6 44,02| 3 10 33,14| 4 41 | 7
131| 11 [Mart. |23 56 9,04| 3 10 38,13 3 14 29,70| 4 4o | 7 20
132| 12 [Merc. |23 56 7219 314 32,81] 3.18.26,35] 4 39 | 7 21
133| 13 |Giov. |23 56 3,92| 3 18 28,09] 3 22 23,81| 4 38 | 7 22
134| 14 [Ven. (23 56  5,23| 3 23 23,96] 3 26 19,36] 4 37 | 7 23
‘135| 15 [Sab. [23 56 5,13| 3 26 20,40| 3 30.1b,92| § 36 | 7 24
136( 16 |Dom. |23 56 5,58| 3 3o 17,41| 3 34 12,47 4 34 | 7 26
137| 17 [Lun. |23 56 6,60| 3 34 '4;92 3 38 g,og §33(7a
138 15 Mart. |23 56 8,18] 3 38 13,15| 3 42 5,58 4 32 | 7 2
139| 19 [Merc. |23 56 10,31 3 43 11,831 3 46 2,14 £ 31 | 7 29
140| 20 |Giov. |23 56 12,08| 3 46 11,05] 3 49 58,69| 4 30 | 7 30 l
141 21 [Ven. |23 56 16,18} 3 50 10,81] 3 53 55,a5| 4 29 | 7 31
142| 22 [Sab. . [23 56 19,89| 3 54 11,09] 3 57 51,80] § ,g 7 3a
143| 23 |Dom. |23 56 24,11( 3 58 11,881 4 1-48,36| 4 27 | 7 33
144| 24 |[Lun. |23 56 28,83} 4 2 15,12 4 5 44,91] 4 26 | 7 34
145| 25 |Mart. [23 56 34,05 4 6 14,96] § 9 41.47] 4 25| 7 35
"146) 26 [Mere. [23 56 30,76} 4 10 17,24] 4 13 38,03] 4 24 | 7 36
147| 27 |Giov. [23 56 45,95 2 14 20,01]| § 17 34,58| 4 23 | 7 Sg
148| 28 |Ven. |23 56 52,62 18 23,25) 4 21 31,14 422 | 7 3
149} 29 [Sab. |23 56 59,76| 4 33 26,961 4.25 27,6(5) 42173
150} 30 |Dom. {23 57 35 4 a6 31,13] 4 ag 24,25| 4 20 | 7 4o
151 31 |Lun: {23 57 15,38 4 30 35,74] 4 @5 20,81| 4 19 | 7 41
—

‘




Macero 1847 27
.3‘ J Va A- Lo )
23 RIAZ. GARITMO
g | Lowerronum | DECLINAONE | ‘della | 4% | della distan.
T |  aelsoe del Sole [ declin ™y | dellaTerra:
"E |a mezzodi medio. : 1:'1::: o nel n::;;;l | a mezzodi
_ 3 . : * r‘nerid. : ‘medio.
. s o o |- " n o}
1 S S I fi "” bt Wbl Mot e
: . 0,00362
3 1 12 22 27:2 15 33 40,6 0:;‘ 0347 01003755
4 1 13 20 32,6 | 15 51 17,0 - 0,73 0,51 | - 0,003842
51 11418 56,6 16 8 35,8 0,72 | 0,52 | 0,0039481.
6| 11510 39,2 16 25 42,6 0,71 | 0,51 | 0,0040530 -
g 1 16 14 40,3 | 16 42 .’n l 0,70 0,47 | ©,0041568
1 17 12 4o.4 16 52 0,69 | 0,59 | 050042593
) 1 18 10 38,9 18 5 . 0,68 | 0529 | 0,0043604
10| 119 8 36,2 17 51 165 0,66 | 0,17 | 00044600 :
11 120 6 32,2 ] 1746 57,0 Ao,65 0,04 io,oo455 8 :
12 12t 4270 | 18 2198 0,64 0,00A o,oo465g8
13 122 2 20,2 | 18 17 24,5 0,63 0,23 0,0047480 -
14 1 23 o 13,1 18 32 10,9 - 0y63 0,36 0,0048403
15| ra358 2,7 | 18 46 38,6 0,60 | 0447 | 0,0049304 ;
16| 12455617 19 0472 | 059 | 055 | 0,0050185-
l% 1 ng 23 3 ,5 19 14 36,5 | 0,58 | 061 o,oogig4§:
1 1 26 51 2 19 28 6,3 - 0,56 0,64 | 0,0051885 -
19 1 ng 49 9,7~ xg 4t 1632 o:55 1- 0:65 020059705»
20 | 128 46 52,6 | 19 54 6,0 | 053 | 062 | 0,0053507.
21 1 29 44 33,9 | 20 6 35,5 ‘0,52 | 0,56 0,0054293 -
a2 | 2 o043 13,6 | 20 18 44,4 0,50 | 0:48 | 0,0055060
23 | 2 1 39 51, 20 30 33,5 | o449 | 097 | 0,0055812.
24 2 23 28? ‘20 41 50,5 0,47 - 0,24 | 0,0056549
25| 2 335 5,7 20.53 . 5,1 | . 0,45 1. 011 | 0,0057272
a6 | 2 4 32 37,5 | ar 3 49,1 o4 | 0,02B| 0,0057983 -
27 2 5 50 10,0 | 21°14 11,3 0,42 0,15 0,0058682
:g 2 41,2 a1 gg 21,(83 O,§I o,gg o,ooggggz
2 11,31 a1 9 o o 0,0060 :
30| 2 g 22 4024 21 43 5:6 : o:3 . 0:44 0:0060707
31 |- 2 gao 83| ar 51 688 [+ 036 | o,4gB| 0,0061359
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MAGOIO 1847.

FARALLASSE|VUIAMETRO

AR. |Vechu.) equatetiale | ovizsontale | a'g
della | della | della Luna della Luna | 5 3
Luna | Luna s a . E g,
nel nel |————p—= | 5 g
d.| merid,| mezz0 | mezza | mezzo | mezza 273 g
meric. ‘i d} | potte | di | notte o
wedio. | media. [ medio. | media. R
1548 |16 a7Al55 30 [65 45 [0 sq [30'06'| 8 o
16 4o |18 o |85 57 |56 11 |30 35 |30 él g 8

1~ 37 |18 34 |56 26 |56 41 |30 49 |30 10
18 35 |18 4 (56 87 |57 12 |51 $ 155 15 | 10 5
19 3a {16 a9 |59 28 |57 45 133 22 {31 31 | 11 44

Tramontare¢
della Luns
tempc

20 30 [13 52 {58 1 |58 18 |3« éo 31 49 | 12 25
a1 37 |10 23 |58 34 |58 50 {35 58 [3a 13 2|
22 24 | 8 11 [59 5 |59 19 |32 15 3::; 13 %

23 ar | 1 33 |59 32 |59 43 |3a 31 |32 36 | 14 1
o 18 | 3 14Bl6a 83 160 o |33 41 132 48 | 14 47

116|751 |60 4 [60 6 [52 4852 §9 | 15 =1
2 16 {11 58 |60 5 |60 b |32 48 [39 48 | 15 b8 }
3 16 |15 15 |8g 53 |59 42 (32 42 (32 36 | 16 3
« % |+ » |59 28 |59 11 {32 28 |33 19 1;2 e
4 17 |17 29 158 52 158 30 |33 8 {31 56 I 18 13

5 1y |18 5t (68 2 |57 43 |31 44 |31 31 19 ©
6 16 [18 23 |57 19 |86 55 |31 17 3¢ 20 3
13 [17 10 |56 31 |56 & |3a b2 |30 39 | 21 2
; 7 |13 5|55 46 |55 26 |30 27 {36.18 }'32 3
858 |12 18 |55 9 [54 55|30 3 (2988133 o
4 9 1 |54 4o |54 29 |29 51 |29 45 = =
Ig ég 5a 52 il 54 15 93 4y (29038 ] o 1
tr 21 | 1 55 |54 12 |54 11 |ag 35 |ag 34 | o B8
13 7 | 2 184]54 13 52 17 (29 36 |29 38 | 1 95
12 54 | 6 o 154 23 |54 31 |ag 41 |29 46 | 2 54
13 42 | 9 a4 |54 41 |54 53 |ag 51 [3p 58 | 333
t4 33 12 58 55‘65590325549)15 4 56 .
15 25 ]15 3q |55 36 {55 52 |30 21 |30 30 | 5 53
16 20 |17 34 [56 8 |56 25 |30 38 [30 48 | 6 59
17 17 [18 38 |56 41 |36 57 {30 57 |3t 51 -7 58
18 15 118 22 157 12 57723 {31 14 {3122 1 8 53
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GiueNo 1847. 31
'_’g Fast pErLa Luwa é nzﬁfént}:xséio;;
> in tempo medio. ® | ZTempo medio.
- 5 | Oltimo quarto ... ... .. 16%3
12 | Luna nuova . .. ......13 a9
20 | Primo quarto. ........ 8 g
-a8 Lnna'piena..........'. 1 59
=== ; —
o Cousmnzlonﬁ DELLALUNA COLLESTELL
in. tempo medio.
R R Y A ¥ 73
1 55e’»5.'.........9259
2| 9B 834> .......1519 :
| 3|Brmsss. ..o .. 38 |
4 4360 ==45".......17 28
8 1:00}{5.‘....'....'..’1369 In questo mese mon si-
m{6rd Q4. ..., 831 Ega?ode?sszzm%fgé
| 6P Q45 ..., 85 Giove per essergli
n|68¥Q5r......... 94o troppo vicino il Sole.
12 [tofmP5......... 3 1
$|S5rosr. . ........ 85
14 |5A2045%........10858
14168kaob5r. ... .0 .018 1
16 [65a® F 52, .. ...... 948
17 g Q454 .......16 38
119 oI ¢+ §) 4> 52 ....'.,'.".‘26 13
a3 ltooA 1) 4. ... ..... 831
:'25' 7x'Oﬁuco'5.".'..-. .« oo 19 41
LN TR L RS 1
29| 98845 ......023 7 ¢ N
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Gmewo 1847.

33

S —
g : Variaz Loc
o Lonoirupine | DEcLINAZIONE *| Layrr, |- LocarITMO
E boreale dtlelllia del Sole ddelﬁ distan.
S del Sole del Sole el P ella Terra
< . in 1 dal Sole
. . a mezzodi nel mezzodi a odi
.g a mezsodi medio. vero. merid. nedio. :::g'o‘
(L]
1 2 10 17' 55';4 22 o' 3”5 * o:'35 o:fm 0,0062000
2] 21115 1,8| 22 8 36,9 0,33 | 0,50 | 040062628
3] 212 12 27,2 | 22 16 31,4 03t | 0,46 | 040063242
4| 213 53,1 | 22 23 42,y 030 | 0,39 | 040063841
5| 214 7 16,4 | 22 30 406 028 | 030 | 040064423
6| 215 4402 | 2237 14,9 0,2 0,19 { 04006498
216 253 | 22 45 258 o,ag 008 | on0063354
g 2 16 59 26,0 | 22 49 12,2 0,23 0,08A{ 040066057
9| 2 xg 56 48,1 | 22 54 34,9 0422 0,31 040066560
10| 21854 g7 | 22 59 33,4 0420 | 6,33 | 050067040
11| 2195138 23 4 76 0y1 0,44 | 040067496
12 2 20 48 5125 23 8 17:5 0,12 0:53 04006793
13 2 21 46 11,2 | 93 1a 3,1 0,1 0,60 09006855§
14| 2 22 45 Bo,4 | 23 15 24,2 0,13 | 0,64 | 040068714
15 | 2 23 4o 49,0 | 23 18 20,6 0y12 | 0,65 | 040069069
224 38 6,9 | 23 20 53,3 0,40 | 0,63 | 0,0069398
2 25 .55 24,1 | 23 23 59,3 o08 | 0,58 | 050069702
2 26 32 40,6 | 23 24 f1.5 0,0 9,50 | 040069983
2 a% ‘ag 56,4 | 23 a5 58, o.,o.z) o,§o | 040070241
2 a8 27 11,4 | 23 26 5:,% 0,03 | 6,38 | 040070477
2 n§ 24 25,8 | 23 97 19,5 |+ 0,01 | 0,15 | 040070693
3 o ar 39,4 | 23 27 23,3 0,00 | 0,01 { 040070890
3 118526 ]| 2327 0,5 |- 0,02 | o,12B] 040071069
3 216 51| 23 26 13, 0,04 | 0,24 | oj0071251
3 31317 | 2325 2, 0,06 | 0,34 | 040071377
3 4 vo 28,7 | 23 23 26,4 0,08 | o442 | o0y0071508
3 5 7 4o,r | 23 ar 25,7 0,09 | 0,48 | 0,0071634
- 3 6 4 51,1 | 23 19 9,4 o1t | 0,51 | o0y0071725
3 7 2 3,1 { 23 13 10,6 0,13 | 9,50 | oj0071813
3 759130 | 23 13 563 |« o015 | 0,47B| 0,0071885
——————— m—.
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R . -1 ..
$ & §o.8
g E Loxe1TunIxE DELLa Luna |LatrtupineperraLowa|= E'g
]
o 1| It i = 1
- |3% a a a a mezza |G E &
g = mezzodi mezzanotle | mezzodl | notte |3 &
'?5 < medio. media. medio. | media. E: B
. " s 4t |l o 0l o s+l b
1 |Mart. 9’ 9 24' 59 9‘ 16 13 46 [ 5 3 21B] 5 6 14B|14 34
a [Merc.| 9 35 5230 | 9395023 |5 444 | 458 49 15 29
3 |Giov. [10 6 55 38 |10 13 53 46 | 4 48 30 | 4 33 51 |16 22
4 |Ven. |10 20 53 33 |10 27 54 43 | 4 15 3 | 3 52 21 [17 15
5 |Sab. [rx 457 4 f1ix12 026|326 4 |25635:18 5
6 |Dom. |11 1 37 |11 26 9 28 | 234 19| 1 4g 47 |18
Lun.q o g;g 4; 0102031 | 11332 | o 36 ; ngg?
g Mart. | 0 17 26 20 | 0 24 32 3 | o 1 51A| o 39 46A|20 44
9 |Merc.] r 13723 |1 84159 11659 15254 2138
10 |Giov.| 1 15 4§ ag | 1 22 47 26 |-2 26 57 | 2 58 36 |22 34
11 (Ven. | 129 47394 |2 64451 | 337210 |3 5348 |23 a9
12 [Sah. | 2 13 .’;g 19| 220% 20| 41436 | 43231 | «
13 [Dom. | 2 271727 |3 4§ 018 | 44622456 5| 025
14 |Lun. 3105538 3121231315 13|53 g9
15 |Mart. | 323 4056 | 4 0o 448 |5 o042 | 45428| 210
16 (Merc. | 4 62355 | 4 1238 28 | 4 4441 | 431363 o
17 |Giov. | 4 18 48 44 | 4 24 55 7 1 41527 | 356 31 | 3 46
18 |Ven. | 5 0538 2|5 658 1|355 5|3 115|435t
19 [Sab. | 5125536 [ 518 5026 | 2 45 47 | 2 18 29 | 5 14 *
20 [Dom. | 524 46 9 | 6 o 4o 26 | 1 49 45 | 1 19 53 | 5 56 |
21 |Lun. | 6 63457 | 6123024 | 049 8|o01747(638
22 |Mart. | 6 18 27 28 | G 24 26 48 } o 13 54B| o 45 37B| 7 21
23 [Merc.| 7 029 2|7 63444117 3| 147528 6
24 |Giov. | 7 12 44 26 | 7 18 58 35 | 2 17 43 | 2 46 15 | 8 53
25 |Ven. | 7251734 |8 14141313 6|3 37 51 | 9 42
26 |Sab. |8 811 6|8 144555 |4 o 6|4 1997 |1035
27 |Dom. | 8 21 25 58 | 8 28 11 13 | 4 35 30 | 4 47 5; 11 29
28 |Lun. | 9 5 116 | 9115547 | 45621 |5 o 32 |12 a5
29 |Mart. | 9 18 54 13 [ 92556 3 |5 o019 | 4 5533 {13 ar
30 [Merc. [10 3 037 |10 10 718 | 4 46 14 | 4 32 26 |14 16
|




Groeno 1847. . 35

Pararrasse| DiaMETRO
equatoriale orizzontale
della Luna della Luna

a a

e | TN AN

mezzo | mezza | mezzo | mezza
di notte di notte

medio. | media. | medio. | media.

Tramontare
della Luna
tempo medio.

della Luna
in tempo medio.

Giorni del mese.
in

! r_n ron
57'42' 57 55 |3v 3o
58 8 158 20 |31
58 31 |58 41 {31
158 50 [58 58 |3a
59 5 |59 11 |32

TN =

59 16 |59 19 |32
59 a1 |59 22 (32
59 21 |59 18 |32
59 7 |32

58 49 |3a

L % e prent
28 ;i ;2 o
. ' 44
Sg 13131 25
..|56 32 |31, .3

55 53 |30 4’!

OV XN ;M

g

55 18 {30 a1
54 49 130 3
54 a8 |29 49
54 16 |29 4o
54 15 [29 36

29 39
a9 46
29 58
%0 15
30 36

[

O N e NI ~ O

30 57
31 20
31 41
3t 59

D OIENSN ENDNENBN BN
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LUGLIO ‘1047,

-8 &

l g 81 Temro ‘TEMPO IEmMPO
.~ |'2B| medio sidereo sidereo-
3|3T(5F| e | a
| x| O 2| 'mezzodi mezzodi mezzodi
;- B8] vero medio.

2 1.2 o
4 [L) e~}

3 rn n r_n “
103 1 Glov.| p 3 a1.30| 638 58,02 6735 34/c6|
183| 2 |Ven. | 0 ° 3 32,84| 6 43 4,04| 6 39 30,62
184| 3 [Sab.' | 0 3 44,13| 6 47 11,92] 6 43 27,18
185 4 [Dom.{ 0 .3 55,16|'6 51'i9,54| 6 47 23,74
86| 5 [Lun. | o 4§ 5,91 6 55 26.871 6 51 20,29
t87] 6 |Mart.| 6 4 16,35| 6.59 33.,90|.6 55 16,85
188/ . Merc. 0 4 26,'/,% 7 3 4o,60( 6 Sg 13,41
89 g Giov.| © 4 36,2a5] 7° 4 46,561" 7 "3 9,46
‘90| 9 [Yen. | © 4 45,66} 5 11 52,06| 7. .7. '6,52
:q1| 10-|Sab. | 0 ‘4 54,68} 7 15 58,56 7 1x. 3,08
192) 11 |Bom:y y - 9 F,39] 7'30 - 3,75 -7 14 50,63
193| 12 |Lun. ; 5 11494 3124 . S.gz. 72 18 56,19
194 13 [Mart. | p 5 lg,nx 7 28 12,82] 7 22 5:,§4
tg5| 14 [Metix | p 5 26,49| 7'32°16,67| 7 26 4q,
96| 15 |Giov.| b 5 33.28| 7.36 20,04|. 7 30.45.86
(93] 16 [Ven: | 05 30,56] 7 4o 3,90 7 34 fabr
198| 17 |Sab. T p 5 45,32 VA 44 26,24|- 7 38 g
199 xg Dom.| p 5 50,551 7 48 27,04| 7 42 35 2
200| 19 [Lun. | b 5 55,23] 7 52 28,29 7 46 32,08
201| 20 [Mart.| b 5 5q)35 ;} 56 -28,97|- 7 50 28,64
w02 21 |Merc. [0 U 8. 0 29,08| 7 5 25,10
203| 22 |Giov.| @ 6 o0y 8 § 28,62|
204| 23 |Ven. [0 6 8,26] 8 8 24,5 g;
205| 24 |Sab. |0 6 10,06 8 x_9.a§,9 8. 6 14,87
206| 25 |Dom. [ 0 6 u,ﬁy 8 16 23,70| 8§ 10 11,42
107| 26 [Lun |0 6 11,38| '8 20-120,37| 8 14 "7,98
208 27 \Mart. | o 6 11.89| 8 34 17,44 8 18. 4,53
209/ 28 [Merc.|'o 6 11,31] 8 28 13,41| 8 aa' 1,09
210| 29 |Giov. [0 6 xo,ui 8 32 .8,79| 8 25 5,64
211/ 30 [Ven. {.0 6 8,38 8 36 3% 8 ag 54,20
a2l 31 Isab. I'o 6 6.0al 8 3a 57991 8 3 50,75

cere del §

tempo ver
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Luerio 1847. 39

del Sole del Sole | declin. ™% 2%C] della Terra

~a mezzodi i:e; ! mezzodi dal Sole

merid.

. . a mezzodi
medio. ero, !
a mezzodi medi vero medio.

-5

4 2 VARIAz. LocariTmo
£ LONGITUDINE Dnlt:zlrx;ﬁ;on della dléfglorl.e della distan.
<
<
g medio.
)

n n
I

3 8°56’ mi':o 23° 9'17,5 ~ 0, oi"xB 0,0071943

1
2] 3 53 35,1 | a3 5 14,4 0,1 0,32 | 0,0071985
31 3 12 50 46,5 | 23 .0 47,1 0,20 | o,2r 0,00;2210
| 41 31147581 | 22 555 ,g 0,21 | 0,09 | 0,0072018
r 51 3 1245 10,1 | 22 50 4o, 0,23 | 0,04A| 0,0072007
61 313 42922,4| 22 45 1,0 0,25 | oy 0,0071975
g 3 14 39 35,2 | 22 38 58,0 0,26 o,SZ o,oo;IQZx
3 15 36 48,3 | 232 33 31,4 0,28 0,43 | 0,0071845
9| 31634 1,9 22 25 41,3 029 | 052 | 0,0071945
1o 31731158 2218280 | 031 | of9 0,0071621

11 | 3 18 28 30,2 | 22 10 51,6 0,32 | 0,63 | o,0071471 .
12 | 3 19 25 44,8 [ 23 a 53,2 0,34 | 0,64 | o0,0071295
13 | 3 20 22 59,9 | ar 54 30,0 0,36 | 0,62 | 0,0071092
14 | 3 ar 20 153 | ar 45 453 0,37 | 0,58 | 0,0070863
15 | 322 17 50,8 | 21 36 38,2 0,39 | 0,5t 0,0070608

16 [ 3 23 14 46,6 | 21 27 g,r 0,40 | o,40 | 0,0070328 .
. lg 32412 2,7 | 21 17 18,1 0,42 | 0,38 | 0,0070024

325 9190 21. 9 54 0,43 0,15 | 0,0069696
19| 326 6355 | 20 56 31,3 0,45 { 0,02 | 0,0069346
20 | 337 353,35 2045360 | 0,46 | o0,11B] 0,0068976

21 3 28 3 | 20 34 19,8 0,48 0,23 | 0,0068586

1
22 | 3 28 58 3326 20 23 43,9 049 | 0,34 0,9068|g8
23 | 3 a9 55 44,3 | 20 10 45,5 0,51 | 0,43 o,ooGyg 3
24| 4 053 a4 | 1958 25,9 0,53 | 04 0,0067313
25 | 4 150 30,9 | 19 45 50,4 0,54 | 0,5 0,0066856
26 | 4 247402 | 1932533 | o55| 054 | 0,0066387 .
2 4 3 4Z 59,9 | 19 19 36,5 0,57 | o051 o,ooﬁSgog
2 4 4 43 206 tg 6 o,7 0,58 1 0,46 | o0,0065410
29 | 4 539 43,0 | 1852 5,9 | 0,59 | 0,58 0,0064202
301 4 637 4,4 | 1837524 | o61 07 0,0064381
31 4 734377 | 18 sg 20,5 |- 0,62 | 0,15B] 0,0063847







Lucrio 1847. 41

T g PARLI’.LASSE[D]AMETRO S S
g | AR. [Declin.| equatoriale | orizzontale a8 | e
— | della | della | della Luna | della Luna gg AEEER:
& | Luna | Luna a a 8 ol 89
s | mel | nel |/~ | 3.9 E‘ £3 g
=] id.| merid, | mezzo0 | mezza | mezzo [ mezza | & T5E3E
8 |men ‘| di |notte | di | notte ol R alhdhad
[T medio.| media. | medio. | media. = 8
b oyl e " ron ' ' LI} LI

1 |21 49 | 9 13A 59’ 18 |59 23 [3a 22 |32 25| 9 44| 20 45
2 {22 46 | 4 49 [59 26 [59 28 |32 27 (32 28 | 10 18 | 22 o
3123 42 | o 9 {59 27 |59 25 |32 27 |32 26 | 10 532 | 23 10
4 | o 38 | 4 31B|5g a2 |59 16 |32 ag 3320 | 11 a5 =
51 134|853 |5 10|59 a2 |32 18 (32 14 | 11 59 | o ax
6| 231 [1239 |58 54 (58 44 (32 9183 4| 1235 131
7 | 3 29 |15 39 |58 34 |58 22 |31 58 |31 52 | 13 13 |. a 41
.8 | 4 28 |17 4o (58 10 |57 58 |31 45 |31 39 | 1356 | 3 48
9| 526 |18 35 |57 44 |57 30 |31 31 |31 23 | 1445 | 45
10 | 6 24 (18 22 {57 16 [57 1 |31 16 |31 8 | 1538 548

11|+ | s x[5645 |56 ag [30 5g [30 50 | 16 36 632

12 21 |17 56 13 155 57 (30 41 (3033 | 17 34| 72
13 g 15 |14 557; 55 4a |55 ng 30253016 [ 1836 | 8 3
14| 9 12 8 (55 13 |54 58 |30 8 |30 o | 19 35| 836

97
15 [ 956 | 8 47 |54 46 |54 35 [29 54 [20 48 [ 2036 | 9 5

16 [10 44 | 5 6 |54 26 (54 19 |2g 43 [29 39 | 21 33 | 9 34
17 [ex 32 | x 15 (54 14 (54 10 [2g 36 (29 34 | 22 31 | 10 =
18 {12 17 | 2 374154 10 |54 12 [ag 34 [29 35 | 23 28 | 10 29
19 {13 416 25 |54 16 54 22 [2g 37 [29 41 | + « | 1056
20 |13 51 | g 55 |54 31 |54 43 [ag 46 |29 52 | o 28 | 11 26

21 {14 4x [13 4 {54 57 155 13 |30 o |30 ¢ 1 28 | 11 56
22 |15 32 [15 4o |55 32 |55 52 |30 19 |30 3o aag | 12 52.
23 [16 27 |17 32 |56 15 (56 38 {30 43 |30 55 | 3 30 | 13 13
24 7 24 (18 29 [57 3 |57 a7 |31 8 [3r 23| 42814 3

a3 [18 20 [57 53 [58 17 .|31 36 |31 49 | 5 24 | 14 59

L 26 |19 24 {17 o0 |58 40 |59 2 |32 1 |32 14| 615|116 5
27 |20 25 |14 31 [59 22 |59 39 (32 25 |32 34 | 7 1| 17 15
28 |21 25 |ir o |59 5a |6o 3 |32 41 |32 47 g 42 | 18 27
29 |22 24 | 6 43 |60 10 |60 14 {32 51 |32 53 20 | 19 41
30 [23 23 | a2 1 {60 15 |60 12 |32 54 (32 52 | 8 55 | 20 55
31 | 020 | 2 47B|6o 6 |59 58 (32 49 |32 44 | 9 Jo |22 8

h——
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Acosto 1847. 43

- R
g ) g ECLISSI
g ‘FA.“ DELLA L_U“ E DE’SATELL. D1 GIOVE|
3 in tempo medio. .o Tempo medio.
3 | Ultimo quarto. .. ..... 2“36’! I. SATELLITE.
to!Llunanuova . . .. ..... 13 5 Ao,
18 | Primo quarto ........ 17 38 % :g 22 i; e
25 | Luna piena. .. ... ....18 46 51 11 20 50
. ' 7| 54 19
I 9] ce174
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELL! 10 | 18 46 16
in tempo medio. 12 | 13 14 41
4l 74 2
16| 2113
2100 X 5.2 oo 1 1 17 | 21 4o 2
* g 15 8 26
41613 Q4. .. ... c.21 1 n? 9 36 5a
41612 Q45 .......3199 23 4%25
24 | 22 33 4a
4|« @ (Aldebaran) 1* ... 23 11 26|17 2 5
7|5r0582...........233 28 | 11 %0 a9
$|5620450... . 1 4o 30| 5 58 51
Tt II. SatELLITE.
8|68kOobr......... 8 46 ; 12 16 26 imm.
o 65@ G5 1 4l 3| a Y

mlagr Q450 ... 746 x; 4103;
12 [58d Q50 ...0.vu.. 1451 :9 ‘gz i3
130t e Q4.5 .......11 (6 22 | 20 3 14
: - 26
18466 N 4.5 .......22 19 :9 ngg;’g
19| 7 %X Ofiueo 5.*.......13 3y L. SAT?J:ITE.
19| 24mMy 5. .......19 44 g g’g:y:::"
22 [ 44 " » 52 ... .16 31 13| 613 o imm.

23 |55 » 52, ...,.... 126 13| 9 7 46 em. .

. 20 | 10 11 31 imm.
23! 9B 5342 ... 1713 20 | 13 7 13 em.

— 2 14 10 29 imm.
a5 430 =452 .......1646 ‘Qg 1 7 4 em.
28 (8 e X5, .........18619] IV. SATELLITE.
agltteo X 52 ......... 820 13 | 22 45 50 imm.
' 13 | 23 20 50 em.
* 30 | 16 33 41 imm.

30 | 17 45 23 em.

.




44 Acosto 1847.
__:‘ ———————————————————— |

slg| & =g .
g1 g 8| Temro TeEMPO TEMPO "’g ® 8

- . . . — T
= | - g-g medio sidereo sidereo s> |32
< ° | =2 Te (828
=] -~ 2 g a a a 2. ow g.'
= | m |© 5| mezzodi | mezzodl | meazodi | £8' |ESE
E|E| 3| ver vero. medio. g8 |g7 2
g|a| e =

LISV} bt n b ' h )

213 1 [Dom. | o 6 307|843 5137 8 37 47,51 4 4o | 7 20
214| . 2 |[Lun. | o 5 59,53| 8 47 44,38 8 41 43,86] 4 42 | 7 18
215| 3 [Mart. | o 5 55,40 8 51 36,80 8 45 4o.42| 4 43 7 17
216| 4 [Merc.| o 5 50,69 8 55 28,63| 8 49 36,97| 4 44 | 7 16
2r7| 5 [Giov.| o 5 45,40 8 59 19,88| 8 53 33,55 4 45 | 7 15
218 6 |Ven. | 0 5 39,53 9 3 10,55 8 57 30,08 4 46 | 7 14
219 g Sab. | o 5 3309 9 7 0,64| 9 1 26,64| 4 48 | 7 12
220 Dom.| o 5 26,08 9 10 50,16] 9 5 23,19| 4 49 | 7 11
221 g [Lun. | o 5 18,50) 9 14 39,11l 9 9 19,74| 4 50 | 7 10
2322 10 |Mart. | o 5 10,35| 9 18 27,49| 9 13 16,%0 4527 8
223) 11 |Merc.| o 5 1,63] 9 22 1530] 9 17 13,85 4 53 | 7 g
aaé 12 (Giov. | © 4 53,33 9 26 2,53| 9 at q.41]| 4 55| 7
225| 13 [Ven. | 0 4 42,46 9 29 49,19| 9 25 5,96] 4 56 | 7 4
226 14 |Sab. | o 4 33,03| 9 33 35,20| 9 29 2,51| 458 |7 2
227| 15 [Dom. | o 4 21,05 9 37 20,83| g 32 59,07] 4 59 |7 *
228( 16 [Lun. | 0 4 9,53 9 41 5,83| 9 36 55,62} 5 o |7 o
229| 17 [Mart.{ o 3 52,47 9 44 50,29] 9 40 52,18/ 5 1|6 59
230| 18 [Merc.| o 3 44,88| 9 48 34,22| g 44 48,7,3| 5 3 6 52
231| 19 [Giov. [ 0 3 21,76] 9 52 17,63| 9 48 45,28 5 4 | 6 56
232} 20 |Ven. | o 3 18,12| 9 56 0,50} 9 53 41,84| 5 5|6 55
233| a1 [Sab. | o 3 3,98/ 9 59 42,8 56 38,39] 5 7|6 53-
234| 22 [Dom. | 0 2 49,36{10 3497; ‘2 o 54592 5 81652
235] 23 |Lun. | o 2 34,28|10 7 6,20]|10 1,50 5 10 | 6 50
236( 24 [Mart.| o 2 18,76/10 10 47,19/10 8 38,05 511|649
237| 25 [Merc.| o 2 2,81¢|10 14 27,7510 12 24,60] 5 13 | 6 47
238] 26 |Giov.| o 1 46,45|10 18 7,89|10 16 21,15 5 14 | 6 46
23g| 27 [Ven. | o 1 29,69(10 21 §7,64|10 20 17,71 5 16 | 6 ?
afo| 28 [|Sab,.| o 1 13,55|10 25 27,01|10 24 14,26 5 17 | 6 43
241| 29 |[Dom. | o o 55,04|10 29 6,00{10 28 10,81| 5 19 | 6 4
24a| 30 [Lun. | o o 37,18/10 32 44,65{10 32 7,37| 5 21 | 6 39
243| 35 [Mart.| o o 19,00[10 36 22,97|10 36 3,92| 5 22 | 6 38




Acosto 1847. 45

2 L

g LoNGITUDINE | DECLINAZIONE Va:;f:' LaTir. defl:‘:ili‘:lt‘a‘:x.
— boreale dedli del Sole della T
= del Sole del Sole ecln | g Sl Sel“‘ a
- a mezzodi 1 Imezzodi a: So'e
£ |a mezzodi medio. vero. nel | edio, | @ mezzodi
k-] * * merid. * medio.
3 .

‘ s ! ° " I

1| 4 8 51, 5255 18 g 51;:5 - 0,63 o:oaB 0,0063299
2| 4 . 929180 | 1753 22, 0,64 | o,11A| 0,0062736
31 410126449 | 1737 57,% 0,65 | 0,34 | 0,0062156
4| 4 11 24 13,0 | 17 23 14,5 0,67 | 0,35 | 0,0061559
5| 41221425)| 17 614y 0,68 | 0,45 | o0,0060944
6| 4 13 19 13,1 | 16 49 58,2 069 | 0,52 | o0,0060310
g 4 14 16 45,2 | 16 33 25,3 0,70 | 0,57 0,0059656
. 4 15 14 18,6 | 16 16 36,3 0,71 0,59 0,0058980
9| 4 16 11 53,3 | 15 59 31,5 0,72 | 0,58 | 0,0058282
10| 417 9293 | 15 42 11, 0,73 | 0,54 | 0,0057562
x| 418 6,5 | 15 24 35, 0,74 | 0,47 | 0,0056819
12 | 419 Z 4481 15 6 45,Z o,;s 0,38 | 0,0056054
13| 4 20 2244 | 14 48 40,6 0,76 | 0,27 o,oo55nﬁg i
14| 421 o b1 | 14 30 21,6 0,77 | 014 | 05005445
15 | 4 a1 57 47,0 | 14 11 48,8 0,78 | 0,00 | 0,0053628
16 | 4 22 55 29,9 | 13 53 2,5 0,79 | ©0,14B| 0,0052778
1 4 23 53 15,8 | 13 34 5,1 0,79 | 0,37 | 0,0051910 °
1 4 24 50 58,9 | 13 14 50,8 0,80 | 0,38 | 0,0051025
19 | 4 25 48 44,9 | 12 55 26,0 0,81 0,47 | o0,0050125
20 | 4 26 46 32,2 | 12 35 489 0,82 | 0,54 | 00049211
21 | 4 27 44 20,6 | 12 15 59, 0,83 | 0,58 | 0,0048284
22 | 4 ng 2 10,2 | 11 55 59,2 0,83 | 0,59 | 0,0047346
23| 4 29 20 1,1 | 11 35 47,6 0,84 | 0,57 | 00046398
24| 5 0395332 1115 948 0,85 | 0,52 | 0,0045442
251 5 135 46,8 | 10 54 51.4 0,86 | 0,45 | 0,0044478
26| 5 233 41,9 | 1034 726 0,87 | 0,35 | o0,0043507
2 5 3 3138,6 | 1013135, 0,8 0,23 0.0042529 -
2 5 4 29 36,9 | 9 53 10,0 0,8 o,10 | 0,0041543
29| 5 527 35,0 9 30 56,8 0,89 | 0,04A] 0,0040550
30| 5 6 ng 38,8 9 34,5 0,89 0,17 0,0039550
31 5 723 42,6 (8) 48 33 |- 0,90 | o0,29A] 0,0038542

—
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Acosta: 1847.

. ] -
2 d : £ o2
g g LoNe1TupiNe pELLA Luxa  |LATITUDINE DELLA Luna 'E g'g
c E.E e N et | T %:g °
< |2 . . o 2 A
= |5 a a a amezza | . B §
g' = | mezzodi mezzanotte | mezzodi notte 5"7, 31 |
5 ] medio. media. medio. media. é Pug

s o 1 I s o _ ! N o 1 N . ’ &

1 \Dom. | o 10 43 ofo 1753 11 | o 5 53B] o 32 25A|16 57'
2 fLun. | 024 5956 |1 2 3 5|1 g55A 146 3|17 30
3 Mart. | 1 9 234 | 1155824 22016352 5 [8af
4 [Mere.| r 22 5035 | 1 2939 123 | 3ar 11 | 347 6 |19 17
5|Giov. |2 62419213 6 1|4 936 4 a8 ag |20 11
6 (Ven. [2 194423 | 2261927 | 44333 45443 |ar 4
gSab. 32511 3913557) 5:5; 5 513 |21 56
Dom. | 3 15 45.32 | 3 22 5815 435]5 o g [2a 46

9 [Lun. | 3 28 27 20 444;40'4522 4402; 23 35
ofMart. | 41057 1 | 417 726|42536 |4 7435 ]|« =
11 [Merc. | 4 23 15 1 239 1953 | 347 432357 0an
12 |Giov. | 5 5 22 13 g 1? ag 10 | 2 Sg 3g |23129 | b
13 |Ven 5 17 20 3152316 8|2 246]|1 32.49 | 1 48
14 (Sab. | 5291047 |6 5 4251 156 | 03026 |a3:
15 [Dom. | 6 10 5730 | 6 16 50 33 | o 1 23B] o 33 13B| 3 13
16 |Lun. | 622 44 516283843 |t 445 | 13543 ] 356
17 [Mart. | 7 435 3| 7103345 |2 549 | 23445 4 4o
18 |Merc.| 7 16 35 2a 23 403915 a1a|32755]5a5
19 |Giov. | 7 28 50 11 3545 35ta29 | 41236 |6 14
20 |Ven. | 8 11 2429 | 8 1750 18 | 43058 | 44615 ]| 7 4
ar(Sab. | 8242232 )9 1 13 |458 5|5 6 7 g57
232 [Dom. | g 74726 | 9144024 | 510 5|5 9 4o 53
23 [Lun. | g2t 4017 | 928 46 49 | 5 4 4o | 4 54 56 | 9 48
24 [Mart. [10 5 59 33 |10 13 17 50 | 4 4o 24 | 4 21 7 |10 44
25 |Merc. |10 20 40 53 {1028 745 | 3 57 17 | 3 ag 12 |11 41
- 26 |Giov. [11 5 37 21 12 13 834 )| 35720 29213 [123
Ven. |11 20 40 16 {11 28 11 20 | 1 4433 |12 5 5 (i3 3
|Sab. | o 54042 | 013 726|024 35| 016 8Al14 28
29 |Dom. |.0 20 30 42 | 0 27 49 49 | o 56 17A| 1 35 10 |15 a3
%0 (Lun. | x 5 418 ] 1 12 lg 46 | 2 13 6 | 2 46 32 |16 18
3r [Mart. | 1 19 1958 | 126 16 49 | 318 o | 3 46 6 |17 13




Acosro 1847. 47

Giorni del mese.

. |Panarrassz|DramzTRO .8 :g
AR. |Declin.| equatoriale | orizzontale | a8 |2a%
della | della | della Luna | della Luna gg g gé g
Luna | Luna a a e 2elo ©
nel nel | —=—A———| —~—— 35 g" £S8 &
d :d, | mezzo | mezza | mezzo | mezza Z3 o ET>§
merid.imerid.| 4y | notte | di | notte "’: =
medio. | media. | medio. | media. - 4

PN IO ™

o M| 0t mi_t ' u ' ! b b

1 17 | 7 20B|59 47 |59 34 |32 38 3a 3t | 1o 2|32
215 |11 22 |59 20 [59 4 |32 23 [32 15 | 1037 | «
5 12 |14 38 |58 48 |58 31 {32 6 (31 57 | 11 16| o 33
4 10 |16 58 |58 14 |57 56 |31 47 |31 38 | 11 55 | 1 41
5 8 |18 15 |57 39 {57 21 |51 28 (31 18 | 12 42 | 3 44

6 51837157 4156 48 31 o |3x 1 {1333 | 3 4a
7 1 |r7 36 |56 32 |56 17 |30 53 |30 44 | 14 2 4 34
7 56 xg 50 |56 2 |55 47 |30 35 |30 27 | 15 ng 5 ar
848 |13 1, |55 53 |55 20 |30 20 |30 12 | 1635 | 6 o
*« =)« % |55 5|54 55|30 52959 |1725] 63y

9 38 |10 9 |54 44 |54 34 |ag 53 |ag 47 | 18 a4

10 36 | 6 37 |54 zg 54 17 |29 4a 28 5% 19 23 ; 59

1 14 | 2 51 {54 1x |54 6 |ag 35 |29 32 | 20 21 | 8 g
r 1A154 3|54 1 |29 30 |39 29 | 21 18 | 8 33

12 46 | 4 48 (54 2|54 5|29 30 2931 |a219] 9 o

13 33 | 8 34 [54 10 |54 17 |29 34 |ag 38 | 23 18 | 9 26
14 ar fxx 4o |54 27 |54 39 |29 45 |ag 5o | + =+ | 9 57
15 11 |14 27 |54 Sg 55 10 Jag 58 [30 7 | o 16 | 10 30
16 3 [16 37 {55 a9 |65 50 |30 17 (30 2 r 16 | 11 10
16 58 |17 59 |56 13 |56 38 [30 42 |30 5 213 | 11 53

17 55 |18 23 |57 5 |57 32 |31 10 |31 25 | 3 10| 13 45
18 54 |17 41 |58 o |58 28 |31 4o |31 65| 4 a ]| 13 45

xg 50 |58 56 |59 23 |32 10 |32 a5 | 4 49 | 14 52
20 55 |12 51 |59 47 |60 8 {32 38 |32 50 | 532 | 16 2
21 56 | 8 55 |60 27 [60 41 {33 o |33 8] 613 | 1716

23 56 | 4 19 {60 52 |60 58 |33 14 |33 17 | 6 50 | 18 32
23 55 | o 35B{61 o |60 57 |33 18 |33 16 | 7 26 | 19 41
055 ] 5 24 |60 50 |60 39 |33 13 |35 6 | 8 a2 | 2t
1 54 | 9 47 |60 24 |60 32 58 |32 4 8 38 | 22 17
2 53 |13 27 |59 4 5ag 32 38 |32 2 g 17 | 23 28
3 52 6 g |59 g 958 = »

58 39 (32 14 |32 1




Acosto 1847.

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 15 b a3 Occidente
1| 4 .3 Oa 1.
a| o4 a ax 30
"3 4 O 12 3 |
4] o1 .4 @) a. 3
5 a. 1440 3.
.6 33 O .14
7 3. 1. O X 4
8] 3 QOa 1 4 h
9| a. 130 4
10 O 3. 3 4.
11 10 3. 3 §. |
12 | o1 2. QO 3. 4
13 a,3 O a4
14 . 3 481 0O .a
15| 3,4 O 2
6 | % 2331 O
17] 4. O 1.3 20
18] 4 BEN®) a. 3
19 | .4 a. Oun 3. |
20 | @3 4 3 Oa
ar | 3. 4 . O .3
23 | 3. O 2dt 40
a3 3da,1. (@) 4
34 20 .1,3. .4
25 x O a .3 4
26 | 2. Or. 3. -4
27 | ot 2 053. 4.
a8 3. 1. O 3 4.
29 3. QO .a,. 4.
30 3,2. 1. O 4
31 4. 2 O 31




SerTEMBRE 1847. 49
e e—
s : g ECLISSI
s F‘-“ pELLa Luna ‘Qz“ DE’SATELL. D1 G1OVE
S in tempo n)tedio. ] Tempo medio.
1 | Ultimo quarto . . .. .... -g"5! I. SareLLITE.
9 Lumanuova..........{m‘E h,
. - 1} oag
17 | Primo quarto ........ 757 v 2l 18 5% 3% Y.
24 |Lonapiena.......... 3 20|« 4|13 24 ¢
30 | oni Bl 8] 752=
0 Imo quarto + . . ¢ ... 20 I 8 2 20 46
92049 7
#1171 15 17 28
CoNGIUNZIONE pELLA LUNA COLLE STELLE 13 45 48
in tempo medio. 2
m tempo 15 414 11
16 | 23 42 go
177695 ..., 44t ";z ;Z%g;
1| o @ (Aldebaran) 1*... 7 55 22 | 6 5 31
415 052.........,. 514 :é "(;‘5‘5;
4 54A(34.5.‘........,7x6 * 29 135127
4l68ko5a ... .. ... 1429l 29| 8 048
6165a2% 5. ........ 7 7 1L Sarerurre.
7{97 Q455 ... afaff 2 ‘:fzg‘l’““m'
8158dQ58.........a1 7|+ 9] 143316
119 4 5 17 45 13 | 3 50 48
9 9 S IR ¥/ % 16 17916
15 46 6 A 4.52. .. ..., 454 20 | 626 49
3 5
15| 9 x Ofiuco 52, ...... 20 47 :7 'g“azé
16| 24mMyss ........ 315 30 | 22 21 31
19 | k4" >»53......... 156 I1I. SATELLITE.
19| 55e 52, . .......11 5 g 18 gsgimm.
2t 6 em.
20 96,33-4..--..-0 517 10 Qﬂ'sllimmo
22 | §360=x4.5..... 3 41 lé I 625em.
1 2 6 30 imm.
25| 8 eX5* ......... 2% 8| 5 549 em.
25 [1ro0o X 52 ...... .18 6 25| 6 4 41 imm.
a8 77695 .........12 ¢ 351 9 45 em
1V. SATELLITE.
28 | « Q@ (Aldebaran) 12.., 15 17 16 | 10 27 42 imm.
* 16 | 12 2 39 em.

Effem. 1847.

7






SETTEMBRE 1847.

- 51



52

SeTEEMBRE 1847.



SeTTEMBRE 1847, 53
:.'.‘; Ak | Dects Puu.r.A;;sn DiaMETRO % S
. eclin.| equatoriale |.. orizzontale @’ e}
f, della | della dgﬁa Luna | dellaLuna |5 58| SEE
-5 | Luna | Luna a a 87| 890
g | mel | nel o [mezza | mezso | mezza éé AL
£ . . [} ]
2 merid. { merid.| 75} U Cive | di | notte cE|Ee2
O 'medio.| media. |medio. | media. 5 g
LIS PSR RN T2 R AT BT B I by
1| 4 50 {17 48B|58 15 |57 515 {31 48 |31 34 | 10 43 | o 36
2| 548 |18 20 |57 28 |57 6 |31 22 |31 10 | 11 31 1 39
« 3|6 44 |17 50 [56 45 |56 24 |30 59 |30 47 | 12 24 | 2 31
4 g 39 |16 22 |56 5 [55 47 {30 37 3o 27 | 13 20| 3 19
5 30 |14 6 |56 31 |55 16 {30 18|30 10} 14.18 | 4 1
6| 922 frr 13 |55 3 |54 50 |30 3 |29 56 | 15 17 4 36
7 1o 10 | 7 51 |54 39 |54 2g 29 50 |29 44 | 16 i6 | 5 11
8 |10 58 | 4 11 |54 20 {54 15 |29 4o [29 36 | 17 15 | 5'4x
9|+ #|* *[54 754 212933 2030 | 1814 6 g
10 |11 44 | 0 22 |53 58 |53 55 |29.28 (29 26 | 1g 13 | 636
11 12 31 | 3 26A[53 55 53 55 29 26 |29 26 0610] 7, 2
12 |13 1717 645558 {54 1 |29 38-139 30 { axr 9| 7 %o
13 |14 g 10 28 [54 7|54 14 |29 33 [29 37 | 22 8 59
14 |14 53 |13 a5 (54 24 [54 35 |29 42 |29 48 | 23 5 g,.’n
15 (15 44 |15 47 154 49 {55 412955130 4] » x| 9 7
16 |16 36 |17 26 |55 22 |55 43 {36 14 (50 25 | o 3 9;48
17 |17 31 |18 13 |56 ‘4 [56 28 |30-37 |30 50 | o 58 | 1035
18 |18 27 118 1156 54 [57 21 |31 4 |31 19| 1 50 | 11 29
.19 19 25 |16 45 |57 49 ﬁg 18 {31 34 {31 50 | 2 38 | 12 31
20 (20 34 {14 24 |58 47 |59 15 |32 5 |33 a1 | 3 a3 |13 3y
a1 [ar 24 |11 1 |59 42 [60 8 {32 36 |32 50 | 4 .6 | 14 49
22 [22 24 | 6 48 |60 30 [60 50 [33 2 {33 13| 4 41 | 16 5
23 {23 24 | 2 2 |61 5 |61 16 |33 21 |33 37 | b5 18 | 1723
24 | o 24 | 2 56B|61 22 |61 33 |33 3o {33 31 555} 18 Sg
25 | 1 25| 7 4o |61 19 |61 10 |33 28 |33 24 | 6 33 | 19 55.
“26 | 236 |11 49 |60 56 [60 3p [33 16 [33 5| s a1 |21 g
271327 i5 2 60 18 |59 54 |33 55 (3243 | 7 53 | 22 20
28 é 28 117 13 |59 28 |59 1 |32 28 (32 13 | 8 38 | 23 25
29 28 xg 1 |58 33 [58 4 |31 58 |3t 42| g2y | »
30 | 626 (18 2 [5736 |57 9 |3r 27 {31 13 | 10320 | o2}
:w .




S4

SerTEMBRE 1847.

C



anm.

Orrosre 1847.

Fast peEurLA Luxa
in tempo medio.

Luna nuOvVa « « « s s . o s

. 21044/

16 | Primo quarto ...... .. 320 18
23 | Luna piena. ., .. ... ... 1313
'S0 | Ultimo quarto. . +..... 10 33

Conc1uNz1onE DELLA LUNA COLLE Snu.s'

i in tempo medio.

1| 5r05. .. ieoar 8
1| 5420452........33 10
1[68kOobs ......... .2 22
3]652%5%.....0..,1251
4207 482 ....... 1953
6|58dQ52*......... 316
69Tt 46, .0.0...2348
12 [ 466 4.5 .......1049
13| 7 x Ofiuco 5., ...... 246
Bl dmMysd........ 918
16 | 44" »5 ... 925
1| 9B BB 4% ... ... 11 38
g | 438 =452 .......13 41
22 | 8oe X 5™ ....000.. 1348
23 (1100 X 52 .. ... cov s 520
35776895 .....vv..23 0
26 | « @ (Aldebaran) 18- ... 1 3
a8 | Bt O58%. ... .u +. 1846
28 54)\04.5.‘........3044
29| BBkO5A ..., 343
50.’6§a’$5.‘...4.,.....1998

L K B B

I. Saterirre.
LI
2 29 6'i imm.
20 57 25
15 25 4a
953 a
4 32 20
22 fo 38
17 18 b5
11 49 14
6 15 32
o 43 50
1913 6
xg 4o 25
8 8 43

%

15 33 56»
10 1 54
4 30 12
II. SaTsiiire.
n 59 6 imm.

§3e

‘5 34 3

16 51 41

6 10 25
1938 3

g 46 5o

I, SATELLITE.
10 2 37 imm.
13 3 43 em.
14 o 38 imm.
17 2 35 em.
17 B9
ar 15 em
21 58 25 imm,
1 1 5em
1 56 g imm.
5 -0 41 em.
IV. SATELLITE.
4 24 1 imm.
6 19 44 em. -

22 20 53 imm.




§6

-Giorni dell’anno.

| Giorni del mese.,

Giorni
della settimana.

OxT1oBRE 1847.

TeMro
medio
a
mezzodi
vero.

TeMro
sidereo
a
mezzodi
vero.:

Temro
sidereo
a
mezzodi
medio.

Nascere del Sole
" a tempo vero.

Tramontare
del Sole

a tempo vero.

Ven.
Sab.

Dom.
Lun.
Mart.

B oy n
23 49 49,34
23 49 30,2
23 49 n,Sg
23 48 53,15
23 48 35,11

LI AT
12 28 4,71
12 31 42,16
12 35 19,92
12 38 58,02
12 42 36,48

b1 on

12 38 17,03
12 42 lg,59
12 46 10,14
12 50 6,69
12 54 3,24

L

Ctrororor
QA O ~

Merc.
Giov.

Ven.
Sab,

Dom.

23 48 17,45
23 48 o,19
23 47 43,34
23 47 26,91
23 47 10,92

12 46 15,32
12 49 54,56
12 go 34,21
12 14,2
13 (7)52,8?

12 57 59,
3 1 5654
13 5 52,89

13 9 49,44
13 13 46:00

ctorror >t

TV QABNRN FNENENANDN
N0 e W

284

8
288

Lun.

Mart.
Merc.
Giov.
Ven.'

23 46 55,38
23 46 40,31
23 46 25,73
23 46 11,66
23 45 58,11

13 4 35,58
13 8 17,22
13 11 59,15
13 15 41,59
13 19 24,56

1317 42,55|

13 a1 3g,10
13 25 35,65
13 29 32,20
13 33 28,76

Crorron
N AN
U=JN- N CINE F=N

293

29

SaB. '
Dom.
Lun

Mart.
Merc.

23 45 45,09
23 45 32,62

23 45 9,42
23 44 58,73

13 23 8,06
13 26 52,11
13 30 36,73
13 34 21,95

13 37 25,31
13 41 21,86
13 45 18,41
13 49 14,97

13 38 7,78[13 53

1 11402

Ao S
© Oy Ut

Oy Gt
WP
[ TR RE, N

Giov.

Ven.
Sab.
Dom.

Lun.

23 44 48,66
23 44 39,23
23 44 30,47
23 44 23,39
23 44 15,00

13 41 54,23
13 45 41,33
13 49 ag,10
13 53 17,55
13 57 6,69

13 57 80
14 1 4,6
14 5 148
14 8 59,73
14 12 54,28

[= N X X Ne )
Ny AW

e

et

Mai't;

Ven.
Sab.

Dom.

Merc.
Giov,

23 44 8,33
23 4% 2,40
23 43 57,22
23 43 52,80
23 43 49,16
23 43 46,32

14 o 56,56

14 8 38,5
14 12 30,65
14 16 23,56
14 20 15,27

14 16 50,84
14 20 4g,59
1424 4 924
14 28 40,90
14 32 37,05
14 36 5%,61

ottt | Sseaeaeve | S otmmie,

SO noo
g N =

QIEN ) 00 =~ S&woo

TGrrorr v




“O1T0BRE 1347, 57

"Q.
® Varuz. Locanitmo
e LoNc1TuniNE .| DEcLiNAZIONE Larr. .
B australe delllia del Sole| della distan.
3 del Sole del Sole dec ol a d:]"; Terra
o a mezzodi . ’: ll mezzodl a S°l°i
I :g a mezzodi medio. vero. me:i d. rpedio. a l'::;l’:d

(L) ) '

. t] romn n n

1} 6 3 2 72,7 |- 0,97 | 0,484 0,0002295
‘2| 6 g g ll,ﬁ 3 25 aﬁ,g o:gy 0348 0:0001034
31 6 937186 3 48 43,1 0,97 | 045 | 9,999985¢
‘41 6 1036 28,2 4 11 57,3 0,97 | ©39 | 9,9998625
51 61135 40,2 | 435 8,4 0,96 | 0,30 | 9,9997396
6| 6 12 34541 4 58 16,4 0,96 | 0,19 | 9.9 6164
g 6 13 34 10:9 5.21 2028 o:96~ o:oy _ 8,938491 )
: 6 14 33 29,5 5 44 21,1 0,96 1 0,06B| 9,99936 8%
‘9| 6 15 32 50,2 6 7170 0,95 | 0,20 | 0.,9992438
10| 61632130 630 8,1 0,95 -0,35 9,9991186
11| 6173138 652539 0,95 | 0,45 | 9,9989931
va | 6183c A5 | 515341 | ogh | of5 0,0988673
13| 61930331 | 738 84 0,94 | 0,63 | 9,9987412.
14| 6 2030 3,5 % 0 36,5 | 0,93 0,68 9,9986149
151 6 21 ag 35,8 8 22 57.4 0,93 | 0,70 | 9,9984887
16| 62229 96| 845 11,2 0,92 | 0,69 9,9985637
1 6 23 23 4? 31 9 71 :5 o:gn 0;66 9:9982371
1 6 24 28 22,7 | ' g 29 ‘15,9 0,91 '|" 0,60 | ‘9,9981120
19| 62528 19 951 6,0 0,91 050 |' 9,0979876
20 6 26 27 42,8 | 10 12 45,4 0,90 0,39 | 9,9978640
ar | 6 25 27 25,6 | 10:34 19,6 0,90 | ‘0,2 9,9977413
221 6 27 10,0 | 10 55 42,4 0,89 | o, 9.9976197
23 | 629 26 56,4 | 11 16 55,4 089 | 0,00 9»9974904
26| 7 026 44,7 | 11 Sg 58,2 0,88 | o;12A| 9,9973804
25 | 7 126 34,9 | 1158 50,4 0,87 | 0,23 | 9,0972637
26 2 26 27,3 | 12 19 31y 0,86-| ©,3% | 9,9971463
27 ; 3 26 21:6 12 4o :b. 0:85 0:59 9:9970512
381 7 426180 | 13 0198 | 084 | o042 9,9969174
29 | 7 5126 16,5 | 1320 25 g 0,83 | 0,43 |- 9,9968049
30| 7 6126 17,4 13 40 19,5 | 082 | 0,4t 9,9966936
31| 7 726204 | 14. 0 0,2 |- 0,81 1 0,36A 9,996 34

Effem. 1847, 8



68 Orronae 184y.

dio.

LoxnerTupiNE DELtA Luna |LaTrrupine pEnia Luwd

T ——— it

Giorai del mese.

della settimana.

a
mezzodi

medio.

a
mezzanotte
media.

mezzodi
medio.

. della Luna)
¢l meridiano
n tempo me

s o, ! I
331

23 42
54 53
10 36

14 29

N

»
C=RS I TR~

W -

]6° ‘l ;’
28 41 29
11 4 37
23 13 48
533

[L LN L

5“18'
5 10 37
§ 48 19
413 11
327 1.

"
1341 §

- P
P

D -

QBN O

ANQ O ©
0 Ot
g ot

»»
o 0

23 36

[~ X< X< NS ] Lt ot NG
WO D =

O]

17 596
2% 53 49
10 40 48

22 28 4o
§ 19 56

N Ot

a2 32 53
1 32 18

028 o

1‘41:

o 37 28B|"

16 53
16 31
2§ 55
44 4
29 19 -

~N
[V
E 3 -]

16 15 46

10 33 14
22 59 56
5 42 36

© 0NN

28 19 27 {.

10 53
23 11
8 58 ar
57 4o
7 20 46

18 44 xg
12 52 g8
o 621
14 4o 31

22 5 3
7 524

22 14 23

22 21 35

7 22 55 |

ag 33 38
1? 39 :

224 18

14 54 3
a9 44 31

7 139
2 21 17 56
569
18 26 12
120 3

13 51 15 |

14 13 1y
28 »5 36
11 49 3
24 56 xg
7 38 13
19 59 43




OrroBre 1847. 5.
CARALLASSE Ul‘.‘l'llu
AR. |Declin.; equatoriale arizzontale ¥l1E98
8 della | della | della Luna | della Luna gg E g 5E
5 | Lung | Lyna a a . 5« 8, i e
- nel nel | 2= § §:.-“ £
3 d.| merid. | me220 | mezza | mezzo | mezza [ %75 g | B ¢
= lmen dl | notte | di | notte
wedio. | media. | medio. | media. - -
w g o n. " r_n roou - ’ - ‘
1 ar [16°51B]56' 44 56 20 {30 59 [30 5 14| 119
? ng 14 50 |55 57 155 37 (30 55 |30 a2 | 12 12| 3 2
|9 62 8551855 2|30 ra |3 31312 a3
il9g55]|855 2 7 154 35 [290 55 |29 48 [ 14 10 [ 3 12
5 lio 43 | 5 22 |54 94 |54 15 laa 42 {ag 39 | 15 1o | 3 43
o rrag | 1o7 |5 8 1[5 33983 29 0 | 16 7| 4 12
7 |12 xg 2 124 5% 58 153 55 [ag 28 ag 26 | 17 g 4 3
3 113 2| 555153 54 [53 54 |29 26. 29 26 | 18 3| 5.
gt «} = =153 56 {53 58 [20 27 |29 28 | 19 3 53.;:
w0 113 49 | 9 25 54 2154 7 (2930 (290351320 al 6 'r
i1 y1g 37 fea 31 |54 14 94 22 {20 37 129 41 j 51 0| U gy
19 {15 22 |+ B |54 32 {54 43 |29 46 |29 52 | a1 52 { 7 a
13 |16 19 |16 59 5./. 55 55 g j29 5g |30 6 | 22 52 g ¢
4 |17 12 [18 3 |55 a5 |55 42 |Be 15 |30 25 | 23 44 X
518 7118 131568 » 156 22 30 55 130 46 | &« 1 -9 23
W0 J19_ 3 {17 .22 {56 44 |57 8 50. 58 jus 1 udf | 10 tQ
% 20 o {15 30 |57 33 |57 59 131 25 {31 39 | 1 15 | 11 23
8 [20'57 |12 39 5; 58 5t |31 53 [32 9 t5 12 39
19 far-55 | 8-56 5g t9 {59 4232 22 {32 36 2 36 1 13 49
10 12255 | 432 l60 5 160 46 (32 48 |52 5q | 5 12 | 14 52
-+ 123 52 | » 16B|60 44 |65 58-|33 g |30 17| J 49 | 16i &
121050 |5 8|6r 8|61 14 |33 23 {35 261 % 25117, 93
3| 555 | g4c |60 15161 10 [3336 (33 24] 5 ¢ | 184
24 | 2 55 |13 31 |64 2 |60 49153 19 |33 12 | 5 41 |19 %6
b 1358 [16° 19 60 51 |60 10 |33 2 |32 51 | 626 | 20, .6
w15t 1755 159 46 q 19 132 38 {5293 1 7 14 122
\Nﬁxmm 58 51 58 22 {32 8 (31 52| 8 8)a3 8
817 o 9157 53 |57 24 (3t 36 [3r 20 | 9 5| 23 37
19 %55 g 56 56 |56 2g [31 5% 50|10 31 + *
jo 48_!3;3156 415541 (3037|3024 | 11 4] 0 9
51 1 938 1o 7155 ab- 155 3 (30 13130 3112 31 1¢




60

OTTOBRE 1847.
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Novaxuax 1847 | 63

Loxdi1Tunine DzcLiNAZIONE vs:l!lA :' 'dle‘i]:‘ﬁ';:m,

australe declin. del Sole della Tetra

medio.

del Sole del :;l:n in 1! mez:od | dal Sole
a mezzodl medio.| - : :lero. nel | dio.| @ mezzodi

merid.

Clorni del mese.

) ' [/} ] :
826’ né,s 1 'xg 97:5 - o:80 0,284 g,ggsgggz'
926 33,8 143 zn t 0y7 0,18 | g, q
10 26 43,2 | 1457 §0,8 | o078 | 0,08 | g,0962585
11 26 53,5 | 15 16 25,5 0,7 ogB| g,9961558

1237 7,0 | 1534 55,4 | oy o,23 | g,9960458

13 27 23,5 { 1553 d¢.9 0,75 | 035 | 9.9950404
14 37 59,86 | 16’11 88 0,7 0,47 9,395958656
15 29 58,6 | 16 28 51,0 0y7 0,571 9,9957313
16 28 19,3 | 16 46 16,6 | o572 | 0,66 | 9,9956279
17 28 41,6 | 17 3 95,1 0,70 | 0,72 | 09955249

s

NN

4‘5 “Mlﬂn‘

W N

ANES R NEN RN |

11| 71829 581 17 20 16,1 0,68 0,73 | 99954229
12| 7 1929 30,8 | 1736 49,3 0,6 0,74 | 9,9953a1

13] 7202395761 1753 3,3 'o,6z 0,71 9,995221%
ié 7 2t 3o ng,y 1% 8 59, 0,66 | 0,65 | 9,9951224

H 7 23 30 55,2 | 18 24 36,6 6,64 | ©57 | 9,9950246

23 31 25,8 | 18 39 53,9 0,85 | 0,46 9,9929'283
g 3157,9 | 18 54 51,2 0,63 | 0,34 | 9.9948336

18] 72

r 1 7 2

+ 1 7 25 32 31,1 | 19 9 28,2 0,60 | 0,20 9,994&407
19| 712633 56| 1923 44,5 | o059 | 0,08 [ 9,99464p3
20 { 73733 41,3 | 19 37 39,8 0,5 0,07A| 9,9945610
ar | 728 34184 | 19 51 13, 0,56 | 0,18 | 99944743
12 g a9 34 56,8 ag 4 95,3 0,55 .| 0,27 9’9945g9
23 o 35 36,6 | 20 17 16,0 0,55 | 0,34 | 999430
24 | 8 136 15,7 | 20 29 45,6 0,52 | 039 | 99942280
a5 | 8 237 0,4 | 20 41 48,5 050 [ o440 | 9.9941503
26 | 8 337 44,5 | 20 53 50,3 048 | 0,38 | 9y9940752
2 8 é 38 30,9 | 21 48,; o4 0,34 | 9.9940021
2 8 5139 192 | 21 1543, YA 0,27 | 99939311
29 | 8 6 4o g,y a1 26 13,8 | 0,43 o,lg 9,99§86n
30| 8 740558 | ar 36 20,0 |- o4t | 0,054 9,9937953

Ss—— ==~
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64 1847.

- © . .
3 e §'°.2
g g LoxerrupiNg pELLA Luma |LarrtupineperraLuxa ﬂ_.g'é
3 E'ﬂ —— Pt |~ :::g 8.‘
o kO ? a ' .~ a a a mezza | 8 g
5 ='| meazodi mezzanotte | mezzodi | .motte |3 2
S 3 medio. media. medio. | media. E: Bg

° . ° ° b

t |Lun. | 426" 4 15[ 5 2 525 | 3736'56A) 5 11 4oA|eg 47

2 |Mart. | 5 8 351|514 o 81| 24443 316g2016

3 |Merc. | 5 19 54 42 525 4828 | 146 4| 115 3|21 8
4 |Giov. | 6 1 4 35|6 73438 )| 04318 |0 11.7 |21 50

5|Ven. | 6 1328 4| 6 19 22 17 | 0 21 12B} o 53 18B|22 33
6 (Sab. | 6251736 |7 114237 12454 |1 5539(23 19

7 |Dom. | 7 9123522131316 ) 22515253522« =

8 |Lun. 1915 49 | 7252038 [ 31939 | 34349 |0 '3
9 |Mart. 512755 875;45 4 532 | 4353 |05t
10 {Merc.| 8 13 50 17 | 8 20 56 | 4 4032 | 45317139
11 |Giov.| 82623 51 |9 24510 |5 23515 814|230
12 |Ven. 1 g g 94r | 9153734510 5|5 8 o3 a2
13 [Sab. 922 858192844 4|5 15| 4515413
14 |Dom. l1o 523 4 |tora 6 8 | 4 39 44 41940 |5 5
15 |Lun. 110 18 53 26 |10 25 45 7 | 357 48 | 332 17 | 5 57
16 Mart. iy 2 e 16 |1t 9415713 323 | a3125]|64g
17 |Merc. f11 16 47 8 |11 2356 42 | 1 56 48 | 1 20 1 | 7 41
18 |Giov-| o 11026 |0 82958 Jo4137 0 215|834
19 (Ven. | 0 15 48 49 | 0 23 12 22 | 0 37 27A| 1 16 42A| g 2 4
20 |Sab. |1 03750 |1 8 422 | 1544623056 [102a 1
a1 [Dom. |'r 153058 | 1225636 |3 4 29 | 3 34 46 |11 23
22 |Lun. | 2 02011 |2 74043 |4 117 | §4 23 34 |12 22
23 (Mart. | 2 14 57 12 | 2 22 8 47 | 4 41 20 4 54 23 |13 a1
24 |Merc.| 229 14 44 |3 61429 |5 243 |5 6 20 |14 18
25 |Giov. | 3 13 738 13195359 |5 546 (5 o135 1513
26 |Ven. | 3263530 | 4 3 618 | 4 50 59| 438 4|16 4
27 |Sab. | 4 93238 | 415525542147 |4 231 |16 53
28 |Dom. | 422 738|428 1719 |3 4036 |3 1623 17 39
29 (lun. | 5 42237 | 51024 9| 25013 22223 (18 22
30 |Mart. | 5 16 22 37 | 5 22 18 43 | 1 53 1§ | 1233 |19 .5

———
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— —
Q|- . |PArALLASSE| DiaMETRO K Sl
g | AR. |Declin.| equatoriale orizzontale 83|83
~ | della | della | della Luna | della Luna | £ 3 8|S 36
& | Luna | Luna a a g o875
g | mel el e [mexza ‘mezzo | mezza é:: NEEE]
s merid. { merid. di | notte di | notte T3 |EsE
S medio. | media. | medio. | media. 2 8

b o] et ron (B0 A ron LI LI
1 |ro ng 6 38B[54 47 |54 33 129 55 [ag 47 | 13 1| 1 46
2 111 2 55 |54 22 |54 13 (a9 41 {29 36 | 14 1 2 15
3113 o o53A15 6154 1 29 32 [2g 29 | 14 59| 2 43
4 |12 46 | 4 4o |53 59 |53 58 129 28 |ag a8 | 1557 | 3
511333 | 8 16 |53 59 |54 1 {29 2g |2g 30 | 16 56 | 3 32
6 |14 21 |11 33 [54 5 [54 11 |29 31 |39 35 | 15 5 i 3
71e =] « =548 52 ab 2g 3g sg ba | 1 52 2 34
8 |15 11 |14 ar |54 34 {54 44 |39 39 53 | 1953 5 8
9 |16 3 |16 31 |54 55 |55 6 |29 59 {30 5 | 20 48 | 5 48

I e 16 56 |17 54 {55 19 |55 32 (30 12 (30 19 | 21 43 | 6 a8
11 tg 50 {18 22 [55 46 |56 1 3027 (3035 | 32 331 71
12 |18 46 |17 51 |56 17 {56 34 |30 44 |30 55 | 23 18 | 8
13 |19 42 [16 20 [56 51 |57 10 31 a |31 13 | 23 58 | ¢ 12
14 |20 38 [13 52 |57 29 |57 49 |3x 23 |31 34 | « | 1017
15 121 34 }10 32 |58 9 58 Bo |31 45 {31 56 | o 37 | 1v 24

| 16 |22 29 | 6 31 |58 50 |59 10 |33 7 [32 18 | 1 11 | 12 35
17 |23 26 | 2 o (59 29 |59 47 {B2 28 |32 38 | 1 44 | 13 46
18 | 023 | 2 44B|60 3 |60 16 [32 47 |32 54 | 2 19 [ 14 59
19 | 122 | 523 {60 26 {60 33 {33 o |33 3| 4 55| 16 1b
20 | 3 22 [11 35 |60 37 |60 37 |33 6 (33 6| 3 32| 17 29
a1 | 3 a4 [14 59 |60 33 [60 24 |30 3 [32 58 | 4 13 | 18 43
22 | 427 |17 18 |60 12 [59 57 |32 53 |32 44| 5 o 19 50
23 | 5 30 |18 ar [59 38 [5g 15 |32 33 (32 ar | 5 51 | 20 52
34 | 6 32 |18 8 [58 51 |58 26 (33 8 |31 54 6 4z at 4%
25 | 7 30 [16 48 |57 59 |57 32 |31 39 {31 a5 | 7 48 | 22 53
26 | 8 26 {14 33 |57 5 [56 38 |3c 10 [30 35 | 8 48 | 23 13
27 | 9 19 |11 36 |56 14 |55 51 [30 43 |30 30 | 9 50 | 23 48
28 lro 8| 8 12 |55 a9 [55 10 {30 17 |30 7 | 10 52| * *
39 (10 56 | 4 31 [54 54 (54 39 |29 58 |29 50 | 11 57 | 6 18
30 {51 43 | 0 41 |54 28 [54 18 |ag 44 29 38 | 12 59 | o 55
Effem. 1847. 9
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Fg Fasr perna Luwna ” s ’ ECLISSI
g . ) & |pE’SATELL. D1 G1OVE
B in tempo medio. 3 Tempo medio.
7 | Luna nuova . . ... ..., g" 7 I. SATELLITE.
14 | Primo quarto ........ 16 3 N
21 | Luna piena. .. ... .... 10 45 || a| 1 o aimm
29 | Ultimo quarto. .. ..... 2 25 g :g gg Z?
7] 813510
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE 19 2 58 g5
» i, o | 21 a1 59
In tempo medi 12 | 15 50 22
14 | 10 18 46
: s x 16 | 4 47 11
51466455 .. ..... 2335 || 1| 2315 3
6| 7 % Ofiuco 5.*..... w1516 19 | 17 44 54
21 12 12 20
6l2afmmy 5*........21 §o 23 | 6 4o 57
9l44e»52......... 20 47 ag 1 59 gg
2 19
10| 9B 55 4>....... .23 ¢ 28 | 14 gn
13 [ 43 0 == 4. 5 .. a 51 30 | 8 34 51
16 ({8 e D e 7 28 ’ II. SATELLITE.
16 110 0 }{ 5.2 . 23 58 5
19776952, ....... 185414 , g :‘r 43 g o
19 | « @ (Aldebaran) 1.* ... 21 57 1r g 22 29
) : * 14 |1 20
22 | BrD5r .. ... .. 14 30 81 3 315
22 | 5420452 .......16 24 21 '§219
‘ a5 4o 2
22 |68 kDB, ... 23 6 28 | 18 57 59
25 65> H 52 ... .13
25 oY e 9§ III. SATELLITE.
51 21 imm.
25 agr Q455 ... 1844] 2 ,2548
27 {58 d 3 5* ... 00 1 8 20 | 5 44 55
31 froo AT 42 ..., o ||t 98
IV, SATELLITE.
9| 4 16 35 imm.

7 -3 57 em.
22 .16 26 imm.




DrcEmMBrE 1847.

gl8] 4 ss |, s
g E 8| Teuro Temro TEMPO wg e ok
= | Eg medio sidereo sidereo =* |E3 >
LR R R a a a ° 2, g:z g
e | om | S 2| mezzodi mezzodi | mezzodi | £ § |ET §
g8 = vero. vero, medio. 88 572
Q1.2 ] 3 & ©
[Cl K< ’° z

L] LIS LI by
335| v [Mere. (23 49 5,03 16 29 50,96 1638 46,82] 7 33 | 4 27
336| 2 [Giov. |23 49 28,68/16 32 10,33(16 42 43,38] 7 33 | 4 27
337 3 [Ven. [23 49 52,09(16 36 30,36,16 46 3 ,95 7 3? 4 26
33 é Sab. {23 50 16,12/16 fo 51,01[16 50 36,49| 7 35 | 4 25
339 Dom. (23 bo 40,74|16 45 12,2516 54 53,04 736 | 4 24
340 6 |Lun. 123 51 5,93(16 4q 34,06(16 58 2g,60] 7 36 | 4 24
341 Mart. |23 51 31,64|16 53 56,41/17 2 26,16| 7 37 | 4 25
342 g Merc. [23 51 57,87/16 58 19,26{17 6 a3,71| 7 3& 4 23
343] 9 [Giov.[23 52 24,5717 3 42,59|17 10 1q,39] 7 38 | 4 22
344 vo [Ven. |23 53 Sr,71[17 7 63737 14 15 ,sg 738|422
345] 11 (Sab. [23 53 19,26 17 11 30,56117 18 12,39] 7 39 | 4 21
346| 13 |Dom. [23 53 4g 17 15 55,1217 23 8,04| 7 39 | 4 21
34% 13 |Lun. (23 54 g 17 20 20,0317 26 550 7 4o | 4 20
348| 14 [Mart. [23 54 44,0 17 34 45,34/17 30 2,06| 7 4o | § 20
349| 15 [Merc. |23 55 12,91|17 29 10,74|17 33 58,61 740 | 4 30
350| 16 |Giov. |23 55 4a,01|17 33 36,4717 37 55,171 7 41 | 4 19
351| 19 {Ven. [23 56 11,31|17 38 2,41i17 41 4!,7 74114 19
352| 18 [Sab. |23 56 40,79 17 42 28,5317 45 48,38].7 41 | 4 lg
353| 19 |Dom. |23 57 10,42]17 46 54,80(17 49 44,84] 7 42 | 4 1
354| 20 [Lun. |23 57 4o,17(17 51 21,19117 53 41,40| 7 4a | 4 18
355] 21 [Mart. |23 58 10,01|17 55 47,6717 57 37,96 7424
356| 22 [Mere. (23 58 39,91|18 o 14,21[18 1 34,51] 7 4a | 4
357| 23 |Giov. [23 59 9,83 18 4 4o,g 18 § 31,09) 7 42 | 4
358 24 |Ven. |23 B9 39,75/18 q 7, g:s 9 27,63| 7 42 | 4
35g| 25 [Sab. | o o 9,64|18 13 33,8518 13 24,18] 7 41 | 4
360| 26 |Dom. | 0 o 39,47{18 18 0,31{18 17 20, 41 | 4
361| 27 [Lun. [ 0 1 g,ﬁg 18 22 26,6818 QZ 1 go ; 41 | 4
362| 28 [Mart. | o 1 38,80(18 26 52,9218 25 13,85| 7 4o | 4 20
363| a9 [Merc.| o 2 8,24|18 31 19,00[18 29 10,41 7 4o | 4 20
364| 30 (Giov. | o 2 37,49[18 35 44,8q[18 33 6,97 73 |4
365| 31 |Ven. | o 6,52/18 4o 10,56[18 37 555 739 |4 2

-




Drozmsre 1847. 69
o |
g LoNcitupine | Drcrinazionz Va:i]‘:‘ Latir. dLi’]“'g.“°
australe 2 |de] Sole| “C 8 distan.
—_ declin. della Terra
3 del Sole del Sole in 1l a dal Sal
- a mezzodi nel mezzodi a me oogi
'g a mezzodl medio. vero, merid, | medio- :;esizo.
[4)
1 s 8°4:'47','2 m°46’ 1"5 - o,'.'ig 011188 9,0937303
2 8 9 42 4o,1 | 21 55 18,0 0,37 | 0,21 9.9936670
3| 81043 3,4 22 4 9. 0,36 | 0,34 9,99360%4
4| 8n 24 29,9 | 23 12 34,9 0,34 | 0,46 | 9,9935454
51 8 1245 26,8 | 22 20 34,8 032 | 0,57 | 9,9934868
6| 81346 24,6 | 22 28 8,6 030 | 0,66 | 9,99342
” 8 14 47 25:4 22 35 16:0 o:ss o:72 9:9935723
8| 815 48 23,3 | 22 41 56,8 0,26 | 0,75 | 9,9933194
9 8 16 49 ng,l 22 48 10,8 0,25 | 0,76 | 9,9932665
10 | 817 50 25,5 | 22 53 57,9 0,23 | 0,74 | 9.993215a:
11| 81851 27,6 | 22 59 17,8 0,21 | 0,69 | 9,0931655°
12| 819 52 30,3 | 23 4 104 o,1g | 0,60 | - 9,9931175"
13| 82053334 23 § 354 0,17 | 048 | 9,9930713
14| 8 ar 84 35,1 | 23 13 39, 0,16 | 0,36 | 9,9930270"
15| 8 a2 55 41,0 | 23 16 2, 0,14 | 0,23 | 9,9929848"
16 | 8 23 56 45,5 | 23 19 4.0 012 | o,10 | 9,9920447
1 8 24 57 50,3 | 23 21 34,8 o,io | 0,034 - 9,992906
1 8 25 58 55,4 | 23 23 43,x 0,08 0,12 : 9,99'18%1 :
19} 827 o o6 | 23 25 20,8 0,06 | 0,2 9.9928300
20| 838 1 6,4 | 25 26 29,y 0,04 | 033 | 9,9928091
21 | 8.a9 2125 | 23 27 10,7 |- 0,02 | 0,37 | 9,9927820
221 9 o 3189 | 23 27 23:4 ' o:oo 0:39 9:99a7ﬁzs
23| 9 1 4255 | 2337 2,7 [+ o002 038 9,9997303
24 9 2 5328 ] 23 26 2%,7 0,04 0,34 9:9927 7
25| 9 3 6 40,5 | 23 25 11,4 0,06 | 0,28 | 9,9927020
26 | 9 4 7 48,6 | 23 23 30,9 0,08 | o,19 | 9,9926889
2 9 5 g 57,3 | 23 a1 :u:a 0:!0 o:os 9:99267Si
2 9 6 10 63| 23 18 45,3 0,13 | 0,04B] 9,992670
29 | 9 7 11 158 | 23 15 40,3 0,14 | 0,17 | 9.9926649
30] 9 8120258 2312 7,3 0,16 { 0,30 | 9,9926617
31| 9 913%,1 | 23 8 6,2 [+ 0,18 | 0,43B] 9,9926607 -

#




70 DicemerE 1847.

fI

| s 8,8
g § LoxcitupiNe DELLA LuNA  |LATITUDINE DELLA Luna '3 EE
= e
5 [Che a a a a mezza 'UEE"
£ 5| mezzodi mezzanotte | mezzodi notte |83 2
3 3 medio. media. medio. media. |3 Mg
g .8
y oo | 5728°08 8|6 47632 | 0’53 | 0" a0 44A[rg 46
a2 (Giov. | 6 9 59 34 | 6 15 53 54 | o 1o 48B| o 42 14Bj20 30
3 |Ven. | 621 47 5| 627 42 40| 113 14| 1 43 31 |21 13
41sab. | 7 340 8|7 93953 |2 1348 2 40 46 {21 58
5 (Dom. | 7 15 43 19 | 7 21 47 41 3 7 4|3 3ra5 |22 46
6 |Lun. 5275613 8 4 8 535329 4 1257 (2335
7 |Mart 103322 | 81642 442933 | 44258 |+ =
8 [Merc.| 8 23 4 x1 | 8 29 29 38 [ 4 53 59 | 4 59 22 | 0 35
9 |Giov.| 9 5581891230 65 15715 037|117
10|Ven. | 919 45| 92542137|45517 44556210
11 |Sab. |10 222 43 |10 9 535|43238| 41528 3 3
12 |Dom. |10 15 50 57 [10 22 38 46 | 3 54 37 | 3 30 18 3 55
13 |Lun, |10 2g 28 59 |11 62137 |3 2 4g 2 32 30 | 4 46
14 [Mart. [vr 13 16 41 |1x 20 14 11 | 159 45 | 135 a 5 .’)g
15 Merc. [11 27 14 9| o 41633 04849 o139 |62
16 [Giov. | 0 11 ar 20 | 0 18 28 24 [ 0 25 544 1 3 13A g 20
l% Ven. | 0351732 |1 2 48 a7 | 1 3g 41 | 2 14 42 14
18 [Sab. | 1 10 0 45 1'7'35;, 2 47 38 5:&54 9 9
19 [Dom. | 1 24 2727 | 2 1 4033|344 59| 4 a3 |to 6
20 [Lun. | 2 85230 {216 231 |42745]4 4247 [rv 4
at [Mart. [ 223 950 |3 01340|45316|459 9 (12 2
22 |Merc. |3 71321 | 314 816|5 o028 |4 57 19 (12 58
23 [Giov. | 3 20 57 55 | 327 41 58 | 4 49 54 | 4 5% 31 |13 53
24 [Ven. | 4 4 212 | 4105235 | 42339 |4 5 9 [1443
25 |Sab. | § 1719 5| 4253959343553 2010 15 3t
26 [Dom. | 4 29 5536 | 5 6 6 1g |2 54 16 | 2 26 37 116 16
27 [Lun. | 512 1239 | 518 15 11 | 1 5735 ] 1 27 29 |17 ©
%2 Mart. | 5 24 14 31 { 6 o 11 30 | 0 56 4o oagaS 1§45
29 |Merc.| 6 6 620 | 613 013 |0 5 58Bf o 37 10B/1 25
30 |Giov.| 6 17 53 44 | 623 4734 | s 757|138 olig 8
3t |[Ven. | 629 4235 |7 53857 2 7 4|3 % 5219 52
} .




Drioemere 1847. 71
e . |PARALLASSE| DiAMETRO .8 .8
8 AR. |Declin.| equatoriale orizzontale 23227
— | della | della | della Luna della Luna §3 gl 3 g
~ | Luna | Luna a a g8 g -3
- nel nel |t | —~—— s= g E:E
a . ;| mezzo | mezza | mezzo | mezza 220 | 8% 8
S merid. | merid.| ;" | powre | di | notte s (...'u;
Q medio. | media. | medio. | media. £ =
LI o !t ron oo 1_n " Loy LI
1 {1239 | 3 9A|54 12 |54 7 |39 35 n9'35 1347 131
2 [1316 | 6 51 (54 6 |54 6 |29 32 |29 32 | 14 46 1 3y
3 114 3 |10 18 |54 g |54 14 |29 34 [29 36 | 15 45 2 6
4 |14 52 |13 20 |54 20 |54 28 |29 §o {29 44 | 16 43 2 35
5 |15 44 |15 49 |54 38 |54 49 |29 49 |29 55 [ 17 44| 3 8
6 [16 37 17 33 [55 2 (55 15 [30 2 |30 10 | 18 42 | 3 44
7% =] * * |552g 55 43 |30 17 |30 25 | 19 37 4 25
8 |17 3a 18 24 |55 57 |56 12 |30 33 (30 41 | 2029 | 512
9 |18 28 [18 16 |56 27 [56 41 |30 4g 3057|2117 6 6
10 |19 25 [17 5 |56 56 |57 10 |31 3112 |22 1| 7 6
11 |20 ur |14 54 |57 24 |57 37 |3t 20 |3r 27 | 2239 | 8 10
13 [a1 17 D11 50 |57 51 |58 4 |31 35 |51 42 | 23 14| 9 lg
13 [22 13 | 8 a |58 17 |58 30 [31 49 |31 56 | 23 47 | 10 2
14 (a3 8| 344 |58 42 [58 54 (33 5|33 9| » »| 1x35
15| 0 3| o51B{59 5 |59 15 |32 15 {32 a1 | o 17 | 12 45
16 | 0 59 | 526 |59 24 |59 31 [32'26 |33 30 | o 53 | 13 56
17 | 1 57 | 9 44 |59 37 |59 41 {32 33 |32 35 | 1 39 15 ¢
18 | 2 56 |13 27 |59 4% 59 42 (32 36 |32 35 | 2 8| 16 20
19 | 3 57 [16 17 |59 38 |59 32 |32 34 |33 30 | 2 5o xg 29
20 | 4 59 [18 o |59 23 |59 12 |32 25 |32 19 | 3 36 | 18 34
a1 | 6 1 [18 28 |58 58 |58 41 |32 12 {32 2 | 4 50| 19 32
22 | = 1 |17 44 |58 23 [58 a |32 52 (31 41 | 5 29 | 20 23
33| 8 o |15 55 57 41 |57 18 |31 29 {31 17 | 6 30 | 21 8
a4 | 8 55 |13 16|56 56 |56 33 |31 g 30 53 g 33 | ar 44
25 | 9 47 |10 o |56 11 |55 50 |30 4o |30 29 34 | 22 18
26 |10 36 | 6 22 |55 30 [55 12 {30 18 |30 8 | 9 35| 23 47
27 |11 24 | 2 32 |54 56 |54 43 |9 59 [29 52 | 10 36 | 23 16
28 |13 11 | 1 21a|54 32 |54 23 |39 46 |20 4t | 11 34 | 23 44
29 |13 57 | 5 g |54 19 |54 13 |29 58 [29 36 | 12 32 | « »
30 [13 44 | 8 44 |54 12 |54 13 |ag 35 {29 36 | 13 31 o 10
31 [14 32 |11 58 |54 17 [54 23 |29 38 |ag 41 | 1429 | © 3y







1347,

" SEMIDIAMETRO DEL SOLE, ' -
TEMPO SIDEREO IMPIEGATO DAL SOLE A PASSARE PEL MERIDIANO,

E LONGITUDINE DEL NODO DELLA LUNA

A MEZZODi MEDIO.

73

| _

Semidiam. ?::;::' Longitad. Semidiam. 1;:.:}:2' Longitud.
Giorni. | del Sole [dal Sole| del nodo |[ Giorni. | del Sole |dal Sole| del nodo
in areo. |2 BNl della Lona. in arco. | 0 (della Luna.
@ 1 ng"q':s 5'92':2 g'agf;é £ 6 'xg'zé,'fs 2'17','2 2.12.21'
B 16 17,7 [ 2 a1 2 R, 12| 1 712 16 14 3
£ _,g 16 195 2 20,5| 6 23 34| 5 18| 15 46,03 158| 6 13 45
19 16 17,0 | 2 19,5| 6 23 15 24| 15 46,52 14,8] 6 13 24
. 25| 16 16,5] 2 18,1 6 22 56| 3o| 15 47,1 |2 15,8/ 6 13 5
. 3 xg xg,g a 1(55,7 6 22 39, &5 ,lg 4%’2 a 12,2 (63 12 4(5;
w 6] 16 1 2 15,4 .6 22 18]| S 11| 15 4 211 12 2
& 12| 16 13:6 2 x:izo 6 21 59| & 17| 15 49:9 2 lo:g 612 7
3 18] 16 12,3| 2 13,7] 6 a1 4o ag 15 51,1 |2 9,8] 6 11 48
S 24| 16 11,012 ",g 6 a1 a1 29| 15 52,4 {3 g,1| 6 11 29
® 216 952 10,7 621 a| «» 4| 1553572 86| 6 11 10
5 8| 16 8:0 a 9:9 6 20 42|| 2 10 15 55: 2 8:3 6 10 51
© 14| 16 6,52 9,3 6 20 23] § 16| 15 56,8|2 8,¢| 6 10 32
20| 16 4,8|3 9,0/ 6 30 4| § 23| 15 58,42 8,3 6 10 13
- 36] 16 3,112 88| 6 19 45| ® 28 16 o,x[2 85 6 954
g 6 2 8,9 6 6 9 16 1,7|2 89| 6 9 35
g, , :5 5;;; 2’ 9:2 6 :g ? s xﬁ 16 5_:3 2 9,7/ 6 9 16
71% 15 583 |3 o] 6 84; S 16| 16 5,02 10,6/ 6 8 57
19 15 56:6 2 Iz’:g 6 i8 29 S 22{ 16 6:6 2 11:7 6 8 38
25] 15 55,1 |2 11,1| 6 18 10 28| 16 8,1|2 12,9/ 6 8 19
B 1] 15 53,7|212,0| 617 51f| 2 3| 16 9,83 14,3/ 6 8 o
P 15 5-1:% 2 13,9] 6 x; 3q| 2 g 16 113 |2 15,7] 6 7 41
B xg 15 50,9 |3 13,9 6 17 13|] § 15| 16 12,4 |2 17,0 6 7 N
19| 15 49,8 [2 14,8| 6 16 54|] T 21| 16 13,7 |3 18,3| 6 7 2
a5 15 48,7 |3 15,7| 6 16 35| ® 27| 16 14,8 |2 .19,6| 6 6 45
31| 15 47,9 |2 16,5| 6 16 16 & 3| 16 15,72 30,8 6 6 34
© 6|15 47:3 a 17:a 6 15 56| 8 9| 16 16,4|2 21,6/ 6 6 5
E 12} 15 46,5 |2 17,6 6 15 37| B 15| 16 17,1 |2 22,2| 6 5 46
ag 12 lg ég,o 2 17,g g 12 ;; a a1 lg 17,g 2 2:,;.5 g g ng

24| 1 {2 17,8] 6 1 27|16 17,6 | 3 23,

30| 15 45.5 |2 175| 6 14 4o o
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- METODI D’ APPROSSIMAZIONE

NELLA RICERCA

DELLE RADICI DELLE EQUAZIONI

DI

PAOLO FRISIANI

——— )~ ——

1 Quantunque la questione che tratta della- natura delle
radici delle equazioni sia algebriche che trascendenti e del pro-
cesso per calcolarne i valori reali sia completamente sciolta dietro
i principj esposti nella Memoria sull’analisi delle equazioni pub=
blicata nel 1844 ed inserita nelle Effemeridi astronomiche di
Milano per I'anno 1845, siccome I’analisi possiede altri mezzi
per giungere alla stessa soluzione, cosi onde formarci della
questione che ci oecupa, riguardata sotto pill aspetti, una
completa conoscenza, ho creduto opportuno, seguendo sempre
le tracce dell’autore dell’analisi delle equazioni, di esporli in
questa Memoria qual continnazione della gid citata. Avendo
perd raccolto sotto un sol punto di vista, quello cioé¢ della
ricorrenza in genere, i diversi principj da cui dipendono i
~metodi d’approssimazione nella risoluzione delle equazioni, cosi
ho creduto opportuno d' indicare altre questioni che dipendo-
no dagli stessi principj, ritenendo di chiamare in generale re-
lazioni ricorrenti quelle in cui una quantita che entra in esse
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rignardata come funzion qualsivoglia di un indice dipende sia-
dalle relazioni antecedenti, sia dalle seguenti.

Ai metodi di risoluzione gia accennati nella citata Memoria tien
dietro pel primo quello delle frazioni continue applicato alla
ricerca delle radici delle equazioni algebriche. Dall’ esame di
questo metodo si fard manifesto che senza I’ impiego dell’ equa-
zione ausiliaria alle differenze di cui si é servito Lagrange o di
qualsivoglia processo dipendente dalle proprietd delle fanzioni
simmetriche, il calcolo delle frazioni continae combinato col
teorema degl’indici, da cui si desume quante radici sono indicate
fra due limiti dati comprendenti un intervallo unitario, basta
per distinguere la natura di tali radici se reali o deficienti e
per calcolarne nel primo caso i valori approssimati. In questo
processo, come in quelli gid esposti sull’approssimazione li-
neare, si suppone che I’ equazione algebrica proposta non con-
tenga radici multiple, dovendo qui pure un tal caso trattarsi
separatamente. Lo sviluppo e la dimostrazione di questo pro-

cesso riposano sui principj esposti ne’ seguenti paragrafi. |
2. Se nell' espressione o --:— s ove wi rappresenta
una quantiti reale positiva o neg;tiva, sl ponzono per le di-

verse y i valori che nascono dalla relazione ricorrente
¥r = 'i - Wy =
Wr Yreer

(1)

coll’attribuire ad r successivamente i valeri ©0,1,2,3,4 T

si ottiene, posto - = «, D espressione
. (] .

Wy Wy W3 e oo W I
[>T =i r— - '
y * y‘ y;ys ""yl' (y (l),- (2)

ove avra luogo il ~ od il — secondo che 7 sara pari
o dispari.
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Se inoltre si stabilisce 1a relazione ricorrente DO SR ¢
'f"-"’r-l-x = Brepx : X (3)
W, .

avendo la r i diversi valori come sopra, la (2) si tras-
forma nella ' ’

Wy Wy B3 « oo Wy

dg d3 d,’...-dr(yr?f

. "‘ I
Yo— & = =+ I (yr— -‘t’—r 4)
2) o
ove una qualunque o, _comune alla’ (3)  sard data dalla
frazione continua ' ' . ’

I
Wy == o= I}, wjn = I - L - L
—Ny
. vo. —nt-a*‘-. . R ’ co (5)
. .-, . I . .
¢ ey — I ¢
S Ty e ———
— 2y

ed una qualunque d, dipendehté dalla relazione ricorrente:
d = n, + E-I__—; ) : : (6)’

ove r puo ricevere i soli valori 2, 3, 4.... 7 0.
sard data dalla frazione continua

-1 -
N, _a .,
' (7)
o e — 1
n3 -+ —
n,

Di fatto la relazjone (1) per r=o0,1,3,3..... for-
nisce la serie

y I w0, + I y I I 1 I
0SS — — Wy ——9 Y I — =k — F Yy =S —— = W3k — 0o
Wo Y: Wy Ya y Wa 3
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Dalla 1. di queste espressioni risuita

I
ooty

Wo

ove cambiato y,, w, im Yy, o, s avri,parimente

)

e per lo stesso motivo sard

1 1 _ I o, I
ST SO SO M
Quindi colla successiva sostituzioné si ottiene pel valore di
Yo — -E; = vy, —« I’espressione data (1).

Cambiata nella relazione (3) 'la r in r—1 e dedotto

il valore di ®, risulta o, = —n, =+ » Ove posto
. Wp o 1

- successivamente r— 1 in luogo di r si ha colla continua
sostituzione la frazione continua (5). Parimente se nella
espressione (1) si pone il valore del 1.° membro della (3)
s ha la relazione generale

I
Yr = Brauy == —— ®
Yretx
. . I .
Se nel binomio 1y, <~ o 8 pome per y, la sua espres-
r
sione (8), si ottiene
_ I Npvey =+ ( I )
-— = — e ——
¥r d e Yraa 1
Ny gy =+ —
d,

che per la relazione stabilita. (6) si riduce a

Yr+ _ y::: (yr-l-x dr s, (9)

r
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Avendo supposto che nella’ ‘d, I'indice - 7. ha la sala escur+
sione dei valori 2, 3, 4.... Teeon, s€ si vuole che la
(9) sussista per P’escursione totale r =o0, 1, 2, 3....
converra determinare le arbitrarie d,, ‘d, in modo che
le due equazioni risultanti dalla (9) per r=1, r=o0
coincidano con quelle che risnltano dalla' (8) per gli ‘stessi
valori r = 1, r = o. Avato rignardo che dalla (6) ri-
sulta d,=n. in quanto essa sussiste solo per . r=12a, 3....
la (9) per r=1 dard y.+di= n,...-‘-, ela (8)
dari‘x ¥y = n, + =3 danque dev’ essere  d, =3 ' Per
r=o le equazlom @, @ dlventano o
feoa j- .
yo = (d-——)-'-—- ' y,, r—-—:n,‘-h;s
dunqne d,. —Zl: =n,, e per essere d, = % dovra es-

d, =0, accid I espressione indeterminata I — I

possa esser eguale ad . 7,. , Posti nell’espress;one 9 in
luogo dl r successnvamente i termini :

r_l,~r—2, r"-"s,' r—'4--o.r;‘P’

si ottiene dalla sostituzione continua

__dr( T
Yroa™ -xeyr yr"."':‘d' i
yr-z ‘L'..n 71 yr-.l @ yryr-x

- ><>
e dr-s yr.-a yr-a dr-a YeYre1Yraa " df

i

l Lad —
Yr—p=+ dr = % (p -
-2 Yre@pe=i

drd,_,d,_,l...d,_@-x)( " )

—(p 1)
(yr =1 dr—(p-l) YrYre1Yrmaeo Yram(p—1)
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Supposto ps:sra-z, ~ quest’ hlunnmndma

,,,,,

e G : ' dadsd&.-.. d,.(
'l .
PR T I¥ ;d . 1y3y3y4 . . .o

cpﬂ'ﬂsere ?po,:rgsulmri
el

y“m'm-»- ¥ = d.d3d4....d,(y, _)

Bosto cluesto valore nella (x) , essa si cambm nella (3)
Finalmente posti successxvamente nella relazione ricorrente
(6) in laogo di r i valori ‘r'—1, r—a, r—3....
colla continua sostituzione nel secondo membro della (6) dei
valori che risultano dal ‘far variare la -7 si otterrd la frazione
continua (7)

I valori di Yy, che annullano: I'espressione . (4) sono tatti

1
oompresn nella radlcc nmca “delf equaznone y,—-(-o: =0

secondo cid che i & avvemto al § 15 della citata Memoria.
Una qualunque delle espressxom nate dalla ¥r —-wl col dare
ad r i diversi valorl ©, f,3.... veird chianiata fat-
tore di 1.° grado, ed -(-o- 14’ costante 'di esso fattore Tispetto’
a cui si verificano le seguenti pmpneta

° Se la costante :)I-r- di un qualumjut fattore- y, - ir
€ compresa fra 1. ed § senza che: coincida con al-

Ty
can numero intero, la costante —— del fattor successivo

[
1 r*l
Yritg ———— -sard pure Gompresa fra ed %, purché Ia
CWppex
me: sia il numero intero nmmediatamente inferiore ad" :}—-
-
L e

Ne deriva che essendo « .—.—-..::- compresa fra 1 ed 3
(] .
‘mon coiicidente con dlcun numero intero, ed essendo n, il

'
/ r

-
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numero intero in essa compreso, e lo stesso dicendosi di 7,

) 1 . . 1 . .
rispetto ad - di n3 rispetto ad —ee, di 7 ri- .
© Wy - 2 .

spetto ad - le costanti di tutti i fattori di- 1.° grado nati

r
dalle successive trasformazioni indefinitamente prolungate sa-

ranno comprese fra 1.ed .

2.° Se, essendo  « compresa fra — 3 e =+, sia_n,
un numero qualsivoglia- delle serie 1, a2, 3, 4....
escluso quello che potrebbe essere contenuto in . «, e le

Ny, N3, Ny ... siano numeri comunque presi nella stessa

I

. 1 .
serie, la costante - sard compresa fra 1 e —1, la —
1 Wy

sard compresa fra o e -~ %, e le successive costanti
1 1

— 9 — ...+ saranno comprese fra o € —1I.

Di fatto sia « compresafra o e —!, la o, =a—n,

R . .
sara compresa fra 0o e — %, ed — giacerd pure fra gli
(7]

I
stessi limiti. Sia o« compresa fra o ed [, la o, sard
compresa fra o e — 3 ovvero fra 1 ed J secondo

I
che sarA »n,>« ovvero n,<a—1, elame sard nel 1.°

I
caso compresa fra o e —L, e nel 2° fra o ed 1.
-
Dunque per « compresafra —% e +3 la — sari
) 1§
compresa fra 1 e —J come si ¢ enunciato. Ne deriva

I - . \ 4
pertanto che la v, = — —pn,, in cui 7, € uno qualsi-
Wy

voglia della serie de’numeri naturali, sard negativa € compresa
fra o e —, frai quali limiti sard percié compresa la

X . 1
- come si € detto. Inoltre essendo w3 = - n3, ove
2 3

n3 € parimente un numero intero, sarad 3 compresa fra
I .

—1 e —3 e percid — sard compresa fra o e —1I.

. . 1 9 . . . s

Si ha parimente w, = — —n,, e risultando, per cio che si €
oy .

4pp. Lff. 1847. 2
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1

detto, la w, pure compresa fra —1 e — 1, sard —

. "
compresa fra o e —1, e lo stesso avrd lnogo indeﬁni:

tamente rispetto alle ‘-;; ’ 55 «+++ in quanto tutte le
Ws, Wge.s. saranno,comela «,, compressfra —1 e — 3.

3. Essendo p e ¢: (quantitd reali qualunque, I’ espressione
(x—p)*+gq} ha sempre un valor positivo qualunque siasi
la x. Siccome essa rappresenta il prodotto delle due espres-
sioni immaginarie conjugate x—(p2-gq,)~1), cosi la chia-
meremo fattore di a2.° grado, e delle due costanti che esso con-
tiene diremo parametro la quantitd positiva o negativa p ed
argomento la quantitd positiva o negativa g¢;.
Se nel proposto fattore di a.° grado si sostituiscono successi-
vamente ad %, ¥y, Ya....¥y,—; 1 diversi valori nati
dalla relazione ricorrente

Yresx =Pr_x"'"“’r""5' (1)

r

da cui si deduce la serie

x P (/)] *x ‘ y p Wa ! p (") !

=Py — 1 = Py— gk =9 2 = Pa W3k == oees
¥s ya. ¥ ¥s

ovele pi, pa, ps....p,_: sono determinate dalla re-
lazione ricorrente

Wr _x
Pr—x = 2 (2)

3
W1 Gy

che fornisce la serie

P p Wy w3
P = —3 5 2 = g3 Y P3 = g1 "
o +q, w, +4q, “’3*93

in cui le diverse g., g3....gq sono date dalla relazione

- 2 2
qr—l = wr,l



1z
ossia della serie

q:x qs qs
q’ = =" 3 = 2 . 3 L] 4§ = Y DRI
gt PT e’ BT a8

il fattore (x*~p)*~~gq} si trasforma nell’espressione

R i) ()|

Se si suppongono inoltre lc relazioni ricorrenti

Prex—or =0, ® ., d = n'*d_,__—, ©

che danno rispettivamente le serie

p—wr=n, Pl—ﬁ”ﬂna, P’—w3=n3,-

dy = n, ) da—ns-t-zs 4d4=n44-v4-‘-;-3-,....

sl avra

e aeny lerst) )| o

ove una qualanque «, sard data dall’espressione (5) dell’an-
tecedente paragrafo cambiatovi « in p, ed una qualunque
d, sard data dalla (7) del citato paragrafo in quanto esse
risultano dalle relazieni ricorrenti rispettive (5) e (6).

Queste espressioni si ottengono col processo analogo seguito
nel paragrafo antecedente per trasformare il fattore di 1.° grado
¥o— « nell’espressione (4). Se nella (7) si pone p=«c.e
g: =0 essa si trasforma, come era da aspettarsi, nel qua-
drato di quella ottenuta mel citato paragrafo. La precedente
espressione non conterrd in ultima analisi che il parametro p
e 'argomento ¢, del fattore proposto, la y, e le guantita
arbitrarie #,, na, n3....n,. Qualunque siasi I'indice r,




13

la (7) ¢ il prodotto di un fattore di 2.° grado e di un:fat-
tore che non si annulla per qualunque valore finito di vy, .
I valori di y, qualonque essi siano che annullano la (7)
sono tutti compresi, in forza del § 15 della citata Memoria,
nei soli valori immaginarj conjugati che annullano il fattor di

° grado.

Se nel fattore di 2.° grado della (7) si suppone o, >1,
il parametro e I’argomento di esso saranno <1 qualunque
siasi ¢,. E se si suppone ¢, > 1, il parametro e I'argo-
mento saranno parimente < 1 qualunque siasi o,. Essen-
do o, e ¢ entrambi <1, il parametro diverri < od
= ovvero > di uno, secondo che ¢} sard > od =
ovvero < di (1 —w,). L’argomento diverri >1 se es-
sendo parimente «, e ¢, emtrambi <1 sard o]<g(1—¢,).
Dalle precedenti cose risultano le seguenti proposizioni :

1." Essendo p compresa fra 1 ed §, se le lettere
n,, na, n3....n .... rappresentano i numeri interi con-
tenuti rispettivamente nei parametri p, Py, Pacect Propeess
le successive sostituzioni eseguite nel proposto fattore di 2.°
grado (x—p)®~~gq? spinte siano ad un numero r op-
portunamente grande trasformeranno il proposto. fattore in un
altro il cui parametro p, = -;-,—%_'—;1-; sara < 1. Di fatto
essendo 7, il numero iuter:) cOnrlpreso m p, dalla (3)

per r = 2, risulterA o, <1 senza essere — o. Se la
(OF% .
Pr==—m data della (2) per r=23 nomsarda <1,
LIEY ' ‘ . . - -
cio che esclude il caso di 7, =p ossia di o, =o0, dovra

essere ) -~q; Z=w;, e percio fatta astrazione dal segno di

g sara ° :’(il-q >%'. ossia ¢, ¢, astrazion fatta dal
. ) 4

1 i . . T
segno, e supposto k, 1 sard ¢, = q.h,. Sia n, il
numero intero contenuto in pr, si avra dalla (5) w. <.

Sela p,= (-?—u_)—:? data dalla (2) per r=3 non sara
a 2
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L1 non potrd esseré w, = 0, onde non potri .essere
p: = 1, giacché in tal caso dovrebbe essere .7, = 1 e
Pi—ny = wa = 0. Mase p, non pud essere = 1 non
kD
wig; o
dunque %; non potrd essere = I, ma sartda > 1. Potrd
essere g, Zw,, € quindi, astrazion fatta dal segno,

9 _1
o - q, S5 ossia supposto k., S 1 sard g3 = quha=q.h, ka.

potra essere w3 --¢; =0, e quindi nemmeno

Se parimente la p3 nonsard . <1 non.potra essere h, =1,
e cosi progredendo se supponiamo che nessurio dei parametri
SUCCESSIVI 3, Py, Pseees Pr—a Tiesca <1, supposte
sempre le relative n,, ns. ng....n._,  eguali ai nu-
meri interi compresi in essi parametri si giungerad al fattore
(fr—1=—pr—1)*+gq., il cui parametro p,.. se mon sard
<1, cidcheescludeilcasodi w,_; = 0 edi p,_. =1

e percio di  h,_,=1, risulterd, astrazion fatta dal se-
gno, g =qihihahs....ke_2h,_, ove ciascuna delle
hy, ha, h3....h,_s sard >r Ne segue che qualun-
que siasi ¢, si potrd assumere r abbastanza grande che,
essendo o, = p,_,—n,, risuli. ¢>*>u(1—w,) ossia
OF =g > ‘

Cio ritenuto, il fattore di 2.° grado che nascera da una nuova

. . w
sostituzione sard (y, —p,)* =~ ¢’w:, ovesard p, = -

. wr g7
e per essere o +-g¢’>0w, sard -p, < 1. Giunti a questo
fattore, la 1n,... che servirebbe ad un’ulteriore trasforma-
zione, supposta sempre un numero della serie 1, 13, 3....
non potrd piu essere soggetta a rappresentare il numero intero
contenuto nella p, per essere p, < 1. Lo stesso si dird
rispetto alle n,4., #,43.... delle successive trasformate.

2." Se, essendo il parametro dato p  qualsivoglia, siano
n:, n., n3.... numeri compresi nella seric 1, 3, 3, 4....
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escludendo per valore dii s, quel solo de'numeri di
detta serie che potrebbe trovarsi compreso nella p, la p,
sarh compresa fra 1 e —§, la p. fra 0o e —§ e
tutti i successivi parametri p3, ps, p,...,. $aranno com-
presi fra 0 e — 1.

Di fatto se p & compresa fra ~—1 e —§ sard o,

compresa fra —1 e —¢, quindi p, = s gar

] 1 4
compresa fra 0 ¢ —1. Se p ¢ compresa fra 0 e —1

sard o, compresa fra o e —1 ovvero fra —1 e —3
secondo che sarA n, = ovvero > di 1 e percid p,
sard compresa fra o ¢ — mnel 1.° caso, efra 0 e —1x
nel 2.°Se la p ¢ compresa fra o ed 1 sard o, com-
presa fra o e —&, e percid p, sard compresa fra
o e —1 ovvero fra —1 e — L secondo che sard
n,>1 ovvero n, =1 ed o +¢}>0. Dunque es-
sendo p compresa fra 1 e — 7, il parametro p, del
successivo fattore di 2.° grado sard compreso fra o e — 3.
Se finalmente la p & compresa fra 1 ed { sard o,
compresa fra 0 e — L ovvero fra 1 ed § secondo
che »n, sarA >p ovvero < di p—1, essendo per
ipotesi escluso il caso di 7, coincidente col numero intero
compreso in p; dunque in ambo i casi sard p, compreso
fra 1 e —3. Ne risulta dunque che qualunque siasi p
compresa fra —% e -+, purché =z, non coincida col
numero intero compreso nella p, sard p, compresa fra
1 e —3. .

Se ora si considera p, come se fosse il parametro di un
proposto fattore (y, — p,)*<+q,, essendo p, compreso fra
1 e —, il parametro p, del successivo fattore, per cid
che si ¢ detto rispetto alla p, sard compreso fra o e — 3.
Se parimente si considera Pa, compreso fra questi limiti,
come il parametro di un proposto fattore (ya — p.)* +g3, il
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parametro p3 del successivo fattore, dietro cio che si € detto
sopra rispetto a p, sard compreso fra o e —1. Consi-
derato nuovamente p; come il parametro di un proposts
fattore , il parametro p, del successivo fattore sard pure
compreso fra o e —1, @ cosi progredendo si conchiue
derd che tutti i successivi parametri ps, Pese:s Proo.s
indefinitamente saranno compresi fra o e —1  qualun-
que siasi il proposto parametro p.

3.* Qualunque siasi il parametro p e I'argomento ¢, diun
fattore di 2.° grado (x—p)*~+q;, sele n,, n., n3....n, ...
sono numeri della serie 1, 2, 3, 4.... dopo un nu-

‘mero ¢ di trasformazioni il proposto fattore sard cambiato in
(ye—po)* -+ giw: ove non solo il parametro p, al crescere
da ¢ rimarrd costantemente compreso fra o € —1, ma

inoltre I’argomento  gr4.; = -‘?—T—q:—;; diverra minore di qual-
¢ ¢

sivoglia data quantitd.

Di fatto se la p ¢é compresa fra 1 ed %,  perla
proposizione 1." di questo paragrafo, si potranno continaare le
trasformazioni sino a giungere ad un fattore (y, — p,)* + qrues
in cui essendo adempita la condizione ¢’> o (1—«), il
parametro p, sia compreso fra .1 e — . Una successiva
trasformazione dard il fattore  (Y,u: — Pras)’ — q:-..a , ma
per la proposizione 2. il parametro p,., sard ora com-
preso fra o € — 1. Una nuova trasformazione dara il fat«
tore  (Yrwa — Praa)’ +¢ra3 in cui per la stessa propo<
sizione il parametro p,., sard compreso fra © e —1.
Dietro la solita posizione p,ua-— ;3 = w,4+3 risulterd la
w,+3 negativa, ed il suo valor numerico sarA compreso fra
1 ed L. Una terza trasformazione darad il fattore
(yr+3""pr+3)’*q:*4, ové Pr+3 sara comptesa fra 6 e —1.

a ’ 1
Ma essendo ;3> 1 la gruy = gra3—3

—_—— sarX
Wr3=+gr+3
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M by o+
< di g,+3. Supposto dunque A.43> 1 SArA Gras= .Z:_’
_ +3
Siccome poi tutti i successivi parametri  pr4g, PraseceeProces
saranno tutti compresifra 0 € — I, tutte le W, Wppsei.Wpoes
saranno negative ed avranno valori numerici > 1 e percid

sard indefinitamente

qr+3

q'f" = Tres Bray Braseoos by

ove le' diverse % saranno maggiori di 1. Qualanque
sia risultato il valore di g,+3 si potrad assumere ¢ cosi
grande da ridurre la ¢4+, minore di qualunque quantitd
assegnabile.

Se si suppone inoltre che il parametro p sia qualsivoglia
esiano n,, na, n3....n .... numeri presi nella serie
1, 3, 3, 4.... non coincidendo la n»; col numero
intero compreso in p, i parametri p;, pyec..proe.. 82—
ranno, per la proposizione 2." di questo paragrafo, compresi fra
o e —1, e percié il fattore di 2.° grado (y;— pz)’q-q:
sara nel caso gia contemplato del fattore (y, 43 —pra3)*~+ gruy
¢-potra ripetersi su di esso ¢ sui successivi fattori quanto si
¢ detto - rispetto ai successivi fattori derivati da quest’ ultimo.
Si giangera dunque collo stesso criterio ad ottenere '

q4=%:-, qs=%:-, q6=—q—‘:’ o e o o

Gr+a

hr+3

. dr __qr+ .
TSl IS G =

= 93
qf+3 - h3 h4 h5 cses h"""




-
e quindi
— qs
U4y = Rl s oo B

e percid  g.+: .sard minore di qualsivoglia quantith, qua-
lunque siasi ¢3 e quindi qualynque siasi ¢, da cui di-
pende il valore di gs. ' )

4. I valori critici di-un’equazione qualunque F(x) = o
sono compresi fra il pii grande ed il pid piccolo de’ valori
che presentano le radici o i parametri della stessa equazione.
Di fatto chiaminsi ....d....7....p.... i parametri ed
eeveay, boooih ooty w.... le radici della proposta.
Supponiamo che ordinati i parametri e le radici a seconda delle
loro grandezze , incominciando dalle negative a valori numerici
pit grandi sino al pitt grande valor positivo, si abbia la serie

ceen8, @, booiih, Tl 9, U, (1)

‘ E noto che la F(x) decomposta ne’suoi fattori di 1.° e 2.°
‘grado dara

Fx) = '----{(x—é)’-o-a':,(x—a) (x—b)u--(x—h){(x—r)’-o-a':}----
cecessnns (x-»t){(x—-p)’-o-c:}(x—u)""==°

Pongasi F(x)=X. Se si pigliano le derivate X', X", X"...X"\...
una qualonque X  consterd di un polinomio a segni po-
sitivi di cui ciascan termine sarad un prodotto di fattori di 1.°
grado o di 1.° € 2.° grado. Sia ¢ il valore dell’ultimo termine
della serie (1). Se nel valore di X sipone x=yp-¢,
essendo ¢ infinitamente piccola, tutti i termini saranno positivi
€ percio positivi i termini della serie X, X', X", X"...X"....
dunique per x = p w4, x =72 la serie degl’ indici sard
+-+.. 0000. Nessun valore critico adunque sard compreso
fra x =09, x= ] Cio sussiste del pari quando I’ ultimo

App. Eff. 1847. 3
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termine della serie (1) essendo un parametro = r ed il
penultimo una radice = u si avesse u =t e percid
y=u=r

Essendo v, = ovvero < del piu piccolo valore della
serie (1) non esistono parimente valori critici fra x =y, ,
x = — %, per cui i valori critici saranno compresi fra
v, ¢ . In fatti nella F(x) = o, si ponga x=y9¢—y
sard F(x) = Fw —y) = Y = o. Le radici reali della
F(y—y) = o saranno '

....(v—u), (v-z), .....(a-—-h), . (o--b), (v-—a)
ed i parametri dei fattori di 2.° grado saranno -

I P S (v—r), ceee (9 —=3), oo

ed ordinati per le loro grandezze si avra la serie
we(p-u), (¥-p), (¥=18), we.(9-7), (v-Hh), .(v-D), (v—a) (0-5)....

La p—p, sard una quantitd maggiore dell’ ultimo dei ter-
mini di questa serie, per conseguenza per y=¢—¢;, y =g
la serie degl’indici competente alla serie delle derivate Y,
Y, y", Y"....Y,,.... sard ....0000. Non esistera
dunque alcun valor critico fra i limiti y=¢—9¢,, y=13
ossia, stante il carattere del valor critico, non vi sari fra
detti limiti alcan valore di y che annullando una qual-
sivoglia derivata Y renda dello stesso segno le -due
derivate laterali Y“~?, Y'*", Dalla F(x) = Flv—1)

risulta -
y(r—l) -+ X(r—l) y(r) —_ ;X(r) , Y(rq-x) = = X(rq. 1)’

valendo tutti i segni superiori per r pari e gl inferiori
per r dispari. Per essere x = ¢ —y ‘non esistera -fra-i

limiti x =v9,, = —% che corrispondono ai limiti
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y=9—9,, y=17% alcon valore che anpullando X®
renda dello stesso segno le derivate laterali X¢—», X+9
percid la X = o mnon avrd alcun valor critico fra i limiti
x=v9;, x=—3. , : .

- 5. FEssendo p ed uz un parametro ed una radice en-
trambi maggiori di tutti i parametri e di tatte le radici che
la f(x)=o contiene, sesard p < od = u, il valor critico
dovuto al fattore di 2.° grado a cui p appartiene, sard <u
tranne pel caso di  f(x) = ((x—-u) - )(x —u) in
cui il valor critico sarA = u. Infatti una qualunque de-
rivata X© sard positiva per x =u-+h, essendo %k po-
sitiva, onde tutti i termini della serie X, X', X".. WXL
saranno positivi per i1 § 4. Per x=u—e¢, essendo ¢ pic-
cola guanto si Vuole, una qualunque X® sara della forma
P—:Q, ove' P, Q saranno positivi per x=u—ec Si
potrd dunque assumere & cosi piecola che tutte le derivate
X, X", X"....X".... siano positive. Mala X ri-
salterd negativa per x = u—e, percid la serie degl’indici
per x=u-+h, x=u—¢ sard ....0001. Dunque
fra u—c ed § non esisterd valor critico, e quello com-
petente al fattore di a. ° grado che contiene la p sard <u.
Ma pel caso in cui sia p=u e non esistano altri fattori
la X" = P—:Q sard negativa per essere P = o. In
tal caso il valore x = u annullando X" e riducendo dello
stesso segno le due derivate laterali coincidera col valore critico.

6. Un’equazione F(x) = o abbia una sola radice reale
= u>1 essendo tutte le altre radici ed i parametri delle
immaginarie comprese fra o e — 1. Se ciascuno degli
argomenti potrd assumersi minore di una quantita data, I'equa-
zione proposta pei limiti x =1, x=§ fornird A =1,
essendo. . A D ultimo della serie degl’indici competente ai
detti lLimiti. Supposto infatti che. P, , P,, Ps.... siano
‘1 fattori, di 2.7 grado della proposta aventi rispettivamente per
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parametrile po,, pa, ps.... eperargomentile c,, 02, 03....
esia f(x) il prodotto di tutti i smoi m fattori di 1.°
grado, sard F(x)=«+-+ P3 P, P;f(x)}. La f(x) nen con-
tenendo che una sola radice positiva = u maggiore di uno
peilimiti x=1, x=3 dara A=1 per valore dell’ul-
timo indice. La serie dei segni delle derivate di f(x) . per
2 ==1 sari come segue :

A, f@,. O, f”(l)--.'f‘"‘"’(rf), f""’(i)

- ¥ F F £ - W

Accié pei limiti x =1, x=§ possa risuitatje A=1g,
siccome debbono risultar positivi i segni di tutti i termini della
(1) per x=1%, dovra nella (1) ripetersi il segno superiore
sino ad una f(’)(l), " indi succedere tutti i segni inferiori.
Pongasi P, f(x) = ¢(x). Una qualunque derivata ¢'(x)
sard data da '

¢ @) = P, fx)+ ar(a —p,) £~ Na) e r(r - 1) £~ ) | (2)

Essendo per ipotesi f) il primo termine della serie (1)
che per x=1 assume il segno +, ed essendo x—p, =1—0p,
una quantitd positiva, tatte le ¢"~(x), ¢“~(2)....¢'(), G(x)
per ¥ =1 saranno negative e tuttele ¢"~(x), ¢*~(x)...
sino all’ultima derivata costante saranno positive. Ora se la
¢"(1) sard negativa comunque positiva o negativa sia la
¢"*+(1), si avra nella serie

6(1), ¢'(1), ¢"(1)-..61), ¢ 1), @"*”(r) ¢‘“*”(r) 3)

una sola variazioue di segno.- Se poi la (p(')(x) é posi-
tiva, la successiva derivata cp""' Y1) . assumerd essa pure
‘un segno -positivo quando possa assamersi- I’ argomento ox
minore di una data quantitd. Di fatto indicando con un apice
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al piede di f i valori numerici delle derivate. negmve '
£, f7N0) dovrd essere: ‘

P,f‘"(x) > ar(x — en)ff"”(l) +rr— :)f,"*‘”(n)'
ossia ' . ‘
(1-p )’f‘"(n)w‘f"’(x) > ar(1 - Px)f‘” Yr)wr(r- x)f*""’(x)

Se per I’ arbitrarietd dell’ argomento o, sx assume

— (r—3) . 3 ) .
@A g =00 > =)

ed a piu forte ragione

| e+ 1) (1 =D fO) > = DK C)
Cambiando nella (3) la r in r~+1 fatto 2 =.1 i ha

, ¢+ (1) =.- P,f""'”(x)l-u- a(r+ 1) (&= pa) fD) # @ 1)r 1),

In questa ¢ la sola  f“~"1) che & negativa ed in . forza
della (4) sard  ¢U*”(1) positiva. Ne deriva che la serie
(3) tanto per o"(1) positiva che. negativa pex hmltx
x=1, x=2% fornra A =1

Pongasi ora P, P(x) = x(x), siccome la 'serie '

¢),  PG), Q). P"TA(D),  ETTRR),  ETTHD)

- + + :F _ + ' -
. avrd rispetto ai segni la' stessa proprietd accenmata per la
serie (1), cosi si potra npétere sulla (%) - ' rlspettq a
¢(x) lo stesso xfaglbnamento fatto sulla (%) ° rispetto alla
f(x) col disporre dell’argomento o, in modo che- sia
Ca _Tr=1)0f ")
02 < . @f(t)

miti x =1, x= dara A =1. In pari tempo

e -conc.lud_ezje' %:he: la X(x) _‘,ﬁja‘ i
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avverandosi nell’analoga serie la proprietd di avere uma sola
variazione di segno , posto: Psx(x) = Y(x) si potrd pas-
sare alla conclusione che anche la  Y(x) gode delle stesse
proprietd delle funzioni precedenti, quando si disponga dell’ar-
gomento o¢; in modo da ridursi minore di una quantitd
data. Continuando un simile discorso  si giungerd alla pro-
posizione enunciata rispetto alla F(x) = o. ~La stabilita
proposizione non si limita al caso in cui una sola delle radici
della F(x) = o0 sia >1, ma si pud stabilire .in gene-
rale che essendo m un numero qualunque di radici >t ,
essendo tutte le altre ed i parametri delle radici immagi-
narie compresi fra o e —1, se gli" argomenti possono
assumersi minori di una qualsivoglia quantita, pei limiti
x=1, x=1{, siavrd A = m. Cié riposa sul princi-
pio che la differenza fra il valor critico competente ad un
fattore di 2.” grado, a cose d’altronde pari, ed il parametro
di esso é tanto minore quanto pii piccolo é I"argomento. Una
tale differenza diventa zero, quando I'argomento €& zero, giac-
ché il tal caso il valor critico coincide col parametro ed il
parametro diventa una radice doppia. Col diminuire pertanto
I argomento si potrd ridurre la differenza fra il parametro
ed il valor critico ad una quantita < 1. Cido pud dirsi di
ciascuno dei fattori di 2.° grado che entrano nella F(x),
e siccome tutti i parametri per ipotesi si suppongono com-
presi fra o e —1 il valor critico dovato a qualunque fat-
tore di 2.° grado si ridurrd < 1. Quindifra x=1, z=¢
" non esistendo valori critici, ma un numero m di radici
reali, dovrd essere per gli stessi limiti = A = m. Risulta
inoltre che se una radice ¢ compresa fra o .ed I e tutte
le altre radici e parametri sono compresi fra 0o € —1 e
gli argomenti possono assamersi minori di qualsivoglia quan-
titd assegnabile la F(x) = o pei limiti x =o, » = §
'dara A = 1, e percid essa avria una sola variazione . di

segno.
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7. Sia proposta I'equazione lineare . ax—b = o da ri-

b
solversx col metodo delle frazioni continue. Posto — =0
a

si trasformi il 1° membro, dell’ equazione x—a = o0 col

processo indicato al § a. La trasformata r*=* ommesso il

fattore che non si  annulla per alcun valore di 'y, dari
L 4 :

y,’_...;r = o. Posto per o, il valore (5) dello stesso § 2

e cavato ‘a col rovesciare la frazione e portare successiva-
mente nel 1.° membro le quantitd . n, , n....., si otterrd

1
n; - — I
n, -+ —
ng~.,,6 . I .
. o —
. PR
Yr
Sele n., na, n3....n, sono i numeri interi immedia-
I 1 1 I
tamente inferiori alle rispettive — = a1+ —3 —o.c.
Wo g Wy - Wy

. . . 1
eper a1 sia n;=o0, ivaloridele =, n‘-c-':s

I I .
n_ = — I 9 cceen n-.-—- I
'y e — Ny~ — I (1)
n3 ) R '13"'—
-, I
.S
- ny

saranno_alternativamente minori e maggiori di « e conver-
geranno verso o sino a differirne, per r  grandissimo, di
una quantitd minore di qualsivoglia dato valore. E questo il
modo con cui si pué esprimere m ﬁ'azlone contmua un qual-
sivoglia numero «.

Giova osservare che I'equazione che fornisce « per ¥r
sussiste qualunque siano le arbitrarie 7., na, My....n,
purch¢ pongasi per 'y, il valore % Se pertanto si

r



34
determina la lfy, cbll‘eqnazione ¥r— ;x. =0 dietro la

r
condizione che le successive #,4,, 7, 43,.... siano i nu-

I ¥
9
"GOy Upyeg

il valore ottenuto differird da y, di una quantitA minore
di qualunque data quantitd, e la serie (1) che sarebbe di-
vergente sino al termine contenente ]a n, in quanto le
By, By....n, $0NO numeri affatto arbitrarj, diverrebbe conver-
gente nei successivi termini contenenti Vi,u:, M+, Bra3eeos
e finirebbe per fornire il valore di « approssimato quanto
si voglia.

8. La stessa « potrd esprimersi per una serie conver-
gente a segni alternati i cui termini siano frazioni dell’unita,
il valore di « essendo compreso fra la somma di r e di
r=1 termini. In fatti posto : '

geece

meri interi immediatamente inferior; alle o

D, =..1., D,z:n,,‘ D3=n3D;*D,, D, = n,D;+ D,
Ds=nsD,+D;s,.....D,=nD_y+Dy_s,e... (1)
ed L o
N,=n,, N,-_‘-n.N,-c-x., Ny=n3 N+« N;, Ny=n,N3+N,
N5=n5N4¥N3,..L.....N,=n,N,_,+N}_,,.........

i diversi termini della (1) " del precedente paragrafo saran-
no, come & € noto, dati nspettlvamente daﬂe frazxom 4

D—l, ‘-D—z-’ D3 E,’....._D_r(.,....’.'

i cui valori sarapno altemauvamente mineri . maggiori- di  «
e convergenti verso- «; la stessa proprieth avra dunque
luogo nelle-espressioni A '
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-5)~(@-5)"
3 Da

N N NS Nz N4 IVS
D‘... D’ -l--l—)—s—Da) —t— — )*b-ot

D4 .D3
N M-_! ree 1
e & o o \ Y e o 0
+ r -Dr...x) (-Dr-l-l r) +
Siccome qualunque siasi r & N, D,_, —~D,No_, = 41 )

valendo il -+ odil — secondo che r ¢& pari o dispari,
sard ‘ ‘ '

N] 1* “N)
Dl .D; Dﬁ

) S I

I_V.l*—-—. D e 2 ! . i
D, D.D, D,D; DD,

o=

1 1
B FopL, e @
Inoltre per le posizioni (1) e per essere n;, n., ns....
numeri interi, un denominatore generico D, D._, sara
per qualunque valore di r un numero intero, cosi la «
data dalla serie (3) .sard espressa came si eraerunciato.

9. Posto F(n,) = n, -o-_;l- 1

2 —

il valore di « sara compreso, qualunque siasi 7, frai fic
miti  F(n,), F(n,+1), per cui ottenuto colle trasfbr-
mazioni sopra indicate un limite approgsimato F(n,) ‘mag-
giore o minore di «, si avrd un altro limite- F(n,+ 1)
minore o maggiore di «, senza ricorrere ad un’ulteriore
trasformazione. Di fatto la  F(n,) sarth > ovvero < di «
secondo che r sard pari o dispari, e se nella serie (2)
dell’antecedente paragrafo u rappvucma con. P la som-
. ,
+ '-Dr Dr-b ]

App. Eff. 1847. 4

ma dei termlm che precedono 1l termme ’



26

si avri F(nr..- ,) = P+ 7} D " Ponendo x in luogo
di 74, ed osservando che

Dy, = ’lr-i-lDr"'D-—l = xD,+D,_;

sara
1

Fx) = P:FD,-(ID,--P )

ove avrh luogo il segno — ovvero il -+ secondo che r sara
pari o dispari. Considerando la x come una variabile che abbia
Pescursione da x=o0 ad x=2L la F(x) sard una funzione
di x continuamente crescente o decrescente al crescere di x
d F(x
secondo che 7 sarh pari o dispari, gnacche la di) che

1
nel 1.° caso € data da —_—— ¢ costintemente
x D, + D, _,

()

che nel 2.° 'caso ¢ data da

positiva e la stessa

- (xD -~ Dr— ) ¢ costantemente negzm-vax Se si suppone
x = o sarA F(o) = F(n,_,), giacché " = o.
Supposto r pari, sara Fin)>a« ed F(n,_:) <oc, quindi
Flo) <« Variando x da z=o0 ad x =g, giuo-
gerd ad eguagliare il numero intero 7,4, che si otter-
rebbe dalla (r-1)™™ trasformazione, ed in tal caso sarebbe
F(nr+;)<a, e per essere nr+,> od =1 ela F(x)
una funzxone crescente con ' x sard F(1) <oz Quindi sard
« compresa fra F(r,) ed F(n, + 1) = F(1).

Supposto r dispari si avra o

F(n,) < «, F)>a, F.e) >«

Essendo F(x) costantemente decrescente da x=o0 ad x=g.
ed mqltre B4 > od =1, sard F1)>« La o« adun-
que sara parimente compresa fra Fln,) ed F(n, + 1) = F(1).



az

10. Essendo reali, positive e disuguali le radici dell’equa-
zione di 2.° grado 2*+ Ax+ B = o entrambe comprese
nell’ intervallo unitario 7, n,--1, si dovrd giungere colla
successiva sostituzione dei valori della relazione ricorrente del
§ 2 ad una trasformata 7~ della forma y;+ Py, +~Q =0
le cui radici giacciano in intervalli distinti per quanto piccola
sia la differenza-delle radici stesse, cioé ad un’equazione in cui
i limiti inferiori 7,4.., m,4+, delle due radici differiscano
di un numero > od = 1. Si calcolera la pilt piccola delle
due radici della proposta pxghando de’ due lnmm Tray, My s
il pia piccolo se . r ¢ pari, ed il piut grande se r & dupan,
Paltro limite servira per calcolare I’ altra_radlce. I due limiti
#r4'y, M, daranno due trasformate (r=+ 1)"=* fia loro
distinte della forma ’ V

Py . ' ‘
Yr+a "‘Plyr+x"|'Qx =0, y:-i-x"‘Payr-!-x"“_Qa = 0

una delle quali servird a calcolare i successivi valori appros-
simati della pia piccola radice, I’altra della piu grande.

Di fatto la proposta sara rappresentata da- .-(x—a) (x—5) = o,
ove a, b saranno le radici in quistione, ossia si avra il siste-
ma delle due equazioni x—a =0, xz—b=o0. Sesi
tratta la x—b& =0 come si ¢ fatto nel § 7 della
X—a = 0 e si chiamino m,, m», m3....m 1 numeri
interi immediatamente inferiori alle ‘radici delle successive
trasformate che nascono dalla relazione ricorrente del § 2, in
cui si cambi la # in m, risultera egualmente che la fra-

. . I :
zione continua m; =+ — 1
m, = — :
m3 ~~ . . 1
e - ——
m,

col crescere di r convergera verso il limite & ed avran
lnogo rispetto al fattore x.— b le stesse proprietd che sus-
sistono pel fattore x—a. Se nelle successive trasformazioni
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della proposta .x* +-Ax~ B = 0 sino alla. 1™ s trova
che fra un intervallo unitario

nyed By w1, noed Nu+1,..,.0 el 0“1,

I'indice A ¢ sempre = a, s avra N

B, =M, Ny =M, NI=1M3,....0 = M, (1)

ove il numero r sard tanto pid grande, quanto pi piccola
sard la differenza fra le due radici a, 5. Ma per quanto
piccola sia tale differenza non potranno aver luogo le rela-
zioni (r) per un valore di r grande quanto si vunole, ma
si dovrd giungere ad un numero m, diverso da 7., giac-
ché se indefinitamente avessero luogo le relazioni (1), la fra-

. . I
zione continua ny ~~—

protratta indefinitamente avrebbe per limite sia la «, sia
la 3, vale a dire che si avrebbe contro I'ipotesi b = a.
- 8i pud anche osservare che le successive approssimazioni alla ra-
dice a che supporremo ‘b possono essere spinte sino ad
un numero r - dispari cosi grande da differire dal vero di una
quantith <b—a. Sia k un tal valore approssimato; sard
A <a Siammetta chele n,, n., ns.... n, coincidano
rispettivamente colle m,, m,, msy....m,. Si passi ad
un successivo valore approssimato di @ che chiameremo
h;. Essendo r+1 un numero pari ed

1 sara h a
h;-——-n.-v-;— 1 : 1>
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ma siccome questo valore 4, deve per la legge della c9on-
vergenza essere piu vicino ad a di quello che lo era il
precedente valore %, dovra essere k;, <b La stessn A
sard un valore approssimato di . 5 e <& Sia %k il suc-
cessivo valore approssimato di &, sard

k=n,-0--}- . .‘Hondg‘lc>b
n; < ‘e I
. ., - — 1
n, - ——
mr-'-l
Se si supponesse che fosse ‘m, ., = n,., sarebbe ki, = %,

e percid h, riuscirebbe in pari tempo < e > di b3
non potra dunque per valori abbastanza grandi di r essere
Wpu: = DNpt;. Le nh4y, nre: dovranno divenire diverse;
ma perd una tale diversitA potra avveratsi anche prima che
la h eguale al valore approsumato di a. sia dnvelmta <
di b—a.
Supposto 5>a ed ammesso che le relazlom (1) si veri+
fichino sino alla m, = n,, essendo m, .  diversada #n,., '
si vuol provare che sard 7,4, < ovvero > di My, se~
condo che r sard pari o dispari. Di fatto la proposta equa-
znone (x—a)(x—1d) dopo la - trasformazxone diverri
)(y, - —) = essendo 6, il valore dx d,'

<

dato dalla (5) del § 2 in cui si cambi - & in’ b. Sara
n,. 4. il limite inferiore della radlce del 1. '&ttore, gd m,ﬂ
quello inferiore alla radice del 2.° fattore. Essendo 5> a

si’ avranno le meguaghanze ‘
X L R cy ., .
1 1 1 . 1 S C e

—— —_— ' [, 1 — 1
-n;+a -n,+b -y + — ARy +——
-n,+a -n,+b
1 1 .
-n3 + 1 -n3 + 1 5 s as e
-Ny + -1, e —~—~— .
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e cosi progredendo, posto. . -
I .

F, = I
— - —— 1
'—nr.-l"'—-"
— N2,
LR 1
—_— Ny ——
—n; +~a

ed F, eguale a cid che diventa F, col cambiare a in b,
si avra F, < ovvero > F; secondo che r sara pari o dispari.

Dunque anche il limite intero 7,4, inferiore ad - sard
r

minore o maggiore del limite intero .m,., inferiore alla 51:
secondo che r sard pari o dispari. Quindi nell’equazione
yr+Py,+~Q =10 (3), le cui radici si troveranno col
teorema deg]’ indici separate in intervalli distinti -p, p 1
e g, g+ 1, si dovrd per calcolare la pid piccola radice
della proposta assumere il minore od il ‘maggiore dei due
limiti inferiori p, g secondo che r sard pari o dispari
ed impiegare I'altro limite per calcolare la radice pit grande. Se

1
pertanto nella (3) si pone y, = n+, -0-5’——9 essendo 7,4,
ré¥i

qnello dei due limiti p, q che serve a calcolare la pit
piccola radice della proposta, si avra una trasformata della forma
¥+ +P.y4:1+ Qi = 0. Se in vece nella (2) si pone

essendo R Paltro limite s1 avra la

Yr =Ty g, = yr-O-I
trasformata L Yrar+Payrpr=+ Qs = Entrambe- queste
trasformate che chiameremo effettive avranno una sola radice
compresa fra 1 ed §, giacché la differenza fra 7,4+, ed
M4, sard > od = 1. La 1." servird a calcolare i valori
successivamente approssimantisi alla a, la 2. quelli appros-
simantisi alla b.

11. Un’ equazione algebnca qualunque di grado = m in-
dicata come nel § 4 colla F(x) =o0 si rappresenti pe’ suoi
Tattori di 1.° e di 2.° grado come segue

F(x) = wo(z-0) f(2-p)sq:} - (2=B) {(e-m)*+n2} (x-7) =0 (1)
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Se ¢’indica: con: (P(fy,) +cio:ché diventa: F(x)' quandosi
sostitniscano ad * %, y:, Yi...sy,_; 1 valori:della rela-
zione ricorrente den S§ a e 3, in modo.che ommessi 1 fattori
che non si annullano per alcun valore finito di y,, si riduca
alla forma : -

m—-l

0) = 3 Ay~ e v = 0

sl avra

Ply,) = +-- (yr—"‘) (y_w +q, g, + )% 5 _.

=Dl .,,.) (n+e»)§(yr m=e

ovele @ ....¢. Trvene hanno la stessa slgmﬁcazlone
che si ¢ attribuita a_d o, nel§a,ele (o, g)oullr, ).

la stessa significazione che si é attribuita alla (o, ¢)" ’tilel
§ 3. Cid risulta manifestamente dalla forma del 2.° membro
della (1) composto di fattori dn 1.° e di a. grado, avuto

riguardo alle trasformazioni che un' fattore di 1.° o di a2.°

grado subisce dietro i riflessi del § 2 e del § 3.

12. Sia I’equazione F(x) = 0 esente da radici mu]uple. Sel
si conosce un processo atto a "determinare i valori delle radici

reali comprese fra o ed &, lo stesso processo fara conoscere

le radici della proposta comprese fra o ¢ — &, cercando della

F(—2x) = o le radici comprese fra o ed I. Inoltre il

processo’ che fard conoscere della F(x) = o i valori delle
radici comprese fra 1 ed J - fara pure conoscere i valori

delle ‘radici della stessa comprese ‘fra o ed 1, quando si

applichi lo stesso processo alla ricerca delle radici della
( )= 0 comprese fra 1 ed . Ma siccome la F( )= o
€ quella che risulterebbe dalla stessa Flx)=o0 quando postovx

I
x = n, *37— si supponga . n, = 0, - cosi nel processo delle-.
o
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trasformate per la ricerca dellé radici della F(x) = 0. com-
prese fla. i limiti: % =v 0.,..x:= %  si avrd lavvertenza,
gnando si tratti ddl’mtervallo umt:no ‘£ =0, x =1,
di. far . precederé .alla trasformatd “@(y;):== o . la trasfor-

1
mata ad indice zero che nasce dal porre % = np -+ —

o
supponendo n,=0 ‘¢ nelle trasformate seguenti <p(yl) =0,

®(y) = 0.... nate dalla posizione di y, = 5, 4 —1
Y1 = n,g-a--l—".... si cercheranno i valori di A qu
limiti 1 e:’c,l. & come si € fatto nel caso in cui si trattava
di radici comprese fra 1 ed %. La ricerca pertanto d;
tutte le radici della F(xr) = o comprese fra — & e + 3
¢ ridotta.alla ricerca di radici comprese fra i limiti o ed 3
nelle due equaznom Fx) = o, F—2x) = o.. Suppoma-
mo che il teorema degl’ indici applicato alla F(z) = o pei
limiti x=o0, x =] fornisca A = K, sarA h della
. forma p-o- 3, indicando p il numero delle radici reali
ed’ J il namero dei valori critici compresi in quell’ inter-
vallo. 1" namero j di wvalori critici & indicatore di al-
trettante coppie di radici immaginarie e corrisponde a 3j
radlcx deﬁcnentl, Il valor critico poi é quel valore che annul-
lando una derivata della  F(x) rende dello stesso segno le
due denvate laterah o

Srl suddlvlda I'intervallo totale negl’ mtervalln unitarj n, ,
n_= 1 chg nascono dando a 7 eda n, i diversi valori
della sene o, 1, 2, 3, 4.... Siano A,, A, A,
As....A, i valou di A, competentn ai diversi intervalli
n, ed ng - 1. La suddnvnslone dell’ mtexvallo totale o0, &

51 dovra arfestal'e quando Ilsultl
AO*A -l—A-O—As oo-D-A-O-o-..__h

Esamineremo ne’ seguenti paragrafi separatamente 1 casi in cui
una qualsivoglia A; risolti egoale at uno qualsivoglia dei
numeri della serie 1, 2, 3, 4....
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13. Pei limiti 7, ed n -+ 1 risuli ‘A, = 1. Una ra-
dice reale; di.cui n, = n, - sara il numero intero -imme-
diatamente ad essa inferiore, sard compresa fra' n; ed n, <+ 1.
Una tale -radice coincida per ipotesi colla costante « del
§ 11. Risulta dai riflessi del § a2 applicati a ciascun- fattore
di 1.° grado delle equazioni (1) del § 11, che se nella (2)
dello stesso paragrafo si fa 'r = 1, la trasformata ¢(y,) == o,
chenelcasodi 7r=o0 ossiadi nr =a, =0 sarebbela 2.

trasformata, avra una sola radice reale compresa fra 1 ed &

I o L .. 1 1 .
data da —- Tutte le altre radici ec+e — coee — «er« gsaranno
Wy 81 T

comprese fra 1 e — 5. Postonella ¢(y;)=o0 successiva-
mente y, =1, 3, 3 .... si troveranno i numeri 7., ny+1
comprendenti un intervallo unitario che renderanno di segno

contrario la @(y,), tra i quali sard compresa la radice =
I

Fatto r == 2 la trasformata @(y.) = o avra una radice

I .
reale = o compresa fra 1 ed §, tutte le altre essendo
2

comprese fra 0 e — §. Trovati della ¢(y.) =o i limiti

ns, ny=+1 pei quali essa cambia di segno, la trasforma-

ta @(ys)=o risultante da r=3 avrd una radice reale
I

= —- compresa fra 1 ed ) e tatte le altre comprese fra
3

o e —1. Tatte le trasformate successive ¢(y,) = o,
¢(ys) = 0.... avranno sempre una radice reale compresa
fra 1 ed } e tutte le altre radici saranno comprese -fra
o e — 1. Risulta poi dai riflessi del § 3 applicati a ciascun
fattore di 2.° grado dell’equazione (1) del § 11 che tutti 1
parametri della (1) non compresi fra i limiti n,, n,=+1
diverranno nella @¢(y,) = o compresi fra 1 e —g, nella
®(y.) =0 saranno compresi fra 0o e — 5, nella ¢(ys) =0
e successive Q(ys), @¢(ys).... indefinitamente saranno
compresi fra o e ~— 1. Tutti i parametri compresi fra =,

App. Eff 184 5
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ed én; +1 dopo wh mumero == r. abbastanza grande di
trasformazioni sarammo compresi fra 1'e —'%, - e da questa
trasformita - Q(y,) == © - ‘in avanti ¢ glungerd:ad uns tras-
formata ¢(y) == 0 a cui i parastetri tutti che eisa con-
tiene ssranno compresi fra- © ¢ i, Un .tdle processo
fornirk il valore approstimato della radice = che si cerca
come se fosse stata proposta a risolversi per frazioni continue
I’ equazione lineare x—« = o trattata al § 7, e si potra
continuare 1’ approssimazione sino ad ottemere un valore che
differisca dalla' radice che si cerca meno di qualsivoglia data
guantita. '

14. Péi limiti o =n_, 2=n, +1 rsulti A = a
Un tal valore & indicatore o di due radici reali comprese in
quell’ intervallo o di radici mancanti in quell’ intervallo stesso
essendovi in lor vece compreso un valor critico. In questa a.*
ipotesi o fra il detto intervallo non & compreso alcun para-
metro dei fattori di 2.° grado indicati nell’equazione (1) del
§ 11, o vi sard ¢compreso un’ certo mumero di essi. Nel 1.*
taso la trasformata Q(y;) == ¢, cthe sard la 2." wasfor
mata pel cago di 7= 0, avra lo radici ed i parametri
compresi fra 0 e — 3 come risulta déi §§ 2 e 3. Dunque
pel § 41a ¢(y;)=o, peilimiti y, =1, y, =} en-
trambi maggiori dei parametri e radici di essa, dard A = o.
Nel 2.° caso pei limiti y, = t, ¥, = L potrd ancor ri-
sultare A = 1. Si troveranno due fimiti- n,, n,-+~1
coll’impiego del teorema degl’indici applicato & ciascan in-
tervallo unitario in eui si divide I'intervallo compreso fra
1 ed §, peiquali se risulterd A = 2 ‘si passera ‘colla

posizione y; = n.-.-;— alla ttasfor,matg ’ $lys) = 0, 1a

quale pei limiti y, = t, y, =1 dard A == 32 ovvero
A=o. Seé& A=a3 si cercherd I'intervallo unitario ns,
n3~~1 coll’applicazione del teoremna degP indici pel qualé
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¢ A3 esipassera alla trasformata O(ys) == o, e cosi
si continueré fino che risulta A = 2. Ma per la propesi-
zione 1." del § 3. 81 dovra necessariamente ginngere: ad- pna
trasformata @gy,) = o0, mnella quale tutti 1 parametn e tutte
le radici essendo comprese fra "'r'e —L, pet lmnti =2 D,
y{; & dovrd pel § 4 risultare "A'='o. Si potri perd gln=
gere a A'-— o anche prima’ ‘che siasl verificata la cendizione
accennata sui parametri. Si dovrd’ pertanto gxungere it qua*
lunque caso a A = o, sia che' i parametri actidnd
o no fra i limiti  », oL, quando fra dem llmm
non esistand due radici reali dlsugnah della proposta. II valore
A = a2 competente ad un valor critico od a dug,:radici . de-
ﬁclentn della F(x) o dovra nelle successive trasformate
scomparire. £ questo il criterio per la distinzione deﬂe radici
deficienti od-immaginarie. Giacché eg si ammette la 1. ipofepi
che cioé le due, e, & radici indicate da A = 3. sianp-
reali, per. qualpqqpe valore di.r 'y la (p(y,) =0 pex ‘limiti
Yr=1y Yr=3 darh costantemente A =2 come risulta
dal § 2 e d¢l § 10. Per quanto piccola sia la dlﬁ'enenza b—a,
purché non'sia = o ’ si dovra giungere ad una trasformata,
1a ‘quale pei hmiti- " dando A = 2 [ -vengona le
radici di essa ad:‘essere, se,paxaw ip intervalli; waitarj digtingi
Ty ilricte & 64, Wy i Wpe 1. Lexadici- @, b, della Flx) =09
Vorranng: cow, calgolate. cpllm SuCCEsHIVE trasformat& nellp stessh
gnisa che. fosse propasto a ralcolarsi la sola .qqaazlqpe,@;,;za
grado del § 10, e giunti alle due trasformate, le quali.pei. H-
miti 1 ed F danne A = 1 che chiameremo come pel
citato paragrafo trasformate gffettive, verrd calcolata ciascuna
radice di esse, & pescid le @, b coine se fossg ptajo pros
passo a caloolagsi ' equazippe lineare del § 7. . . |
Gli esempi seguenti serviranno d’ apphcazwne dellg cose dette
in questo paragrafo, sia relativamente alla distinzione delle
radici immaginarie, sia rispetto al calcolo. della piu piccola o
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della piu grande delle radici a, & di cuisi é parlato
al § 0.

15. Sia F(x) = -13134-59 26x 108 56x+6r 3_0

Implegando il teorema degl’; llldlCl per x=3, x=3+ 1§
sitrova A_ =2, onde sard | u,=3. Cluamato X ,' 'X
X', x", X " i valori che assume la F(x) e sue deu-
vate per x = 3 Ia trasformata <p(y1) =o, che ¢ lai1f s
per essere n, = n,  diverra

¢(yl) = Jyl '."'X'y""_X'yo —X"'yt+_.-3-_4»xl,'a‘7?'

Posti i valon L L & ..'
X=-1,04, X/=4, X'=-7,48, X'=-6, X" =24

e avrd — Qly,) =-1,04y — 4y 2+ 3,74y +Y—1 = é
L’ impiego del teorema degl indici pei limiti y,=1, y:=

fornisce - A = a. Suddiviso I mtervallo in’ intervalli umtar],
per y1=a I, Y= I-o-I, si trova A =235 édunqne
mo=1 ela trasformata (p(y,) =o0 sarh data da - ’

.-Q')(ya) 78y, -+'0 64y. —-a,ony, +o ;6y,+ 1 04 = o-

Se ora’si apphca a questo ; il' teorema degl’indici, per y.= 1,
y, = I s trova A=wo S condhmde che fra i limiti
x=8, x="4 la proposta - F(x) = 0 '“ha -due 'radici- de-
ﬁclenu ‘e percxb due delle 4 radncx della stessa sono imma-
ginarie. : -

Sia F(x) = x’ “+ 2% = 3x 42 "= 0 Col teorema degl’mdxdl
per *=o0, x=1, 'si trova ‘A =A;=2a. In questo
caso, dietro il riflesso del § 12, si dovri far precedere alle
trasformate  (y:), ¢(ys),.... la trasformata ad indice zero,

‘ 1
cnoe <p(y°) = 0. Posto X = No =+ — 81 avra essendo n, =0
o

$yo) = 2}'0—39':,*! =o
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Siccome pei limiti yo=1, yo' & risulta ' Ai=o,’ de
due radici indicate da 'Ag =2, sono deficienti e corrispon-
dono a due radici- 1mmagmarfe della proposta.

Sia Flz) = 2* + 112" — 102 2+ i81 = o.

Esploraté col 'teorema degl"mdlcl "5 daf’ ;n'ilix'iet'o'l =='a" delle

variazioni di segno che: presema Ia-: F(x) = .0, pei lmig
x=0, x=4%, 7si ha A= 2. Suddiviso I’intervallo in
intervalli unitarj per. ¥=3, x=3+1,. si trova A =3

onde n,—3, eposto x—3-¢-—— si avra
T e 2"‘ BHora¥rea b T -;.__-u!-.(v:I

4’()'1) —"y, -'- 9yt 201)'1*0- 1 =0

Py r';;:- FTEIS BT

Pei lnmm Y= 1, y, S r;gv;tltal qnqora A =2 Sud—
diviso I interyallo in igteryalli - q;mar),, pet, limiti . IY.A— 45

y,=4~+1, sitrova A 75 % dupque ; n, =5 4. Bassando
alla trasformata (p(y,) =0 si avrh

cp(y,) —y —'4)’ +3y,+1 =_ o.

T

Pei limiti y, =1, y.=2 ¢ ancora A.=h3.. Suddivisp
I’ intervallo in u;ltervalh umtaq pex lxmm Yo=1, Ya=2,

risulta A = 1 e pe1 Limiti Ya= 2 ) ya =3, parimente
A =1 -

Posto successivaménte' y,'_—-—.. TR y, g I 6
¥ 0 a oo YA

avranno due trasformate eﬁ‘cttxve, cnascunq delle.. quah pen h-
miti y3=1, y3=g5 dara A=1. Unai dx queste ser-
.vira a calcplare la, piv p;qqola raqme, Ialtra- la pi grgp'de.
Siccome la  ¢(y.) = o ¢ quella in cm lenradncn gnacclono 1

Jntervalli unitarj dxstmtl ed essendo r=a32, un numero. pan,
si dovra dei due hmtx mfenon I, 2 ,pren,dere 11 pn) pxccolo
per calcolare la pin plccola delle due radncx della F(x) = o

comprese fra x=3, x=4. L’altro liiite inferiore’ ‘="2
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dard la trasformats che serve .a calcolare la pint grande.
1} valaze approssiniato della pit piceola risulterd, dﬂlh frazione
L & 0.

B R
continua 2 === =2-0- = 2 o= =
4-0-.:- 5 45
- 1 e i T

Il valore approsslmatq della pu\ pande multeri dalla frazxone

I 10
cminuaz pimt N = e e gt e L
T R IS SN T30 it . 9 ., 45 .

e ‘g
Sia F(xﬁ"-*" — 28x’-o-370x —1o7ox-4- 1629 =o"

Esplorata questa col tqorema degl’ mdlcx pel limiti x=o,
x=1_ sitrova A = 4. Suddiviso. I’intervallo in intervalli
unitarj si trova che x=1 amnullala F(x) ed ¢é perci
una’ radice. Esplorando it susséguentn intervalli si trova che pet
= 6. la serie déii segni’ délla" 1-’(x) X ¢ sue aenvate
X’ X', X", X"'édatéda

:‘ (i : L
X7, Xm, X" X' , X
e —_ T 4 —_

per x =6 -+1 da

!

R . IRy . 3
D o X"" X", X', X
N b )

-+~ o -+ —

Siccome.. «x = 7 anonlla Ia derivata . X". ¢ rende dello
sgesso segno le due derivate laterah, cosi esso comsponde ad
un valor oritico’ mdmatore di ‘due radici immagmarie. Ma se si
suppone il 2° limite =6 - + 1 £, essendo e infinitamente
plccola la- X " agguimerd un segno posmvo ‘e éf avrd ih questo
‘caso A, = 2. " 'Per constatare ehe' il processo delte continue
trasformazmm conduce "alla stessh 'conseguenza adotteremo per

n. lumte 1l valore 6 e -i-e onde risulti "AT Safﬁ

in tal caso n=6 ‘ epoato x?-6+——'slavra
[]
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ﬂy,) = 1635y, — 1210%? --M*y, 4y, -1 = O

Ora pel Limiti y=1, "y, ‘=1 ‘risulta A= 0, e per-
cio si ha anche con tal processo il criterio che le due radici
delle F(x) = o indicate fra i limiti x =6, x = 7+¢
sono deﬁcnentl, e percid due radici i n'nmagmane per lo meno,
ha la proposta equazione, e siccome una é gid reale =1
cosi lo sard I’ altra parimente , e la proposta avra due radici
immaginarie e due reali e posmve. .

Sia - . F(:x) = =X O~ 11 = 0.
Per x==o0, x=1, sitrova A, = A, = a
Si ha 'q'uindf ’ ‘f’()’o) = II yg -r,:6y:+ay°:-f 1 = 0

Pei limiti 45 = 1, ¥y, == L risulta A = 0, dunque le
due ‘radici che nella proposta erano indicate fra i hmin
% e o, x =t sono deficientl.-

" 16. Pei liiti xw=n_, ge2n w1 sia O =3. Fm
ghi: stessi limiti o sard compreso, oltre la radice reale, un valot
ctitico indicatore di due radici immaginarie, o saranno coms
prese tre radici reali. Nella 1.° ipotesi pagsando alle equazioni
trasformate dovrd accadere: 1.° o che una di esse pei limiti
1, % dia Ae=1: 3°0che dando A =3 ¥ valor
ctitico trovisi in wi intervallo unitario 7, , n».-+ 1 distinto
da quello in cai trovasi la radice di questa trasformatat 3.° ®
the §h ‘tutte le trasformate smocessive il valor critico trovisi
tostantémente compreso nélo stesso’ intervallo anitario in cai
trovasi la radice reale, per c'ui und trasformata  §(y,) = 0,
per - qualsivoplia valore di © r, dim eostantememe A= 3
pet un mtervallo anitario’’ n;,  m4e 100 - G '
Neél  1.° caso ln disparizione - ‘di dte’ unitd nel valor di
A peilimiti t ed L in una tradformatn ‘avvera il crite
rio dell’esistenza di- un valor -critico' competente a radici
deficienti , giacché se le due tadici fossero state esse pure
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reali,. il processp delle traaformazxom avrebbe sempre mante-

nato A =3 frai i hmm 1, 5 della variabile y sino
a che esse cqmpanssero separate 0 in due intervalli dnsunn
o in tre. .

Nel a.° caso una trasformata pex limiti Y= ri, Yr = Nypote 1
dando A = 2 saremmo nel caso del paragrafo antecedente,
ove si ¢ veduto che nelle successive trasformate dovra scom-
parire pei limiti 1 ‘ed § il valore A = 2.

Abbia luogo dunque se ¢ possnbnle il 3.° caso. Dalle riflessioni
dei §§ 2 e 3 applicate a ciascun fattore di 1.° e 2.° grado
della F(x) = o rappresentata coll’equazione (1) del § 11
risulta che dopo un certo numero di trasformazioni tutte le
radici non comprese nell’intervallo originario n_, n.-+1
e tutti i parametri della proposta si cambiano nella trasformata
ad indice opportunamente grande in radici e parametri com-
presi fra i limiti o e —.1, ‘e gli argomenti vanno conti-
nuamente diminuendo al crescere dell’indice’ r sino a di-
venire minori di qualsivoglia quantitd. Sia ¢(y) = 0 uma
tale trasformata; verificandosi in essa .le condizioni del § 6,
pei limiti "y, =1, Z =g siavda A =1, e percit‘)
siamo ricondotti al caso 1.0,

Powra accadere d'altronde che il valor crmco che abbiamo sup-
posto mella F(x) =0 compreso fra x = n, x=n, +1,
e che si_é veduto dover in una delle. trasformate ; spccessive
assumere un valore compreso fra 1 e — ¢, assuma m una
trasformata d’indice ioferiore un. valere che, sebbea compresa
fra 1 ed &, trovisi in gn intervallo unitario. distiato da
quello in cui trovasi Ja radice ,rcale;*g‘li questa trasformata. Ma
quando ci6 accade siamo nel 2.° de’ casi anteriormente con-
templati, Sarad dunque. impossibile. che il valor critico e .la ‘ra-
dice reale rimangano costantemente nelle trasformate successive
compresi nello stesso intervallo unitario: sara quindi’ 1mpossnbnle
<he. per un tale intervallp unitario compreso fradr‘ ‘1 ed §
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abbiasi costantements A, == 3. Una tale consegnensa wvale
anche pel casa in cui il valer eritieo carvispondente a due
radici defigienti eeincidesse pelly F(x) = o ool valore della
radice reale, nel qual caso sappiama ¢he per quanto si re-
stringa I'intervallo n_, 7 <+ 1, fra il quale ¢ compresa
la radice, si ha costantemente Ar = 3.
Abbia luggo pertanto la 3." ipatesi che cioé tutte e tre le radiei
siano reali, Supposto in tal casq che le suceessive trasformate
sino alla ¢(y,) = o esclusiva abbiane dato pei loro inter-
valli unitarj il valore A = 3, le 3 radici >1 della
¢y) =@ cheper y. =1, y, = supporremo che
digng ancora A = 3, per quanto piecala sia la lore diffe-
renza diverranno comprese o in tre intervalli unitarj distinti,
o in due. Nel 1.° caso coi limiti inferiori di questi intervalli
si etterrapno tre trasformate eflettive @(y,+.) = © -colle
quali calcalarne i valori come se si trattasse dell*equazione
lineare di qui ci siamo accupati 4l § 7, Nel 2.° caso esisten-
do pella  ¢(y) = o due intervalli vpitarj =« , #_+1,
m,, w73 per une dei quali rispliando A =1 e per
‘Taltyg A = 2 sarema pel case dei §§ 13 e 14 ¢ var-
ranno le stesse conseguenze vispetto al calcalo delle yadici.

Sia F(x) =2x*—6,4x°+ 14,06 x* — 13,044 x+ 4,392 = o.

Fsplorata col teopema degl’ indici, pei limiti x=1, =3
si ha A = 4. Suddiviso 'intervallo 1, I in intervalli
unitarj, pei limiti x=1, =141, sitrova A =3,
si ha dunque n, = 1 da cui si ottiene la trasformata

(y) = 0008yt — 0,134y +086y —34¥% +1 = o
Pei limiti y, = 1. y, = § risulta A = 3. Suddiviso
I'intervallo in intervalli unitarj si trova per y, =1, y, =2,
A, =1, eper yy=3, vy, =4, A, =23 La trasfor-
mata effettiva da cui dipende il galeela della radice reale’

App. Eff. 1847. 6
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compresa fra 1 e 2 si otterrd ponendo n,= 1. Restera
a vedersi se le due radici indicate nella: ¢(y,) = o fra'i
limiti y,=3, y =4 sono reali o deficienti; saremo dun-
que nel caso del § 14.

Sia F(x) = x°— 32*—242’+952* —46x—101 = 0.

Pei limiti x=o0, x=, risulta A=3, «ci6 che pa-
rimente si ottiene dal numero delle variazioni di segno della
stessa  F(x) = o. Suddiviso I’ intervallo,

pei limiti x=0, x= 1, trovasi Ar =0,
pei limia x=1, x= 2, - A =o0,
ma pei limiti x=13, x= 3, A =2,
pei - limiti x=3, x=10, A =1

Si potrebbe, suddividendo Pintervallo 3, 10, scoprire entro
‘qual intervallo unitario é compresa una tal radice cercando due
valori che rendano di segno contrario la F(x) onde col li-
" ‘mite inferiore ottenere la trasformata effettiva. Ma intanto ri-
sulta che le tre radici della proposta indicate fra o ed ,
di cui una ¢ reale e le altre due possono essere reali o defi-
cienti, sono separate in intervalli unitarj distinti. Per distin-
guere la natura delle due radici se reali o deficienti indicate
da A, =2 frailimiti x =2, x =3 si dovra pro-
cedere come nel § 14 e relativi esempj.

Sia Fx) = a*—23+x*+x—4 = o.

Dalle 3 variazioni di segno che quest’equazione presenta per

x =0, x=¢ risuta A = 3. Suddiviso I’intervallo

pei limiti x=o0, x==1 sitrova A =3. Posto, die-
. e I .
tro i riflessi del § 12, x = n, -o-}T- essendo 7, = 0 si

o
ha per prima trasformata
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Olys) = 4yt —y =4y, +yo—1 =0

Pei limiti y,=1, yo=1 risulta A=1. Quindi una
sola radice reale & compresa fra i limiti x=o0, x=1. Le
due altre radici indicate dalla A, = 3 sono deficienti in
quanto nella . ¢(y,) = o sono esse scomparse ed- uscite dai
limiti y, =1, .yo=2%. Se sisuddivide I'intervallo 1, &,
si troverad un intervallo unitario n,, 7,+ 1 in cui é com-
presa la radice reale della ¢(y,) = o. I limiti inferiori della
%(y,) = o e delle trasformate, successive forniranno la fra-
zione continua che serve al calcolo della radice. La ¢(y,) =o0
¢ gid una trasformata effettiva, giacché per Yo=1, ¥o= L
essa fornisce A = 1. o
17. Pei limiti ¥ =n,, x = n,,-o- Y risnlti_ Af = 4
La F(x) = o 1.° o avra fra i detti limiti quattro radici
reali, 2.° o due valori eritici indicatori di quattro.radici im-
maginarie, 3.° o due radi¢i reali ed un valor critico indicatore
di due radici immaginarie.
Nel 1.° caso, ripetuto il discorso fatto indietro, si verra alla
conseguenza che col processo delle trasformazioni si dovra
giungere necessariamente a quattro trasformate effettive distin-
te ciascuna delle quali abbia una sola radice reale compresa
fra 1 ed §, e dal valere delle quali dipenderanno i valori
delle 4 radncn della proposta.
Nel 2.° caso si proverd come nell’antecedente paragrafo che
non potrd per un intervallo unitario di una, trasformata qua-
lonque ¢(y,) = o essere costantemente A, = 4. Quindi od
uno de’ valori critici potrd in una trasformata scomparire dai
limiti 1, &, mentre, Ialtro essendovi ancora compreso, per
un solo intervallo unitario esistente fra 1 ed % . risulterd
A, =3, ovvero rimanendo entrambi compresi fra 1 ed {,
si trovino in intervalli unitarj distinti per ciascun de’ quali
risulterd A, = 2. In entrambe queste ipotesi ricadendo nei

Ve
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casi del § 14, i due valofi eritici indicatori di 4 radici im-
maginarie dovranno scomparire dall’intervalle 1, & nelle
suctessive trasformate.
Neél 3.° cash, die radici egsendo fenli @ dlaugudh, potra H va-
Mt ciitico coifieidere cont ura di este. Ma le trasformate se-
eetsive weparapdo l¢ due radicl in invervalli distinti, pored
accadere che pei ik i ed %, o risalti A=a3 e sarh
scomparso il valor critieo, ovvere ¢he #isultahde A = ¢, per
an intervallo unitario abbiasi A, =3 @€ pér Paltio Ay =1, -
e saremmo ullota condetti ul cadh tontemplati nel §§ 13 e 15.

18: Lo stesb distorso Verrebbe applicato ai diverel easi ia cui
pei limiti x=a_, %=2h w1 risaltasse O, =8, 6; Fr.n
La soluzione di questi diversi casi verrebbe sempre tidottd #
dipendere da ¢asi gid precedentemente contemplati, per cul si
glungerebbe alla conclusione génerale che qualumqué risultasee
il valore di A stomparirebbero tai hmiti 1 ed § nelle
suceessive trasformate i viori writiel corrispondenti a guelld
della proposta F(x) = o che si trovano vempresi frn i ke
miti #_, n,-+1 E tlecome ophi valor ecritico eerrispoide
4 duk radici defieienti &d & indicatere di due yudiei immapis
nafié conjugate, he fisultereblse che il provesso delle trasfor-
aziohif, facendo weorhparite le radici defivienti, si rende atro
al calcolo delle radiei reuli per frazionk .continge, come #é
nella proposta non esistessero che radici real.
Sara beie osservare che nella precedeste disknmina sl & tdei-
tamente amimesso che &l valore dell' fndice A della propo-
bta o di tn indice qualunque @i vna trasformata ©oh Potesse
Auinéntafe nella swceéessiva teasformasione. Quand’anche un tal
¢aso fosse possibile, siccoiite I’ auineato dovrebbe in bgni case
bsseré wn numero pari = 2j dovute ad uh natero § df
valori ‘critici, il processa delte trasforivazioi successive farels
be patithente scomparire quéste 27 radici deficienti, irelld
$tesso modo ¢he scotnparirebbéro &e eabmente Tossero inidicate
sia nella proposta, sia nella trasformata antecedente.
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19: Nella Fx)=io pei limiti x=m,, xe=m, risuli
A = H. Si suppongn aver divise I’ intexvallo fra i detti li-
miti in ikteivalli unitar] ed essere giuati col mezzo delle sac-
cesdive tidforinate ad un numers £ di trasformate effettive.
La differerisa H - B fuppresenterd evidenteménte il nomero
delle radici deficienti che wono scomparse, vesia eguagliera il
doppio del huiferd de’ valoti ctitiel che la F(x) = 0  come
tiene fra i Bmiti # & ., % 2w, Se si suppone inolerd
ehe iella F(ux) =0 pd limih ¥e=pn, x=m -
sulti A== K esia £ il numerd delle trasformate effettive
che fornitebbe la F(~x) == o pei saddetti limitl, sard pa-
rimeétite Ko & il numero delle ywdici deficienti od il dop<
pio ¢ valoti eéritici ¢he la  F(x) == o eontiene fra i limiti
®=—~H, X==m. Sesi fuppone n, == 0, m, ==
il nimero defte radici deficienti della F(x) = o fia i li-
miti x e —%  xewl ossia il doppio del namero
de’ valori eritici cothpresi in qmedto intervallo ward dato da
H+K—th+k). FEdin fati esendo m il grado delia
Flx) =0 %ard K4k =m edessendo p il namero
delle radici reali sarA A~k =p. Ma m-—p eguaglia il
pumero delle radici ishmaginaric, ossia egunghu il numeto delle
raditi deficienti od il doppio del numnero de® valovi erivien

20. Colle siccessive trddformazioni si davrd gitngere ad wnk
trasformata nella quale fon Vi sia che wna sola variazioue di
segno che dirémb trasfortraca finale. Donde risulm ohe ia
differenza fra il numero delle variazioni di segmo ¢he fe
F(x) == 0, F(-=x)= 0 contengono ed il amnero delle
Variazioni di segno che contengomo Ib trasfortnate finali ottes
nute dalla F(#) == 0, F(-x) =0 pei limiti =z =t 0
x =L @& eguate al numero delle radici inmmnaginarie delin
F(x) == o. Quindi risvlta che il namere setpre paei di va
riazioni che si perdono pasiando dal sistema delle due eques
zioni F(x)=o0, F(-x)=2¢ al sistema delle trasformare
finali corrisponde al numero delle radici immaginarie.
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In fatti dalle riflessioni fatte al § 6 risulta che giunti ad una tra-
sformata effettiva @(y,) =o che peilimiti y, =1, y, =
dia A = 1, se si continua-il processo delle trasformazioni
si deve giungere ad una trasformata ¢(y)) = o nella quale
i parametri- e le altre radici rimanendo comprese fra i limiti
0 e —1 e divenendo gli argomeati minori di qualsivoglia
quantitd, dietro la proposizione del ‘§ 3, i valori critici si. ri-
durranno ad essere compresi fra i limiti o e —g. . La
é(y) = o, pei limti y,=o, yo=¢§ dad A =1,
ed essa stessa avri una sola variazione di segno, giacché per,
x ='1 la serie delle derivate fornisce termini tutti positivi.
Sard: dunque essa una trasformata finale. Potendo quindi da
ciascuna : trasformata effettiva ottenersi una trasformata finale,
avato riguardo a cié che si & detto nell’antecedente para-
grafo, sara p = al numero delle trasformate finali, ossia
eguale al numero delle variazioni di segno che esse.conten-
gono e siccome H-+ K = m sard eguale al numero delle
variazioni di segno che contengonole F(x)=o, F(-x)=o,
cosi la differenza m —p searhd eguale al namero delle radici
immaginarie della F(x) = o.

- a1. Se colle trasformate effettive si calcolano per frazioni
continue i valori approssimati delle 4 raditi positive della
F(x) = o che indicheremo con p,, p., ps....p (1)
esiano - p;, pa, p3....ps (3) cio che diventano le precedenti
quando nel calcolo delle frazioni continue si aumenta di una
unitd Pultimo numero 7, che servi pel calcolo de’precedenti
valori, e siano parimente indicaticon ¢., ¢., q3....q¢ (3)
1 valori approssimati delle £ radici positive della F(-x) =o0
econ oy, 0i, 03....0;r (4) cio che diventano le pre-
cedenti, aumentando di un’unitd I’ ultimo numero delle fra-
zioni continue che servirono al calcolo delle precedenti, tutte
le: radici reali della proposta equazione F(x) = o saranno
separate e comprese fra gli & + £ limiti dati da
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(qt: ,0'/;)---'(¢I3,°’3), (Qa,f’z), (9n°’x), (PHPI)’ (PMP’)* (P3a93)°‘.‘(PhaPh) (5)

Che se i valori (1) e (3) sono quelli che risultano da va-
lori di trasformate opportunamente spinte oltre le trasformate
finali si potrd ottenere che le radici tutte della F(x) = o
non solo siano separate e comprese fra i limiti (5); ma che
inoltre fra gli stessi limiti non si trovino valori critici e ri-
sulti per ciascun d’essi A ='1, - purché nessuno ‘dei valori
critici della F(x) = o sia coincidente col valore di qualche
radice reale. La 1." parte di questa proposizione risulta imme-
diatamente dal § ¢ applicato ‘a ciascuna delle - trasformate
effettive osservando che, per cidé che si é-detto, il calcolo di
una radice della F(x) = o quando sia separata in un in-
tervallo distinto si fa come se si trattasse di calcolare una
semplice equazione lineare data da-un fattore di -1.° grado.
La 2." parte si appoggia al principio che non esistendo coinci-
denza fra un valor critico ed una radice, per quanto piccola
sia la differenza de’loro valori, la rapida convergenza delle
frazioni continue condurrd ad un valore cosi approssimato alla
radice da differirme di una quantitd minore della differenza
fra il valor critico e la radice in questione.

22. Dalle cose esposte risulta che I'impiego del metodo
delle frazioni continue nella ricerca delle radici reali di una
equazione algebrica fornisce i valori di tutte le radici senza
bisogno di far precedere il calcolo dell’equazione ausiliaria ai
quadrati delle differenze. Il metodo delle frazioni continue &
applicabile a qualunque equazione, ed il processo ¢ lo stesso
come se 'equazione proposta avesse tutte le sue radici reali. Con
‘questo processo, fondato sul teorema degl’indici, .si giunge
alla distinzione: delle radici immaginarie ed-alla determinazione
‘dei valori delle radici reali. Il metodo del signor Sturm col quale
'si assegna il numero -delle radici reali . comprese-in. un dato
intervallo - n, n,, e che risulta dalla serie d’indici che
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nascono non giad dalla serie delle derivate, che ¢ il fonda-
mento del teorema degl’indici, ma dalla serie dei resti che si
ottengono nella ricerea del massimo comun divisore della
F(x) e della sna depivata F'(x) & compreso - in questo. La
gola difforenza consiste in ¢i0 che nel metodo dei resti si gt-
tiene ka cognizione del numero delle radici reali comprese fra
i detti limiti anteriorments all’ gperazione che serve a detes-
minarne i Joro valori numerici, laddove in quella che & ¢
eeposte nna tale cognizione o distipzione delle radiol & at-
tiene nel processo stesso dell’ operazione che ¢ impiega alla
determinazione dei lore valori, operanda eome se le radie
indioate dall’ ultimo numerq - A  mella serie degl’indici fos-
sera futte reali. ‘

23, Nei seguenti paragrafi occarrendo I'uso di frazioni con-
tinue meng semplici delle gid eaposte, adotteremo per TARpYe-
sentare la frazione continwa :

Y. |
o+ A
b-+~C
Qﬂ?c..
. +£
p~Q

la natasiena pin semplice _
diawmB:b+C:c+ «+- -'o-p:P'-'o-'Q;q'-i-’E:?

che non differisce dalla precedenta che per una traslecazione
in linea orizzontale dei denominatori successivi sitmati in Linea
obliqua. Ciascuna linestta in alto indica cho i tevmini ad ¢sed
sottopesti rappresentana il denomiantere de} tepmine precg-
dente affetto dai due punti. Quande upa quantitd x wia data
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per y colla frazione continua’ finita

x=Ad:a+B:b+c:Ct oo +=P:p+Q:q+R:ir+S:y

coll' inversione successiva delle frazioni si ottiene la y data
per x colla frazione continua finita

y=S8:—r+R:—q+Q:—p==-:-- +C:—b+B:—awd:x

Chiameremo una di queste frazioni continue la frazione inver-
tiza dell’altra. :
Chiamasi poi metodo esazto di approssimazione od approssi-
mazione completa ogui processo per mezzo del quale si ottiene
il valore di una radice d’una equazione qualunque F(x)=o
approssimato quanto si vuole, e che fornisce ad ogni approssi-
mazione due limiti sempre pid prossimi alla radice, ed eatro
i quali la radice stessa ¢ compresa. g

24. Se nell’equazione x—a = o del § 7, posta sotto la
forma vy_,—p_; = o0, si sostituisce successivamente alle
Y—1> Yos Yis Y¥aeeee¥r -os. il valore che nasce dalla
relazione ricorrente

Yros = e O]

ove la r riceva successivamente i valori o, 1, 2, 3...
la trasformata 7*=*, omesso il fattore frazionario, sard
Y, —p- = O OVe sard

Pr= Br"'“r H (Br.-l"nr)"'“r_x : (.Br-a"nr_ 1)*%;3 : (Br-3"'nr—3)“'" b

IEEEERRRR ...._a;;‘(ﬁx—n,)+m,:(ﬁ°—n,)+ao:(—no)-l-oc

ed il valore di « 'sar& esbresso dalla .frazione continua

& = Ro— %o : ("'!";Bo)*“x : (nz-ﬁ,)-a-a,:(n;-—-ﬁa)-a-u-- :

ceense .-,.R_l : (n'—ﬁ,d,)-l-“r : (—Br)*yr
App. Eff. 1847. 7

(2)

(€)



50
ovvero dalla serie

[ 23 [ [ % 21 2% 0ol Xally [ 20 21 2 TLLLY-
a': n -.- — — o 00 00 i ——————
o+ P.D. D.D;  DiD,  D,D; DD, @

ove ¢ D,=1 elediverse D,, peivaloridi r=2, 3, 4, S5....
sono dati dalla relazione ricorrente

: D, = D,_, (nr—l_ﬁr-a)*Dr_a O 2 (5)
Di fatto dalla (1) si deduce
o
Yr = Br*_nr_'_yr_‘ ©

si ha

)

fattovi r=o0, ‘1, 2, 3.0

= Probats : (Bo=11:)rto : (—np)+a

o
Yo ==po= Lo _n_ms yi= p'—‘B'*—nx*yo

'—Ba*“z (Bx-"z)*“x (ﬁo nx)*“o (‘no)"'“

Ya=pPa= .Ba

-na -o-y,

e cosi progredendo si ottiene colle successive sostituzioni nella (6)

Ye=pPr= B" _n'r.,__y:"'pr"'af:(ﬁr—l'nr)*“r-x:(-nr—x)*y:-_a

—Br"'“r (pr_x nr)"'“r-l . (Br_a"'nr_l)"'“r_s (“'h-a)"'yr—s = e

che protratta sino alla y,_ 4, diventa la (2).
Parimente se colla formola dell’ antecedente paragrafo si cerca
I’ invertita della (2) si ottiene la (3). Per ottenerla diret-

tamente , fatto nella (1) r = o, si ha

— o = %o '
Y-x—“—no*-__—ﬁr_._—% )

Quindi per r=1, a, 3, 4.0e. i avrd dalla (1)
Iespressione di Yo, ¥i, Ya.... e dalla (7) colle
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successive sostitnzioni risulterd

%o

o= no*m = To+ %o 2 ("BO"‘nl)"'“l : (‘Bx)f?:

= Rttt (Br=Bo)+as t (Ba— 1) +a: (—Ba)+ya

= N+t (Bi=Po)+as 2 (Ba—Pi)+ea s (B3 =Pa) a3 2 (- Bs)+ys

e sostituendo successivamente i valori di- y3, ¥4, Ys.eeoyr_:
che nascono dalla (1) per r=4, 5, 6,....7r si
avra la frazione continua (3).

La serie (4) risulta dallo stesso processo seguito per otte-
nere la (2) del § 8, ma applicato ad una frazione continua
i cui numeratori in luogo di essere, come ivi, I’ unitd sono
in vece espressi dai numeri @, «;, %, «3.... La
seric (2) del citato paragrafo non € che un caso particolare
della (4), e risulta da questa quando per tutti i valori di
r=o0, 1, 3, 3.... sisupponga B, = o0 ed o =1
e si sostituisca 7,4, ad n,. In questa ipotesi infatti la
frazione continua (3) si cambia nella (1) data al § 7, la
relazione ricorrente (6) diventa D, = D,_,n - D,_,
cheéla (1) del § 8, e la serie (4), aumentati di un’unita
glindici di », diventa la (2) del § 8.

Se le arbitrarie «,, 3, sono numeri interi e positivi compresi
fralimiti fniti 2, £ elediverse n,, n;, N, N3eeee By oeee
sono i numeri interi immediatamente inferiori alle rispettive
quahtiti @, Poy Pis Paeee+ Prez+eesy 1 cui valori ri-
sultano dalla formola generale (2), la frazione continua (3)
e la serie (4) convergeranno al crescere di r verso il va-
lore di «. '

Una qualunque n, essendo il numero immediatamente infe-
o

Yr— ﬁr
zione ricorrente (1) dovrd essere < 1, ossia dovra essere

riore al valore di p,_., la fraziope nella rela-
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¥ > B, e siccome la 7n4; ¢ il numero intero imme-
diatamente inferiore ad y, = p,, e per essere B, ed «
numeri interi e positivi sard 7,4, >, +«,, ed a pin forte
ragione maggiore di ciascuno di essi. La differenza 7,4, — S,
risulterd positiva e quindi positiva la n,_,—f,_. che en-
tra nell’espressione generica del valore di D, il quale ri-
sulterd positivo.

a5. Supposto &,=n,3,, B,=34,, peivaloridi r=1, 3, 3, 4o
ed a,=0,, B,=o0, leespressioni (1), (2), (3) del § 24
si riducono rispettivamente a

Yr—s —nr(! -0-5,r_—8 (1)

pr= 8,~m,8, : (srl_x"nr)l"'nr_xar_x : (&_s"'h-l)*’h-:{a H (8r._3"nr._s)*“"

...... seces e ‘*naaz M (3;—”,)*”131 H ("'nx)*ao H ("”o)”'“

® = no"'ao ‘n, ""nlsx H (nz—sx)*n’83 s (n3 —83)+n383 :(n4-83)*¢ coe

Cesc Tl _ab_y: (nr_l-ar—l)*nr—lar—l : (nr"ar..l)*nrar t (- ar"'y'r

Il valore di « sard espresso per la serie finita

% = Qg+ .i)._ 803.; -+ 303133 - 30813383 *“"i 306133..,.3’_!
nl nl 7 n!nans nln:n3n4 i nln3n3 oc.onr—lyf

s STy ©

Di fatto dalla (1) si deduce

che pei valoridi r =1, a2, 3.... siriduce a

Parimente dalla (1) dell’antecedente paragrafo in cui sia

(a)

®

4
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Bo=o0, @ =34 risulta y_,=oc=n°-|-é, e percid

da questa, in cui si pongano i valori (6), s :)tterl‘h

b &d: %  %d 5
G = g~ —— o= ———— = ]}, —_—— e - —
n: niYy: Ny By NR.Y,

—

ng n; ny n( nans nx nzns y3

8% %38 | 8,88 8, 38,9. 33
-— ] -—

che protratta sino alla y, coincide colla (4). I numeri in-
teri e positivi 3, essendo compresi fra limiti finiti, se le
diverse #,, per r=o0, 1, 2, 3.... sono i numeri
interi immediatamente inferiori alle rispettive p,.., le (3),
(4) daranno valori sempre pii convergenti verso il valore
di « a misura che crescerd la . Risulta infatti dalla re-
lazione 7,4 > f,+a, dell’antecedente paragrafo che sari

Npa: > (B, +1)3,, e che quindi le diverse 7, che entrano

nei denominatori della (4) saranno maggiori dei rispettivi
numeri interi J,_,; che entrano nei numeratori.

26. Se nelle espressioni (1), (2), (3), (4) del § a5 si pone

so=eoa 3r'=" ‘

E'—)

Yre: = n, (‘ == y——'gr 8:_6’) (0

sl avra

Préra:s = &+ 68 st (Crmx=Ny &r o) * M _1Er_1& 3

(er oM 1br3) + M2l _abrmg t (Er3=Thr_aErg) o0

esoe 13 €3 €yt (Ea=T23 €, )H0a 2 80t (Ex—TBa €)1 €1 2 (—T21 4o 2 (—T10)+2

€ == Nk & 2 (;) 41 & 2 (Babp —E;) ok Mabalo s

(n3€. = £3)+ N3 E3E, ¢ (n453"53)*“""' Ny _2a~Erabrg

(72183 r_a)"‘nr-x Errbr3t ("r €ra=Eray )+ ErEr_al (‘Fr) +raYr

per tutti i valori i r=1, 2, 3...

(@

©)
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& & & € &
& == Ry e — ——— e 2 3 o soes = r—t 4)
n, n[ n‘ n, ngns n, nan3 n4 n; N, 73 eeee n,-y,.

a7. Se nelle espressioni (1), (2), (3), (4) dello stesso

§ a5 si pone 3, =0, , 3,=g—'- e 8,-:"?-62'—6' pei valori

di r=12, 3, 4,.... siottiene

' -
yr_'l = nr(l +yror nx"" r Ity l) (I)

pror—l = Bror er"'nrn'r-terer._a : (nr..aer._z"nrer..z)*nr_xnr._z er_xer_3 :

_nr—ser-z— _xer_3)+nr_snr_36r_ser'_4 : ("r—«ser—3"nr—26r_4)*nr_3nr—46r_39r—5 : (3)

(7 —50, _4—n, 30, _s)tersernnia 1,00, 2 (0,-120,) +12, 0, : (~1,) + 0, : (—no)+a

@ = N 05 : B0, 0, 2 (7205-0,)+nan, 0005 : (730, ~n, 0:)+n3n.6,6; :

(7402—12203)+1, 113020, : (1503 —1230,) + 125 114 0305 : (60, —12405) 422+ 3

ML (Y [ Y or_ 36r.-x H (n,. 6r.. a=0y_a Or_,)-l-n,-n,_, 6,-_, 9,- : (—n,._, 6,-)4-6,_. Yr

“=n°-|-io£— 6[ - 6’ o 63 - 66 — ¢ 0o o -0_,-- (4)

By N.Na Man3  n3ng  nns Ty,

28. Se finalmente nelle espressioni (1), (2), (3), (4)
Wy

dello stesso § 25 si pone 3 =w,, & =n, per tutti i

W 1
valori di r= 1, 2, 3.... si ottiene
70
Vrimr = nr(l -'--——'—-—) (1)
. ¥Yr@r ey — 2,0 )
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. )
PrWramr = nrwr"'n,.wr‘-”r-a H (nr_x"’r-t"'nr""r!_a)*n:—xwr_x W3 2

(Prear 2=y wr_3)+n:_, Wy _aWp_42 (nr_s 0’.-_3-71,-_:0),-_4)*"" (2)

Cee kL Wa 0o ¢ (0= My 0e)+ Wy 2 (~11)+ W, 1 (=) + ok

& == Bgko 1 () + 150y 3 (BaWo=12y0,)+1) alo ¢ (130, =1a0a) +13 030, ¢

(n4w,—n3w3)+n:w4w, t (BsW3—M40 ) ooy _ 0y Wp_3 3 (3)

(nr"’r—a'nr_x"’r—x)"'n:wrwr-a : ("nr"r)"'wr_xyr

® ® © o - W,
a:%*-ﬁ—;*:—i*-o--t&:?_’ (4)
n, n. n3 ny ny y- .

29. Se nelle ' (1), (2), (), (4) del § 26 si suppone
e==1 per tutti i valori di r=o0, 1, 2, 3.... si ottiene

Vet =m(t *y,-il) (1)

D=4 (0, )4y 2 (T-Tpy ) H12_a (I'nr._s)"'”":lz ()4 s (<7 1 (~no)we (3)

== Tio+T ¢ (12,)+72; s (Ra=1)H2s : (B3=1)+n3 2 (g= D )berosrtity_y 3 (B—1 )00 2 (~1)+y,  (3)

4

I I I I I
¢=no-|-—— - -— *oo.oi
n, n;n, n a3 n,nan3n, Ny 2NNz eeec Yy

30. Se nelle (1), (2), (3), (4) del § 27 si pone 6, = 1
per tatti i valori di r=o0, 1, 2...., si ottiene

Yrm: = Iy (I -l-—n'"—) (1)

Yr—"nr_:
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Pr=Tpos¥lpltr_y i (By_a=Bp) ey _sllg_3  (r_3=Tp_ ) beocrees

sessscedk Baly 2 (1=R) Ry ¢ (—0;)+ 1 ¢t (—ng) +a

& == Ro+1 3 (1) #ny t (Ba— 1) + Ban; 2 (B3=7,) #0372 ¢ (4=0a) +1403 ¢

(ns—ns)"‘“"”"'*nrnr_l H (-nr..x)*yr
@ = n, 1 LI L B | 4 1
—3 ey — - LR - ——
n, nina  NRiR3  n3ng + 7ty 103, B Yr.

31. Se nelle (1), (3), (3), (4) del § 28 si pone =1
per tutti i valori di r=o, 1, 3.... si ottiene

y,_.x=n,(x-o- e ) (1)

Yr — Iy

Pr="nwn i (=) o+l : (G_a—Tyy_)+0i gt

(nr_3—nr—3)"" ..o-..n: H (—n,)*l :(-'no)*“

G=no#1 : (B;)+n] : (Ra=n,)+n} (73~ 1,)+nj 2 (y=ng)+e o+ ‘:r?: (=n) +y,

1 I ) 4 ) 4 I 1
¢=n°*___+_—_*....;_i_
n, nz ns n4 nr yr

3a. Se si rappresenta con F(r,) la frazione continua (3)
o la serie (4) del § 24 arrestata al denominatore contenente
n,, il valore di « sard compreso fra i limiti F(n,),
F(n, +1). Di fatto dietro il modo di formazione della A3),
la F(n,) sard < ovvero > di « secondo che r sard
pari o dispari. Se nella serie (4) del citato paragrafo si rap-
presenta, come si € fatto al § 9, con P la somma dei

(2)

3

4)

(2

&)

4
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Q,a,a.@o,..a,.

. . . . 'Dr*t '.Dr-l-a
e si ponga x in luogo di 1ny4, . siavra dall’espressione

(5) del § 24 D,yo = Dr*x(x_ﬁr)*gr“r-. La F(x)
f;;;bénnque ella i;) rma P D + x‘(D.r-Q-x %+ Q) ’A. onde
T =T (m) - Si conchm@gré ‘qumfh come
nel . § 9 che la F(x) sard upa funziope di: x con-
tinuamente crescente o continuamente decrescente al variare
di x secondo che 7 sara dispari o pari. Per x = 3,
siha F(f,) = F(n,_,).. Pertanto, supposto. r dispari, sard
Fp)>w« ele Fu,_.), F(n,..) saranno entrambe . < ,
dunque -Ja  F(x) nell’escursione di x da x = ad
X.= N4, sl mantiene < «. Ma per cio. che si é detta nel
§24siha n4.>f +a , dunque per x =S, +a la
F(B, +-«,) sard ancora < «. Ma dall’espressione (3) risulta
F@B, +a) = Fn,+1), dunque essendo la F(n, +1) <«
sard la o compresa fra F(n,) ed ' F(n, + x). .- Lo stesso
si direbbe supponendo r  pari. .

Una tale proprietd sara comune a tutte le: (3) s - (4) degh
antecedenti paragrafi in quanto discendono come casi partico-
lari ‘dalle espressioni generali (3), (4) del § a24.

33. Dalle cose precedenti risulta che le serie date sotto i
numeri (4) e le frazioni continue (3) non solo sono con-
vergenti verso il valore di «, mala « ¢ sempre com-
presa fra i due valori .che risultano dalla somma di un namero
r e di un numero r-+1 di termini. Ottenuto ‘inoltre un
valore approssimato dato da  F(n,), si avrd senza un’ulteriore
trasformazione un altro limite F(n, + 1) aumentando di una
unita la n,. Se la « .avrd un valore irrazionale ]le diverse
espressioni (3), (4) si prolungheranno indefinitamente, esse
si arresteranno nel caso contrario. Le accennate formole ser-
viranno a convertire una qualsivoglia irrazionale o radicale di

App. Eff. 1847. 8

termini che precedono quello indicato con ==
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qualunque grado od un trascendente noto in cifre decimali,

qual sarebbe la base e de’logaritmi iperbolici oil rapporto
x del diametro alla circonferenza, in serie convergenti od in
frazioni continue dotate del carattere delle approssimazioni
complete. I valori dei numeri interi n,, B, , Na....0
che entrano nelle accennate formole non si dedurranno dalla
frazione continua espressa in generale dalla p,, ma sibbene
per ‘comodo di calcolo dalla relazione ricorrente (1) secondo i
diversi casi di sviluppo, ove si porranno successivamente i va-
lori gii ottenuti, come dall’ esempio del § 35 apparird manifesto.

34. Se si suppone che colle diverse IV, risultanti dai va-
lori r=o0, 1, 2, 3.... sirappresentino i numeri in-
téri immediatamente superiori ai valori delle rispettive  p,_,,
la relazione ricorrente (1) del § a5 si dovra cambiare nella

Yrmr = IV, (1—';—_'-_—3- ‘ | (1)
Siccome poi la (1) del § 25 si cambia in questa col porvi
—3, in luogo di & ed NV, in luogo di 7, cosile
(3), (4) di quel paragrafo diverranno

= Ny—bo: (NI =I5, : Va8 — IVaBy : (s — oo

ceee =N 8t (Ve 8 ) — No S i Gy

8 88 . 80:0, 060102000y

¢ =N NN TN T NN N By

I diversi valori approssimati che si ottengono col prendere
un numero crescente di termini saranno sempre maggiori di
«, ma convergenti verso il di lui valore.

Se le IV, rappresentano i numeri interi superiori ai valori
di p,_. pertattiivaloridi r, tranne per r=o, onde
sia. NN, =n, il numero intero immediatameénte inferiorc ad

&)

@
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@, . la relazione ricorrente (1) di questo paragrafo sussisterd
per tutti i suddetti valori di r, tranne per r=1o, ‘ele
(3), (4) del § 25, avuto riguardo che tutte le 3, cambian
di segno ad eccezione di .J,, si ridurranno alle

& =N, =+ 30:(Nl)‘—'Nx 3: : (Na+3,)-—N,3,:(N3-o-3,)— ceen

=Nt (Ve G ) =N, s S+

do , Sd | dhds 808.8u0end_,
N NNa NlN3N3 NN3N3 Nr._xyr

0= Mg e

Queste formole, nelle quali risultano le IV diverse dalle
precedenti, danno valori minori di «, ma convergenti verso
o a misura che si prende un maggior numero di termini.
Se nelle precedenti formole si pone & = 1 per‘tutti i va-
loridi r=o0, 1, 2, 3.... si ottengono le *

a=Ng=1:(IV;)-IV; : (Na+1)-Na : (NV3t1)=se0e=N,_; : (Vy+1)=DN, : 1y,

I I I

«=No—§ —FF. "N~ T NN.Ns . Ny

o =ng+1 : (IV;)=IN, : (Na#1)-Nat (V3+1)=eere =N, _, 2 (V,+1)-IV, : i_-n_y—,

I I 1 I
0 = N = —— =+

N, NN NN T NN,y

Dopo aver ottenuto un certo numero di termini derivati nelle

formole di questo paraglafo dalla relazione ricorrente (1) o
1

o
= -N:-.- Nr}'r
alla deduzione di termini ulteriori ripigliando la relazione ri-
corrente (1) del § 25. In"tal caso i termini seguenti nelle

dalla sua analoga » 8l potrd procedere

()

4)

(31
[4]

[37
(4]
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(4), (4) diverranno alternativamente negativi e positivi
senza che la serie cessi di essere convergente. La somma dei
termini -della serie (4), ove sia sostituito »n, ad y,, di-
verra minore di «, e quella della seric (4) diverrd mag-
giore di «, indi diverrd la 1.* alternativamente maggjore
e minore di « e la 2." alternativamente minore e maggiore
di «. Siccome per entrambe la serie ¢ N, —1 =n,
ne risulta che diminuendo di un’unitd I'ultimo numero in-
tero IV, a cui si é arrestata ciascuna delle due serie, si ot-
terranno due limiti entro cui sard compreso il valore di «,
e le diverse approssimazioni fornite dalle (3), (4), (3", (4)
o da quelle che risultano per . = 1 saranno complete.
Si potranno in generale impiegare promiscuamente le due spe-
cie di relazioni ricorrenti di cui si € parlato sopra ed ottenersi
altre espressioni a segni promiscuamente positivi e negativi,
purché si abbia sempre riguardo al cambiamento di segno
che assume una qualsivoglia 8., quando al limite inferiore
n, si sostituisce un limite superiore V. v

35. Si supponga « = /2, ossia = 1,41421356.... e
cerchisi « espressa per una serie della forma

11 I 1

® == Nyt — — -+ - w=+ees  data al § 29.
R, Bana N3 nunanan,

Le n,, n,, n,, n3, n4.... sono i numeri interi im-
mediatamente inferiori ai valori di

'“’ ,'Voa y:, yﬂi y3‘ootyr.o-t

i cui valori sono dati, come risulta dalla y, =1~

Se si suppone « —n, = f,, saranno essi dati da

. =Nt Yrems
cavata dalla (1), dalle espressioni
1 n, n, n3 . n
) 1+ 9 I v I sees T ok
®—-n, =1 +Yo —Ny+Y, —n3+y, - ret

s
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I I I

1 8
-B—o ’ I".Bonx Bx 1-ﬂ‘,n2 = E’ I'B3"3 = _—. - I’El'—! F. o

ed l Valon dl no’ n, Y ng, n3 ,' .n4 chee nrocoo 8-
ranno dati nspettnvamente dai numeri interi che mdxcheremo
con [ ] compresi in

a9

o9 'i, L, -l-—, quooo—ucto
8 B B’ B ﬁr-x
Nel nostro caso € n, = 1, ’
B, = 0,41421356--- -, onde risulta [é—]: n, = 2
B: = 1—2af, = 0,17157288 . . . . [3—] =,m;= 5
Bs = 1—58; = 0,14213560 + + - - ' [z;:] =n3=
,B; = 1~ 7P = 0,00505080 + - - - [3&] = n4== 197
Bi = 1 — 19785 =10,0049924 * + * - -[F-]=n5—noo
Risulta dunque | : ,
I I 1 1 1

R== 1t =

2 3.5 2.5.7 2.5.7.197*2.5.7.197.2oo=

1,4 =~ 0,01428571 — 0,00007251 =+ 0,00000036 = 1,41421356.

La serie sarebbe indefinita se si fosse tenuto conto nel va-
lore di o« de’successivi decimali. Essa si arresta quando,
come in questo caso, si ritiene un numero determinato di ci- -
fre decimali. La serie da‘ valori alternativamente maggiori e
minoridi «, secondo che il termine a cui si arresta € affetto

dal segno -~ ovvero dal —.
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Se si arresta la serie al quarto termine, il valore di « sard
compreso fra
1 +0,5—0,1+0,01428571 = 1,41428571

1 5 1
m = 1+0, —0,14-53 = 1,41225
come ¢ in fatti. La somma di cinque termini fornisce il valore
1,41421320 <&, mentre il valore 1,41421357 che na-
sce aumentando di un’unitd la 7, & > a.

I numeri interi n,, n,, na, n3.... da cui dipende i}
valore espresso in frazione continua od in serie sono dati dal
noto valore della stessa «. Quando non si conoscail valore
di «, ma si sappia soltanto che esso ¢ una radice di un’equa-
zione F(x)=o di un grado gualanque, la determinazione di
questi numeri si eseguisce, come mostreremo ne’seguenti para-
grafi, nello stesso modo come se la F(x) fosse una funzione
lineare. La determinazione dei numeri suddetti pel caso di
a=|/a diviene anzi pid semplice quando si fa dipendere
la ricerca di questo irrazionale da un’equazione di 2.° grado.

36. Se nel fattore di 2.° grado (x—«)*-~¢* si suppo-
ne x=y_.,, «=p_:, 0=¢q, e sintende nella
(y—x—p—1)*=+gq, di avervi sostituiti per le diverse y i
valori che nascono successivamente dalla relazione ricorrente
«,

ed 1+40,5-0,1+%

Y = "r"‘yr_pr (0
81 otterra
TS e . e s s
X - ] . ceee . '+ = Dr o1
Rl oo o L ey - o A Pghni}

ove le diverse w,, g, sono date dai valori delle relazioni
ricorrenti

- . =
gwo I

Prai=t=0,, PBro, o z=
Teml r r w:-.-q:—Pr,

(2)

&)
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che ‘nascono dando ad 7 - i:diversi walori:. 1, 2, 3....
Le arbitrarie «,, S, si riterraimo numeri intéri;e positivi,
ma nel caso particolare di r== o0 ‘81 dovra riténere:: a, == I,
.Bo = O. ) S ,o
Di fatto se mella proposta (y_.—p..)’~~g, s pone
Go . | |

yo'—ﬂo,

(x —a) +0° - (;"_*;Ia_s_g (yo_( By ;_w:? ))’“_ ( q_?ﬁ )a§

ossia per la 1" e 2t delle (3) ., . .

si ottiene dopo semplici ridnzioni °

Yo = o=+

[
[

@—of s = pe e g —pl il @

Ma si avra pax:imente dalla (1) pel caso'di r=1

(ro—p*+¢, = g {n—p) L}
ed in generale sara |

3 3
©, =+ qr

(.'Yr—x—Pr—:)""q: = mg(yr—l’r)'*qr.’.*f} (5)

per cui sostituendo continuamente ‘nel 2.° membro della (4)
i successivi valori che..assumono i fattori di 2.° grado dati
dall’espressione generale (5) si ottiene la (3).

Siccome dal § 3 risulta che ‘per valori di n. presi - nella
gerie I, 3, 3 ..:.. eper 71 opportunamente grande
la quantita ;;-_2._'—; ¢i riduce ad essere compresa fra o e

—1, cosiil p;ramétro pr della trasformata 7~ dato dalla
2.* delle relazioni (3) = diverra compreso fra - B, — - € Br.
Risulta parimente, dietro i riflessi del- § 3 relativi alla varia-
bilitd dell’argomento, che anche pel caso della sostituzione
data dalla relazione (1), dopo un -opportund numero di
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trasformazioni, 1'argomento del fattor di 2.° grado diverra mi-
nore di qualsivoglia quantita.
Se nelle precedenti formole si suppone o, =n,3,, B, =34
la (3) diventa

e _Wphgy | Wi+q; O A P
(x-a)'+ o ==(y e (y;'sx)’ ,(yr_sr)zg(ZYr pr) +‘1,*{}

ove sard

P o, . ]
Pr= &(l*n,;?:—q—:)a r4: = 3r’frqra_q._wra

Nel caso particolare in cui per ciascun valore di r siv
9 = 1, le due precedenti relazioni diventano

= I<+n, >, n, —2-
Pr = w,-..qa qr"'l = rqg*m
\ . r r r

37. Se nel fattore di 1.° grado x—a =y_,—p_, si
sostitniscano successivamente i valori di y che nascono dalla
relazione ricorrente

Yre:1 = n'*‘yrfﬁr V (1)

per tutti i valoridi r = o0, 1, 2, 3.... siotterra

- W Wy Wy eaee Wy :
= (,Yo =Bo) (y:-Bs) (y-~!3=) coes (¥r=Fr) G- ‘Pr) (@)
ove avrd lnogo il ~ od il — secondo che r sard pari
o dispari, ed ove le diverse «, p dipendono dalle relazioni
ricorrenti

pr-x—'nr = o ‘- Br"‘%" = pr 3)

Si riterrd qui come nel precedente paragrafo che. nel caso
di reo0 sia ay =1, B, =o0. La formola (2) non
¢ che un caso particolare della trasformata (a) del paragrafo
antecedente in cui per tutti i valori di r = o, 1, 2, 3.
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si supponga ¢, = o e si estragga la radice dal risultato,
avvertendo che ¢, = ¢ = o.

Sela. n,, per tutti i valori di r, rappresenta il numero
intero immediatamente inferiore alla rispettiva Pr—i, la o
per tutti i valori di r sardA <1 ed il pit piccolo valore
di p, dato dalla (3) sardA = f, + . Il valore pertanto
di y, che annulla una trasformata 7*=* sari compreso per
tutti i valori di r fra f,+«, ed L. Se all'incontro n,
non eguaglia il numero.intero immediatamente inferiore alla
rispettiva p,_,, la o, “risnlterA 0 > 1 o negativa. Il
massimo valore di yr = B, -o-%'— = p, che annulla la tras-

. ) r . .
formata r*™* sard = S, +«, e percid un tal valore sara

compreso fra S, +a e — L.

Dall’ antecedente paragrafo risulta pertanto che nelle successive
sostituzioni opportunamente protratte, dovendo i parametri ri-
dursx fra i limiti B, —ea, e B, non potranno essere com-
presl frailimiti B, -+« ed 3, entro iquali sono compresi
i valori di y, che, nell'ipotesi di n, = al numero in-
tero immediatamente inferiore a p,_,, annullano il fattore
di 1.° grado. . '

Nel caso particolare in cui si supponga, come nel § ad

4=n3d , B,=35, la (1) diventa y,_.;——n,(xro--—-—g->

e la (3a) si trasforma nella
Wo Wy Wg v ovs Wp -

‘.i- Yo—10) (y1—138) eeee(yr—3) (ZYf"Pr).

X — 0 =

Il valore di p, sard dato tanto da 3, (x _,,f:) » quanto da
S0 8. 0 -

Wo Wy 0)3' coee Wy
prima osservando che si ha.

P_1> giacché questa seconda si trasforma nella

8 8:8anidy
P

Wo Ky Wa eeeeWp__g
Il valore di y, che annulla la trasformata r*=*, pel caso

Adpp. Eff. 1847. 9

-1 Ty = Wp*
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di w,<1 sard compreso fra & (14n) ed § e pel
caso di , negativo o maggioredi 1 fra 3(1+mn) e — L.
Nel caso di 3, = 1, qualunque siasi -7,* il valor suddetto

. LI pen
"W Wy Wa ee e Wy

1! ipotesi compreso. fra . 1 - n, ed % ‘e nella 2." fra

1+n € — L. R S

38. Data un’equazione F(x) = 0, si supponga rappresen-
tata pe’suoi fattori di 1.° e.di 2.° grado come nel § 11. Ri-
tennte le- proposizioni dei §§ 4, 5, 6 che spettano ad una
equazione qualunque e sussistono pure quando ai limiti 1,
si sostituiscano i limiti fB,+« ed &, dietro le forme
date ai §§ 36, 37 si rappresenterd la trasformata =
®(y,) = o della F(x) = o con fattori che si desumeranno
aalld forma sopré stabilita pei fattori di 1.° e 2. grado. Ri-
tenute le proposmom del § 12 che qui pure sussisteranno, in
quanto la prima trasformata risulta, come nel caso del citato

di y, espresso in tal gﬁs@ da sard nella

S

paxagrafo, dalla posleone Yoi=n -4-% , essendosi ai §§ 36,

37 supposto 0o=1, Po=o0, sefrailimiti n,, n,+1
risulta A, =1 e supponiamo eseguite le trasformazioni che
risultano dalla relazione (I) del § 36, sussnsteranno le pro-
posizioni del § 13 quando ai limiti 1 ed. si sostituisca-
no i limiti B, +a ed L edailimiti o e —1 si so-
stituiscano i limiti S, e f.—a,. Si conchiuderd quindi
che in qualunque de’casi particolari derivati dai valori attri-
buiti ad o« e B, nei §§ 25, 26.... 31, si otterranno 1
valori delle diverse n, rappresentanti i numeri interi im-
mediatamente inferiori alle rispettive p,_,, come se si fosse
calcolato il valore « della radice dell’equazione lineare trat-
tata ai §§ 24, 25....34. Si potrd continuare I’operazione -
sino ad ottenersi un valore che differisca dalla radice che si

cerca meno di qualsivoglia data quantita, e tale valore potra
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ottenersi espresso in una qualunque delle forme (3), (4) ?,dei
citati paragrafi. _ ,

39.Se frailimiti 7, ed n,+1 risulta A =2, untal
numero, o corrisponderd 2 due radici reali comprese in quel-
T intervallo, e saranno esse separabili colle successive trasfor-
mazioni in due intervalli unitarj distinti, o corrispondera ad un
valor critico ed in tal caso nella trasformata 7 essendo r
un numero sufficientemente grande, pei limiti Br+o ed L
dovra risultare A = o0, giacché colle successive sostituzioni
1 parametri tutti e le radici dell’anzidetta trasformata saranno
ridotti fra i limiti B e B, —« e divenuti pel § 37 gli
argomenti minori di qualunque quantiti assegnabile, i valori
critici saranno pur essi compresi fra gli stessi limiti in cui
sono compresi i parametri. Percid avrd luogo qui parimente
la proprieta che le successive. trasformazioni faranno scompa-
rire le radici deficienti che nella proposta. F(x) = o erano
indicate fra i limiti n, ed n, - 1. Estesa tale conclusione
aicasidi A, =3, 4, 5.... come si ¢ fatto nei §§ 16,
17, 18, i valori critici nelle successive trasformate usciranno
dai limiti entro cui si trovano le radici reali e ne risultera
la proposizione generale che qualunque metodo d’approssi-
mazione derivato dai §§ 24, 25 .... 34 che s’ impieghi per
la ricerca delle radici reali conterrd in sé stesso il criterio
per la distinzione delle radici immaginarie.

40. Sia - F(x) = x*—2 = 0. e si voglia la radice
di essa compresa fra =n, =1, n,+1 =23 espressa
colla serie (4) del § 29 che risulta dalla relazione ricorrente

Yrer = n,(l -l-y ‘)- Sara 7, = 1:- posto quindi

%o
Yo -5
. . 3 .
Bo= o0, si ha la trasformata y,—2y,—1 = o. La ra-

dice sard compresa fra oo+, =1 ed 5, ossia fra

X =y ;= N, in cui dev’essere @, =1,
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I' intervallo umtmo ny =3, n,+1=23 Posto quindi
Yo =3 (1 - ) yzi’_' . si ha la trasformata
O(y:) = vy, —6y,-+- 1 =o0 La radice sard compresa fra

n,+~1 e L, ossiafra 3 ed ;. Siccome si trova esser
dessa compresa fra 5 e 6, cosi nsulta n, = 5. Posto

y,:S(x-o- __) y_ » i ha la trasformata

®(ys) = 4ys —28ys—1 = o.
La radice sard compresa fra na+~1 =6 ed [, ossia fra
25, & ha
ys—1

7 ed 8, dunque my=17. Posto y,=

O(ys) = y3 —198ys+1 = o,
La radice sard compresa fra 197 ¢ 198, dunque n,= 197.
Posto y; = 297Y4 , g ha

Ya—1

Oly,) = 19655 —(197.198 —2)y, —1 = o.
La radice sarA > di n,+1, ossia di 198. Essa si trova
nell’ intervallo unitario 199 e 200 dunque ns5 = 199.
Arrestandoci a quest’ approssimazione si ha dalla serie (4)
del § 39
11 1 1 I

X= a1 ——

2,5 2.5.7 2.5.7.197 - 2.5.7.197.199

come si € trovato al § 35, ove perd si ottenne ns = 200,
in quanto non si & tenuto che un determinato numero di
cifre decimali. Si vede di qui come un tale processo pud for-
nire la radice qualunque di. un numero dato espressa in serie
di termini di una determinata forma frazionaria dell’ anita.

Sia F(x) = x*— 13x3+ 59,26 x> — 108,56 x + 61,3 = o.

Frailimiti x =3, =4 risulta A =3, vuolsi
conoscere se le due radici indicate in quell’intervallo sono-
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reali o deficienti impiegando la relazione ricorrente del § 29.
Si procederd come se esse fossero reali. Posto 7, = 3 ed

I . .
x=y.,=3 -o-;— si avrd come nel § 14 la trasformata
o .

0o = 1,04y3 — 433+ 3,74y} + Yo 1 = 0.

Le radici, se sono reali, saranno comprese fra o, <+ £, ed J,
ossia, per essere f, =0, %=1, fra 1 e ;. Peili-
miti yo=1, yo=2 sitrova A=2, dunque #,=1.
Y:
Yi—1

nella trasformata

Posto yo, = s le radici, se sono reali, dovranno

¢ly:) = 0’78)":'— 2748)'3 =+ 0,74y:;|-3y‘, — 1 =0

essere comprese fra n;+1 =13 ed ;. Ma pei limiti
y:==2, Y¥:= 4 si trova col teorema degl’indici A =o.
Dunque le radici della proposta indicate fra i limiti x =3,
x = 4 sono deficienti. In questo caso adunque si é ottenuta
la distinzione delle radici immaginarie con due trasformate
come nel 1.° esempio del § 14.

Sia  F(x) = 2®— 3,32+ 3,64x — 1,342 = 0.

Pei limiti x=1, x =2 risata A = 3. Posto

1 . .
X =1 -o-y— si ha la trasformata
0.

¢(y,) = 0,002y3 — 0,04y5+ 0,3y, — 1 = oO.

Le 3 radici, se sono reali, daranno alla trasformata 3 radici com-
prese fra i limiti y,=1, y,=3. Esplorata col teorema
degl’indici per yo,=6, y,=7 risulta A=2. Una radice
reale ¢ data da y, = 10, per cui una radice della proposta
¢ x=1+%=1,1. Per conoscere se le due radici indi-
cate da A = 2 sono reali o deficienti essendo n; =6
. 6yt . .
Yr—1

si porra  y, = ¢ si avra la trasformata

'
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¢(y:) = 0,208y} — 0,84y; + 1,2y, —1 = o.

Se le radici sono reali dovranno essere comprese fra i limiti
no+~1=17 ed 3. Ma col teorema degl’indici pei limiti
Y1 =7, ¥yr=1% sitrova A=o0. Dunque due delle tre
radici indicate fra i limiti x = 1, x = 2 sono deficienti.
41. Sepeilimiti x=n,, x=n,+1 nella F(x)=o,
risulta A =1, laradice « compresa fra questi li-
miti sard fornita dalle diverse forme (3), (4) dei para-
grafi antecedenti risultanti dalle relazioni ricorrenti indicate
dalle (r) aventi forma frazionaria rispetto ad y. Le di-
verse n, corrispondono, come si ¢ veduto, ai limiti infe-
riori entro cui sono comprese le radici delle successive tra-
sformate e le IV, ai limiti superiori.
Ma il valore della radice o« della F(x) =o0 compresa fra
n, ed n,~+ 1 puod anche ottenersi dalle relazioni ricorrenti intere

Yrmr = nr-'-%'—' (1) Yrer = Nr—%'—' (1)

essendo le arbitrarie 5, numeri interi e positivi qualunque,
ed n, NN, i limiti inferiori e superiori degl’intervalli uni-
tarj entro cui é compresa la radice delle diverse trasformate.
Le radici stesse essendo sempre comprese fra o e 3., le
due relazioni antecedenti daranno pel valore di « rispetti-
vamente le serie

n, N, n3 n4

@ = no~+ ¥ "'33 EX T AR RN N

POREERE

‘n, Yr
PP Al ¥ % Sovvws aL )

N{ Ng N3 'N4 | + M‘ — yr r
“—N°"T % T F Rt W A o o sevves wupt o w  yover ML oL

La 1. serie fornisce valori sempre minori e convergenti
verso «, la 2. valori alternativamente maggiori o mi-
nori. In entrambe le serie per avere due limiti entro cui &



71

compresa la o basterdA di aumentare nella 1. di un’unita
I’ ultimo numero intero 7, e di diminuire di un’unitd nella
2.* 'ultimo numero intero V,. L’approssimazione sara per-
tanto completa.
Si potrd anche ottenere una serie a segni promiscuamente po-
sitivi e negativi come nel § 34 quando s’impieghino promi-
scuamente le due relazioni ricorrenti (1),:(1'). Cid risulta
manifesto dietro i processi pii volte usati mei paragrafi ove si
sono impiegate le diverse relazioni ricorrenti fratte. Per avere
il valore di « espresso in cifre decimali, nelle (1), (2) .si
dovra supporre ¢, =10 pertuttiivaloridi r=o, 1, 2, 3.0
e si‘avrd in tal caso «=n,, nm.n3n,.... ove i valori
delle n,, n., n3.... saranno compresi fra o e 10
ed indicheranno cifre decimali. Una tale espressione é quella
data da Budan e deve coincidere col valore della radice for-
nita dall’approssimazione lineare di cui si ¢ parlato nella Me-
moria di ‘cui questa é la continuazione. .
Selaradice « della F(x)=o compresa fra n ed n-+1
vuolsi esprimere con una serie i cui termini abbiano I'unita
per numeratore senza impiegére le relazioni ricorrenti fratte
da cui risultarono le serie (4), [4], [4'] dei§§28 e 34,
si distinguerd il caso di 72 =0 e di nS1. Dalla sosti-
tuzione successiva dei valori dell’incognita nati dalla rela-
zione ricorrente intera

_i,
Yror = o+ L 3

per tutti i valoridi r=o; 1, 2, 3.... incominciando
dalla  Fx)=Fly_;)=o0 pel ciso di n=o0 e dalla
Fn+x) = Fn+vy_)=o0 pelcasodi nS1 siavrd
una trasformata ¢(y,) = o la cui radice sard compresa fra

I .
o ed 1 o pi esattamente fra L ed —. Per avere il

valore del limite

~ inferiore alla radnce da impiegarsi
re1



73

L . S« e g0 e N . I :
nelle successive sostituzioni si dividera I'intervallo w X
negl’intervalli parziali
1 1 I 1 1
— ’ e o 0o 0
5 w1 nme+a' m+3  me+ow @

X

9
Ny — 1 Ty ey
che ridurranno  ¢(y,) di segno contrario, ed il limite inferiore

Si cercheranno due valori consecativi

n—'f— 8’ impieghera per la trasformazione successiva. Tale pro-
w1

cesso dovrd eseguirsi incominciando dai valoridi r = o,
r=1%, r=2.... Dalla relazione (3) risulterd in generale

I I I yr.

A == )l oo = wpn ——— e wn o 0 0 o oju
no NoN,y Nolly 2, NoltyNa ¢ o « o N,

ove sara =7 = o se la radice in discorso ¢ compresa fra
o ed 1. :

Se si assume nella - ¢(y,) = o per tutti i valori di » il
limite superiore alla radice, nel qual caso la relazione (3) ¢&

rimpiazzata dalla y,_, = N —%r— , ed avvertendo che

sard n, = NN,-+1, si avrd la serie

PR SN S S ! =+ Y
N, N,N, N,N,N, N,N.N,....N,

Varranno qui gli stessi riflessi del § 34, tanto rispetto al modo
di ottenere un secondo limite collo scambiare fra loro gli ul-
timi numeri n, » IV, a cui si arrestane le serie, quanto
rispetto al modo di ottenere una serie a segni promiscuamente
positivi e negativi.

43. Se un’equazione qualunque F(x) == 0 si concepisce
scomposta ne'suoi fattori di 1.° e di 2.° grado rappresentati
colle adottate forme

x—a)+c* = (y_,—p_,)’-o-q: y (k=) =y_,—p_.
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e si’ sostituiscono successivamente 1 valori della relazione

ricorrente  y,_; = n,-'-& ove l'arbitraria 8, sard un

namero intero positivo o negativo ed n, il limite inferiore
o superiore alla radice od al parametro contenuto nei rispettivi
fattori di cui sono affette le trasformate successive, risultera

(x—a)+a' = 3@3:331.. - 8',)3 {0 =P+ gt |

ove le diverse p,, ¢. sono date dai valori delle relazioni
ricorrenti C Prer— Iy = 0, O Wy == Prs err,= Greb1e
Se per tutti i valoridi r=o0, 1, 3, 3.... sisup-
pone ¢, = 0 ¢ si estragga la radice, si avra

| s (e — )
x—a = s (yr —
- . 8033 83 DR NS 3,. :Yr p'
ove la p, sarh data dalle relazioni ricorrenti
j Prox—np == 0, , 0,0, == pr.

Da questa trasformazione si vede che i parametri dei fattori
di 2.° grado nelle diverse trasformate si comportano colla
stessa legge delle costanti dei fattori di 1.° grado, dipendendo
Ia p, in ambi i casi dalle stesse relazioni ricorrenti, e che
gli argomenti andranno continnamente aumentando di valore
risultando dalla continua sostituzione

Grar == 3rqf = grar_l Qroy = 8:-ar_lar..s%...a = e
e = 3r3r_x3r_va re3 80?9'
Ne risalta che i parametri nelle diverse trasformate saranno
in generale compresi fra gli stessi limiti entro cui sono com~
prese le radici. Se le n,, #;, R.....n  sono i limiti
inferiori alla radice delle successive trasformate, essendo la ra-
dice. « della proposta compresa fra n,, no+ 1, laradice

App. Eff. 1843. 1o
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stessa nelle diverse trasformate sard compresa fra o e J,.

Le radici che nella proposta erano comprese fra n,-+-1 ed
diverranno nelle trasformate comprese fra & ed § e quelle
che erano comprese fra n, e —g diverranno nelle tra-
“sformate comprese fra J, ¢ — . Un tale discorso avra
luogo relativamente ai parametri in quanto essi si trasforma-
no, come si ¢ veduto, nella stessa guisa che si trasformano le
radici. Non potranno dunque .in queste sostituzioni nate da
relazioni ricorrenti intere dedursi le stesse conseguenze rispetto
al modo di distinguere la natura delle radici, se reali o de-
ficienti, di ‘quelle desunte da trasformazioni nate da relazioni
ricorrenti frazionarie.

43. Se nell’equazione F(x) = o, peilimiti ~ = n,,
x = n,+1 risulta A =2, dietro il processo del § 41, si
dovra giungere, se le radici indicate sono reali, ad una tra-
sformata /™ nella quale pei limiti y, =o0, y, =4
essendo ancora A = 2 le due radici reali si troveranno
separate in due intervalli unitarj distinti sempre compresi fra
Pintervallo o, ¢. Se le radici indicate sono deficienti il
valor crmco che nella .F(x) ' ¢ contenuto fra i limiti
n, n,-+ 1 si trovera racchiuso fra i limiti sempre piu ri-
strettl, a misura che cresce il valore di .r, forniti dai valori
dei 2. membn delle’ (a), (2) arrestate ai numeri A
del § 41 e da quelli che nascono sostituendo nella stessa
seric i numeri XV, , n, agli ultimi numeri iateri #,, XN;.
Di fatti nel 1.° caso, quand’anche piccolissima sia la differenza
fra le due radici, se nelle trasformate successive esse rimanessero
costantemente comprese nello stesso intervallo unitario, la con-
tinua approssimazione ottenuta colle serie (2), (2") del § 41
fornirebbe un valore unico  per le due radici. Si dovrebbe
dunque conchiudere che le due radici sono eguali contro I'i-
potesi che esclude le radici multiple dalla proposta F(x) = o
Nel 2.° caso il valor critico della F(x) = o compreso fra
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n, ed n,+1 sia = c. Esistera in tal caso una derivata
h== espressada F*(x) che si annullerh per x=¢c, men-
tre le due derivate laterali F®*~"(x), F**'(x). manterranno
lo stesso segno pel valore x = ¢. Chiamata ¢(y,) una tra-
sformata 7™, se per v, si risostituisce il suo valore dato
per. y_,=2x dedotto dalle (2), (a") del § 41, ove siasi
sostituito x ad «, e P alla somma de’termini indi-
pendenti da y, supposta r dispari per risparmio del dop-
pio, segno, la (p{ (x — P)3pd:85....8, } sara identica colla
Fx). Differenziando % volte per x 1’equazione

Fx) = ¢f(x — P)3:.3:%:.... 3}
si otterra ‘

FW) = (3,8,8,....8) ¢™ f(x—P)3dida.... 8 L

Si avra per le due derivate laterali la stessa espressione cam-
biando % in h—1 ed h+1. Maper x=c¢ siha
FP%e) = o, dunque

6D (c— P)dodidarnn b} = o

e le due derivate laterali

» ¢(h—l){(c__P)3°3x“”3r} , q}(h-r’l){(c..}’)&oB,....a,;

saranno dello stesso segno. Il valore pertanto di
yr=(c—P)803-‘"’°87 (I)

annullando la derivata ¢>(")(y,) e riducendo dello stesso segno
le due derivate laterali sard un valor critico della ¢(y,) =o;
e siccome y, ¢é compresofra o e 4., cosiil valor critico
stesso sard compreso fra questi limiti. Siccome dalla (1) si de-

duce P+~ 3—3%—3 = ¢, ne risulta che i secondi membri
001 ¢ o o ¢ Op

delle (2), (2') rappresentati in generale dal 1.° membro
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i
di questa convergeranno a misura che- si aumenta il valare
di r verso il valore ¢, ossia verso il valore critico della
F(x) = o compreso fra n, ed no-+1. Le serie stesse

(2), (a') arrestate ai numeri »,, IV, siano rappresentate

—
o8 e v0dy
sard compreso fra F(n,) ed F(n,+ 1) per la serie (2)
efra FWN,), F(IN,—1) perla (3"), ossia fra F(n,)
ed F(N,) perla (3) efra F(IV;) ed F(n) perla (a)),
cosi il valor critico ¢ sarh compreso fra questi stessi limiti.
Tale conclusione risulta dall’aver impiegata una relazione ri-
corrente intera, mentre nelle relazioni fratte impiegate nei pa-
ragrafi antecedenti ottenendosi trasformate nelle quali entra
un fattore frazionario, le diverse derivate che s’impiegano
nel teorema degl’ indici risultanti dalla soppressione del fattore
anzidetto non eguagliano le derivate che risulterebbero senza
una tale soppressione.

Se per fissare le idee supponiamo che in una F(x) = o pei
limii n, = 25, n,~+1 = 26 siasi trovato A = 2 cor-
rispondente a due radici deficienti, e che una derivata F®(x)
sia annullata da x = 25,3456789876... , e che s’ indichi
con  ¢(y,) = o la trasformata 7™ nata dalla relazione
ricorrente intera (1) del § 41 in cui per qualunque valore
di r sisupponga 4, = 10, i valori dei limiti inferiori
delle radici deficienti delle diverse trasformate, comprese in
tal caso fra o0 € ¢, = 10, risulteranno dati da

da Fn,), FUN,). Siccome il valore finito P+

n,=15, n;=3, n,=4, n3=5, n,=6, ns=7, ng=8, n,=9,
e percid P = n,,n,nansnynsngn, = 25,3456789
¢la ¥ = (c—P)&.... S,A si ridurra a

¥7 = (25,3456789876 - « . . — 25,3456789) 10° = 8,76 .. -~
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Un tal valore compreso fra o e 10 sard il valor critico

della ¢(y,) = o, annullerd la ¢©Xy,) e renderd dello
stesso segno le due derivate laterali  ¢™(y,), ¢Xy,).

44~ Se si suppone che il parametro d’un fattore di 2.° grado
di una proposta equazione coincida col valore di una radice
reale compresa fra i limiti n,, n,+ 1, che inoltre per
gli anzidetti limiti risulti A = 3 e che siano in generale
n,, n.+1 1 limiti entro cui nelle successive trasformate
¢ compresa la radice, per gli stessi limiti risulterd sempre
A =3, ed il valor critico non potrad uscire dall’intervallo
in cui si trova la radice. Un tal caso si verifica nell’equa-
zione 22— 3,32+ 3,64x— 1,342 = o trattata nel
§ 40 la quale pei limiti x =n, =1, x=n,+1=13,
fornisce A =3 ed in cui la radice rcale x=1,1 coin-
cide col parametro del suo fattore di 2.° grado.
Se pei limiti n,, 7, -+ 1 risultasse A = 2, ammettendo
che le radici indicate siano deficienti, nelle successive trasfor-
mate ottenute colla relazione intera (1) del § 4r pei limiti
¥ = 0, ¥, = §,, per qualsivoglia valore di r risultera
costantemente A = 2. Cosi, per esempio, essendo data I'e-
quazione x%+2x"—3x+2=o0, peilimiti x=n,=o0,
x=1 risulta A=13 il quale ¢ indicatore di due radici
deficienti. Supposto nella relazione (1) del § 41 3. = 10
per tutti i valori di r, si porrA x=o0- 5y, e siavri
la trasformata y3 + 2092 — 3007y, + 2000 = o. Pei limit
Yo =0, Yo =20 =10 risulta A = a, il quale cor-
risponde all’intervallo unitario y, = n, = 5, ¥o = 6.
Posto y, == 5+ y: si ha la trasformata '

y3 + 35097 — 2500 y; + 103(125 + 10°) = o.

Pei limiti y, == o0, y, = & = 10 risulta A =2 che
corrisponde all’iatervallo unitario y, = n. =3, ¥y: = 4.
Posto y, = 3+ Ly, si ha la trasformata
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y3 <+ 3590y) — 37300ys+103Q = o

essendo Q = 103(125 -+ 10%) — 4323. Pei limiti "y, = o,
¥s = 8 = 10 risulta A = 2. che corrisponde all’inter-
vallo unitario y.=n3=>5, ya=6. Posto y=05+1y;
si otterrecbbe una trasformata che pei limiti y; =o,
ys = & = 10 fornirebbe A = 2, e cosi progredendo si
avrebbe indefinitamente nelle successive trasformate, pei li-
miti o e 10, A =2. Il valor critico che nella proposta
€ compreso fra x=o0, x =1 sara dato dalla serie (2)
del § 41 ovesiponga S =8 =& =8 =-.... = 10
ed n,=o0, n,=5, na=3, ng=35-:..., ossia
sard dato dalla frazione decimale 0,535.... che annulla
la derivata 1." riducendo dello stesso segno la derivata 2." e
la proposta stessa.

45. 11 criterio della distinzione delle radici immaginarie,
nel caso di un’approssimazione completa fondata sopra rela-
zioni ricorrenti interée, stard ancora nel ridursi A =o0, es-
sendo A Tultimo della serie degl’indici desunta non piu
dalla trasformata ¢(y,) = 0, come nel caso di relazioni fratte,
ma da una nuova serie dipendente dalle derivate della stessa
equazione proposta F(x) = o. Di fatto essendo F(x) =0=X
un’equazione di grado m, la serie

Xx™, xt-u . x¢en xO  xh X', X, X (1)

dia pei limiti n=1n,, n=rn,+1 il valore A = 2.
Siano a, & i limiti dell’ approssimazione completa forniti.
dalla serie (2) o dalla serie (2') del § 41 arrestata ad un
termine 7 ed entro i quali sono comprese, pel § 43,0 le
due radici se sono reali, od il valor critico se sono deficienti.
Peilimiti x=a, x =250, laserie (1) fornird una nuova
serie d’indici, P'ultimo de’quali sarA A = a. Percorrendo
questa serie da destra a sinistra arrestiamoci a quella fanzione



79
X® -che sia la 1. cui corrisponde un indice = 1 seguito
a sinistra da un indice = 0; se cio non ha luogo si sosti-
tuiranno i due limiti &', &' ‘dovuti alla stessa serie arrestata
al termine seguente  (r+ 1)*=°. ' Cosi procedendo una tale
condizione ‘non manchera di avverarsi, ed in tal caso sappiamo
che gl indici corrispondenti alle tre funzioni X%+, X©
X% garanno o0, 1, 2. Posto X"V XD =Y, si
formi la nuova serie ' :

ym=o, ym=Gro oy oy y, X6 XX, X, X

nella quale un termine qualonque Y™ risalta dalla somma
del termine corrispondente X¢—®—") ¢ del termine seguente
a sinistra nella serie (1). Pei limiti x = a', x = &' 'si
cerchi la serie degl’indici forniti dalla (a). Sé non risulta
A=o, ilimiti a', 3 non saranno abbastanza approssimati
e si dovranno cercare colla serie (a) o colla - (2') i due
limiti dati dall’approssimazione seguente. Non potra mancare di
ottenersi col restringere opportunamente i limiti o che le due
indicate radici della F(x) = o vengano separate in inter-
valli distinti nel caso che siano reali, o che si verifichi la
condizione di ottenersi A = o. In tal caso se il segno di
Y’ - risultante dai due limiti x = o', x = &' sard lo
stesso del segao di'* X“*+" corrispondente agli stessi limiti,
le due radici indicate saramno deficienti, se sard contrario le
due radici saranno reali e le successive approssimazioni date
dalla serie (2) - o dalla (a') del S 41 finiranno per separarle
in intervalli distinti. P

Se pei limiti % = n,, - % = n,-+~1 la serie (1) fornisce
A = 3 si procederd nello stesso modo e colle stesse avver-
tenze come nel caso di A = 2 sino ad ottenersi una serie
della forma (3) che pei limiti approssimati (a) , (&)
fornisca A =1, dovendo una delle radici essere reale. Non
potra. mancare di accadere col ristringere opportunamente

(2
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1 limiti, o che le tre radici‘indicate fra & limiti n,, n,~~1
vengano separate in- intervalli distinti nel caso che siano reali,
o che si verifichi nella serie (2) la condizione A = 1
quand’anche il valor critico coincidesse colla radice reale.
Avuto rignardo quindi ai segni della Y' e della X¢+?
pei limiti approssimati x = @', x = b' ¢ impiegherd lo
stesso criterio per decidere se le due radici sono reali o deficienti.
Se pei limiti x = 1n,, ¥ =n,~+1 risultasse A = 4
si procederd alla formazione della serie (2) come nel caso
di A = 2 sino ad ottenersi che la stessa serie fornisca per
gli ultimi’ limiti approssimati una serie d’indici; I'ultimo dei
quali sia = 2. Cid ottenuto, si tratterd questa stessa serie
(3) collo stesso processo comte si € trattata la serie (1), cioé
se X® ¢ la 1. funzione incominciando da’ destra a sinistra,
cui corrisponde I'indice = 1, e sia esso seguito a sinistra
dall’ indice zero, si porra X%~V X® =2Z e som-
mando un termine della (2) cel suo seguente a sinistra si
formera la serie ~

Z(m-‘i—,h).MwZ") Z' 2 z’ ka—‘)‘.“.,x‘",' X” X (3)

avvertenda di sostituire la Y alla X, giunti al termine
X%=%, Se questa (3) pei limiti gia impiegati dara A = o
si .esploreranno i segni che le due funzioni; Z' ed X*+"
assumono, sia pel .prime, sia pel secondo dei limiti impiegati.
Dal presentare esse o lo stesso segno 0 segni contrarj, si de-
cidera se le altre due radici indicate sono’ reali o deficienti.
Nel primo caso le approssimazioni successive. separeranno le
radici in intervalli distinti. Se nom risulta & = o s do-
vranno restringere i limiti passando ad an’ ulteriore appros-
simazione. : »

Un simile processo avra luogo quando -pei limiti x = n, ,
x == n,+ 1 risultasse nella serie (1) A =5, 6, 7....
Di qui si vede che la stessa operazione che serve alla ricerca
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delle radici reali € atta alla distinzione delle radici immagina-
rie, purché ad ogni operaziene che si fa per determinare i
loro valori approssimati- nel caso- che siano reali vi si eou-
giunga il teorema degl’indici applicato a serie di termini che
dipendono dalle derivate della proposta funzione - F(x), e non
piti, come nel caso delle relazioni fratte, dalle dernvate delle
funzioni trasformate ®(y,). : :
Ne risulta dal complesso di queste proposizioni e di quelle
dei precedenti paragrafi che qualunque metodo s’ impieghi per
la ricerca dei valori approssimati delle radici, purché I’ap-
prossimazione ottenuta sia completa, formando sempre due li-
niiti eatro cui le radici sono comprese, é sempre atto alla
distinzione delle radici immaginarie, purché il metodo stesso
si congiunga col teorema degl’indici opportunamente applicato.

46. Le formole degli antecedenti paragrafi dotate di pro-
prietd atte a fornire sia i valori delle radici irrazionali delle
equazioni algebriche, sia il criterio per la distinzione delle
radici immaginarie furono dedotte da relazioni ricorrenti che
colla continua sostituzione diedero il valore ' dell’ incognita
espressa sia in frazioni continue, sia in serie indefinite.
Esaminando piu accuratamente la natura degli esposti metodi si
riconosce il principio generale ¢ comune da cui essi dipendono.
Questi in fatti non sono che casi particolari di relazioni ricor-
renti piit generali atte a fornire i valori approssimati delle
radici di equazioni qualunque algebriche o trascendenti. La
continua sostituzione nata da tali relazioni generali di origi-
ne sia a forme di funzioni che chiamo involute, di cui le. fra-
zioni continue non sono che casi speciali, sia a svilappi in
serie che comprendono le pia generali che si conoscono .nel-
P’analisi e la cui origine comune si trova nelle relazioni di
tal specie. Quelle contemplate negli antecedenti paragrafi sono
le pid semplici che possano presentarsi, mentre la relazione
pilt generale che esista fra due variabili ¢ data dalla forma

App. Eff 1847, : 1
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% ¥r—1) =.0 ovvero dalle y,_. = f(y,), essendo la
1." upa relagione implicita'e la 2." esplicita. In queste il valore
di: un’ incognita dipénde. da. quello dell’ incognita affetta da
indice diverso. La relazione implicita a pit - variabili ¢ data
dalla. F(y,, Yro1, Yr—aee-¥a)=0 in cui il valore di
un’incognita y, od y; ~dipende dai valori delle altre in-
cognite che in essa entrano. Possono anche tali relazioni essere
date sotto forma esplicita - '

yr=¢(:)'r_l, yr_a-'-fyh) od y1.=¢(-.7.yr_a, Yr—1, yr)-

La relazione esplicita y,_. = f(y,) . pud anche contenere
un’incognita indipendente come nella y,_.= f(n,, y,), ove
~la n, . & variabile con- r, o legata'ad altra relazione ricor-
xente ¢(n, , #,4;) =0, come ha luogo nei metodi-trattati
indietro. Lo stesso pud dirsi delle relazioni ricorrenti a pidt
variabili espresse o sotto, forma implicita, o sotto forma
esphicita. Il carattere distintivo di tali relazioni- sta nel rima-
nere invariate soltanto le forme delle funzioni, mentre le va-
riabili stesse assumono diversi valori ‘dipendenti dalle, forme
stesse e dalle costanti.che entrano in esse. Chiamo convergente
una forma di relazione ricorrente quando.la continma sostitu-
zione dei valori- delle incognite desunte progressivamente dal
valore noto della prima indicata dall’indice. r=o0 converge,
al crescere di r,  verso un limite fisso e finito, divergente
nel caso contrario. Mi limito per ora a considerare le rela-
zioni ricorrenti piu semplici incominciando dall’ esplicita a due
incognite y,_; = f(y,) ovela f sia una funzione qua-
lungue. : ‘ o

47. Sia proposta.l'equazione x — ¢(x) = o, ovela ¢
indichi una funzione qualunque. Coi metodi esposti nella Me-
moria gia citata sulle equazioni trascendenti si cerchino due
valori- %,, X, entro i quali é compresa una 'radice_ della
proposta, e siano tali Limiti cosi avvicinati al valore in discorso
che la seric deglindici fornisca per essi limiti i valori
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... .0001. Sia X,>=x,, considerando per maggiori quei
valori che giacciono pit lontani dal limite ‘— % ' riguardato
come ‘puato d’ ongme delle quantlta crescenti. Si- dnstmguano
i tre seguenti casi. : ~
1.° Quando per ciascuno dei'due -valori xf..-: X0, % =<Xo'
sia avverata la condizione -che il -valor numerico che assume
la derivata @'(x) . sia <1, ovvero: < 3; secondo che .la
stessa - ¢/(xr) pel valore sosutmto ad. tlsulta negatlva
ovvero pos'itiVa. - S S e
Quando I’accennata condnznone non é avvenata né -pes
x=x°,' neé per - x = X,. . . :
3.° Quando I’ accennata condizione -¢ avverata soltanto™ pe
uno dei valori x = x,, x = X, senza esserlo per en-
trambi. - o L e
48. Se ha luogo il 1.° .caso il valore della radice o sara
dato dalle relazioni ricorrenti

%= 0Em_) (1) X =0X_) (I

qualora la x —¢(x) per x = x, risulti negativa, o sara
dato dalle relazioni ricorrenti

% =2%_—0(%_:) (2) X =2X_,—0¢X,_,) ()

qualora la x—@(x) per x = x, risulti. positiva.

Nelle relazioni (1), (2) non potrad mai accadere che un valore
di una qualsiveglia x, riesca minore dei due precedenti valori
Xy_1, %r_a, ' e nelle relazioni ricorrenti (I), (II) non
potrd mai accadere che il valore di una qualsivoglia X, ri-
sulti maggiore dei due precedenti valori X,_,, X,_.. Nel
caso che la serie di-valori x,, %:, %3....% .... nati
dalle- relazioni ricorrenti (1), (3) presentino, ad incomin-
ciare di.una x,, valori o costantemente crescenti o costan-
temente decrescenti, questi- valori, di cui i primi saranno
minori ed i secondi maggiori della radice, avranno per limite
la radice stessa convergendo verso il suo valore. Nel caso
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poi che le stesse relazioni ricorrenti. presentino valori alter-
nativamente crescenti’ e  decrescenti, la serie di valori =, ,
Zyws s ZXrkgre-s essendo x, il termine in cui comincia
a manifestarsi la legge d’alternazione, dard valori convergenti
sempre minori della radice, se la x sard essa stessa minare,
mentre la serie % 4:, %43,... dard valori convergenti
sempre maggiori . della radice. Accaderd il contrario se la
x, sard maggiore della radice. Assumendo pertanto, quando
sia d’uopo, i valori calcolati coi due limiti si otterri una
approssimazione completa. -La stessa legge avrd luogo ri-
spetto ai valoi X,, X,, X,....X,.... forniti dalle
relazioni ricorrenti (I), (II). : ,
Le. relazioni ricorrenti (3), (I) si possono rispettivamen-
te ridurre alle forme (1), (I) col porre per la 1.*

2%y — §¥ o) = Yxoy),
per la a'
. 2I-Xr..l —_ ¢(Xr- x) = \”’(-X.r—l) ’

eon che le anzidette divengono
Xy = ‘L'(xr—X) (3) X, = ‘l’(er-l) (HI)'

49. Se ha luogo il 2.° caso i valori forniti dalle relazioni
ricorrenti (1), (2), (I), (II) non convergeranno verso la
radice che si cerca. Essi daranno o valori crescenti indefi-
nitamente, o valori non convergenti verso un limite fisso,
ovvero valori convergenti verso un limite che soddisfa bensi
alla proposta, ma non ¢ compreso fra i limiti dati x = x, ,
% = X,. Sebbene non si ottenga in tal caso la radice
che nella. proposta ¢ compresa fra. gh assegnati limiti, pure
5i potrd spesso raggiungere I'intento mediante opportune
trasformazioni, come si vedra in qualche esempio, od anche
col solo cambiare la forma della fanzione proposta riducen-
dola ad un’altra x—Y(x) == 0. In tal caso quantunque
lo stesso valore della radice compresa fra x = x,, ==X,
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soddisfi entrambe queste equazioni, pure la condizione della
convergenza che non & soddisfatta per la proposta lo- pud es-
sere per la sua trasformata.

50. Se ha luogo il 3.° caso non si potrd decidere della con-

vergenza o divergenza dei valori forniti dalle relazioni ricor-
renti date nel 1.° caso, in quanto i limiti x,, X, .non
saranno abbastanza vicini. Sia £, un numero intermedio fra
x, ed X,. Sk determinerd entro quali limiti si trova la ra-
dice, se fra  x=2x,, x=£§, ovverofra x=§,, r=1X,.
Sia X, quello dei’ due limiti pel quale non é adempita la
condizione enunciata al n.° 1.° e sia per ipotesi la radice com-
presa fra x, e £,. Si esaminerd se il valor numerico- di
¢'(,) adempia o non adempia la condizione di essere <3
qualora il suo valore sia positivo, o di essere <1 se ri-
sulti negativo. Nel 1.° caso essendo pei nuovi limiti x,, &,
adempita la condizione del n.° 1.° i valori dati dalle relazioni
ricorrenti saramno convergenti verso la radice. Nel 2.° caso
converrd procedere ad un’ulteriore suddivisione dell intervallo
%o, & ed esplorare entro quale dei nuovi limiti é com-
presa la radice.
Se poi la radice trovasi nell’intervallo £,, X,, allora ola
¢'(;) non adempie la condizione voluta, ed allora trovandosi
la radice fra due limiti per nessun .de’quali & adempita la
condizione, saremo nel caso del n.® 2.° in cui i valeri delle
relazioni ricorrenti sono divergenti: o la ¢/(;) adempie la
condizione voluta, ed allora si procederd alla suddivisione
dell’intervallo £,, X,. Cosi progredendo non potrd man-
care di ottenersi in ogni caso due limiti &, &, entro i
quali essendo compresa la radice, la condizione volata rispet-
toale ¢'(§), ¢'() siao per entrambi i limiti soddisfatta,
e saremo nel caso del n.® 1.% o per nessuno di essi avverata,
e saremo nel caso del n.° a.° :

S1. Il caso di eccezione che s’incontra ¢ quello in cui, il
valore di x—@(x) essendo positivo per = x . eguale al

.
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limite ‘inferiore alla radice, le due equazioni x— ¢(x)=o,
¢'(x) —3 = o avessero una radice comune compresa fra
%, ed X,, ovvero chela x—@(x) essendo negativa,
per x eguale al limite inferiore alla radice, le equazioni
x—@(x) =0, ¢(x¥)+1=0 avessero una radice comune
compresa parimente fra x = x,, ¥ = X;. Ma un tal
caso speciale o potrd essere separatamente esaminato, come
accade nelle equazioni algebriche dotate di radici maltiple,
ovvero potra farsi scomparire, come accade al .n.° 2.°, con
opportune trasformazioni o soltanto con c¢ambiamenti di for-
ma della proposta. '

5a. La relazione ricorrente (1) del § 48 pei diversi va-
loridi r=1, 3, 3.... di la serie ricorrente

X = @(xo) y Xa= Nxx) y X3 = o(xn) e Xp = «xf—l) (‘)

imcuiivalori x,, 2., x23....%,, essendo x, il li-
mite impiegato, sono convergenti verso la radice che chiame-
remo o«. La continua sostituzione de’valori precedenti mnei
2. membri dei seguenti fornisce il valore approssimato

= 0fofo{e]om) @)

ossia ‘x, = ¢Xx,)  (3) ove I'esponente r indica il
numero delle volte che la ¢ ~ ¢ ripetata una dentro I’ altra.
Una tale forma di fanzione prendera il nome di funzione in-
voluta. Cid vale anche per la formola (I) dello stesso para-
grafo cambiando x in X. Sard percid « = ¢ (4)
ove o ¢ la radice, ¢ £ rappresenta uno o I'altro dei due
Limiti x,, X,. Le formole (3), (II[) saranno parimente
rappresentate dalla sola ~ « = V()  (5) ove la £
pud assumere uno o Paltro dei valori x,, X,. L’appros-
simazione ottenata con tali forme di fanzioni si dira appros-
simazione per funzione involuta, la quale sard convergente o
divergente secondo che convergente o divergente sard la re-
lazione ricorrente da cui proviene.
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* 53, Quando I’equazione proposta mon fosse della forma
x — ¢(x) = o, ma in generale della forma f(x) =o0, se
si potrd con opportune operazioni algebriche isolare una x,
lasciando che essa entri in qualsivoglia modo in altre funzio-
ni, allora essa sard ridotta alla forma richiesta. Quando cid
non possa ottenersi, si potra porre x — f(x) = ¢(x), ed al-
lora la proposta sara ridotta alla forma x—¢(x) =o. Si
tratterd questa come si_é fatto indietro, e se si verifica che
il criterio della convergenza indicato al § 48 ¢ adempito, la
serie ricorrente (1) del paragrafo antecedente si cambiera nella

X=X Ff(%), X=X Ff(%1), 00 X% =2_Ff(%,) oeoe

ove dovranno assumersi tutti i segni superiori quando f(x.)
risulti negativa, gl’inferiori -quand’ essa risulti positiva. Lo stes-
so vale quando si rimpiazzi il 1.° limite x, pel 2.° X.
Supposto qui come nel citato paragrafo x 3 f(x) = Y(x) il
valore approssimato 7= della radice « compresa fra =,
ed X, sard dato per la funzione involuta ad esponente r
dalla

u = YE) (3)

ove la £ potrd assumere I’uno o I'altro dei valori dei due
limiti x,, X,.
Se una curva rappresentata da una proposta equazione s’ im-
magini percorsa nella direzione dal punto d’ascissa x = —¢
al punto d’ascissa x = I e si dicano nodi ascendenti o
discendenti le intersezioni della curva coll’asse secondo. che
il corrispondente ramo di curva & ascendente o discendente,
le formole (1), (I) daranno le ascisse dei nodi ascendentx
e le (2), (II) quelle dei nodi discendeati.

54. A schiarimento delle esposte dottrine gioveranno i se-
gueati semplicissimi esempi che possono servire di norma alla

soluzione di casi pia complicati.

(¥)
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1.° Sia proposta I'equazione =x'—3 = o. Per ridurla

alla forma x—@(x) = o si potrd supporre ¢(x) = i—

ovvero @¢(x) = x —(x*—2). Pei limiti 2o =1, X, =2

la serie degl’indici ¢ oor una radice vi € compresa. Nel
. a 1

caso di  P(x) = S @ P(x) = —=" Per x = x, =1

essendo ¢'(x) negativa, il suo valor numerico deve per la

convergenza essere < I; la condizione non ¢é verificata per

questo limite. Per x = X, =2 la ¢'(x) & parimente

A

. . . . I
negativa ed il suo valor numerico, che risulta =-, é <1.

|

Quindi per uno dei limiti ¢ verificata la condizione, e per
Paltro non ¢é verificata. Siamo dunque nel caso del § 50. Se
si suppone P(x) = x—2x"+2 la ¢(x), che dovrebbe
risultare <1 per entrambi i limiti, ¢ tale che la condi-
zione non ¢é verificata né per I'uno, né per Paltro limite.
Siamo qui nel caso del § 49. Ma se la proposta si trasforma

. X +2
nella (x—1)(x~+1) = 1, ossia x_x+1 = o sard
*
1 N Lo I
¢'(x) = ———— il cui valore numerico risulta - per
(x~+1) 4

I : ..
=2x, ed — per x=X,. La condizione essendo adem-

pita per entrambi i limiti i diversi valori x;, %a, 2x3....%;
del § 52 saranno convergenti verso il valore di [/2 ela
radice potrd esprimersi per la funzione involuta data dalla

(4).- Di fatto essendo P(x) = 1 -+~ » impiegando il

1+
primo limite x, = 1 si avra

I T 1 1

oy Xa=1- 9 X3 D sm——— 9 Xy == I ———— e
I == — I-o-Z- )
2 5
ossia
3 1 1
X, = - xz=zo x3=—75 x;,—-i—
2 ) 12 29
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1l secondo limite x = X, = a2 darebbe la serie di valori
approssimati : ~

3 10 1 8
X=2, =224 X=2L, X=2, E=2..
2 7 12 41 70
Siccome poi per x = x, = 1 la relazione ricorrente
x, = I+ che pei valoridi r=1, 2, 3, 4. di
r L+, P y 2, Oy 4 \

2, = Iq.s_....._n._., Xy == 1 =t o—tidmmiits o xs:—“l‘f-——“""

I+, 1 -2 ) o o F N

fornira pel valore = della radice cercata la forma della
funzione involuta risultante dalla continua sostituzione data dalla

. I . - -
Xypyos Job ———— = I+ T2k I+X,_a =Tkl : 2402212 IehX_3200ss
) C . .

ossia

Xy = I41 1241 :21:2~]: 2] BT 32123 cus.

che ¢ la nota espressione di /3 data per frazione continua.
La funzione involuta nata dal limite X, = 2 fornirebbe
un’altra frazione continua data da '

X =323—1:3—134—1:2—1:4—1:2—1:4=—I?:0..

_ Data I’equazione x*+ ax—1 = o0, si'ponga sotto la for-

I T e qe eie
ma % — = x=°' Pei limiti *x=x,—=o0, x=X,=1_

la serie degl’ indici ¢ oor. Il criterio della convergenza é
soddisfatto per  entrambi i limiti, e risultando negativa la
x—@¢(x) per x = x, = 0, le formole (1) e (4) del
§ 50 daranno '

App. Eff. 1847. 12
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9 X3 = —7 9 x4 — e 0

15 a9

Xp=1:21 3~ .2~ :2~%1:2+13:....

che coincidono coi valori dati superiormente diminuiti di una
unita, in quanto la proposta ¢ quella che risulta dalla x*—a2=o0
cambiandovi x in 1+

In generale essendo a>1 ed n Ia radlce intera conte-
nutain @ esia a=a—n", la radice positiva dell’equa-
zione x*—a =0 saradatada x = n-+y ‘essendo 7y
data dalla funzione involuta (4) del § 50, che in questo
caso diventa una frazione continua data da

Y =& 2R & 2R+ Q& 1 2N+ X 1IN AKX 1 o0

Infatti la proposta pud mettersi sotto la forma

(x—n) > 0 ia, fatt n sotto
—_)—— = ossia 0 x=n=
2n -+ (x —n) ’ ’ ¥y
o« . . \
la forma y— (——— = o la cui radice ¢ compresa fra
. 2R -+y ‘

%, =0, X,=1. Essendo essa della forma x— @¢(x)=o0
e trovandosi verificato il criterio della convergenza risultera
dalla (4), pel valore del primo limite x, = 0, I espres-
sione data sopra. ‘ ’
Parimente I'equazione 2 —a = o posto a = ni-+c« si
trasforma in = x—n, = ,—“—, , ossia " sostituendo
R, = Mo X% = X

« .
R} == N, (o + %) =+ (o + %)’
Pei limiti x =%, =0, x = X,=1 risultando la se-
rie degl'indici ooor, Ia radice & ¢ compresa fra zero ed uno.

Quindi essendo avverati i criterj della convergenza si avra la
o«

3 ?
12 4 1o (1o b Xy 1) + (Mo b Xr —1)’

x ad x—n, diventa x =

relazione ricorrente x, =



X=ng

9T
che pel limite x, = o fornird i valori approssimati -

2
« 3an,

= S_n:;T = 3n} + (313 + «) (673 + ) ?

3 = eees

ai quali aggionta 12 n, si avranno quelli della radice della
proposta.. La funzione involata che si dedurrebbe dalla (4)
non riuscendo di forma semplice  converrd in tal caso. ricor-
rere alla serie

3 3
Ly a_nz =ju ceoe

o, A ag a-nd a-n
-+~

3 £y 3

3n; 3n; 3n,

— e e = o 4=
3n}  3n 3n] 3n; °

ove, ritenuto per n, il precedente valore, una qualunque
a—nd_,
3n/_,
Cido risulta dall’operazione successiva eseguita, non piu sulla
trasformata, ma sulla proposta col sostituire alle diverse =n
i valori approssimati gid ottenuti e col porre per o« le dif-
ferenze successive a— n?. '

Si scorge facilmente che simili processi sono parimente appli-
cabili alla ricerca della radice 7** di un qualsivoglia nu-
mero, purché I’equazione 2"—a = 0  scomposta nella
% —n], = «, ossia nella

n, sard data dalla relazione ricorrente n, = n,_, +

(x - no) (x"'-l- nod wnix "3 4ndA T4 ok nl " xwnl” ') =a
e messo x in luogo di x —n, si trasformi nella

o
(no-_'-x)+n:,—3(no-l-x)°"“*(ﬂo-o-x)""

X = —==% T—3a
o TH T,

Dal valore approssimato x; risultante da x=2x,=o0 ri-
sulteranno tutti i successivi valori x., %3, %4.... Dal-
I' operazione poi esegnita sempre sulla proposta risulterd una
serie analoga alla (1), la quale contiene in sostanza il noto
processo aritmetico per I’estrazione della radice di un qual-
sivoglia numero.

(1)



X,

3 .
:.' Sia proposta I'equazione x —cosx = 0. Pei limiti
%o=0, X,=1 Ia serie degl’indici competente all’equa-
zione X—cosnx ==0 ove € n = 206364".8 risulta
¢+ss 00I. Il valor numerico di ¢'(x) risultando per entram-
bi i limiti minore di uno, trovasi verificato il criterio della
convergenza. La relazione ricorrente x, = cos(nx,_,) sard
convergente. I diversi valori approssimati ad indice pari ri-
sulteranno minori della radice, quelli ad indice dispari risul-
teranno maggiori, ed il valore della radice «, espresso per
fanzione involuta sard dato da

Xy = +oo ocoszncosincosz ncos(nxo)} = cos’(nx,).

Sia in vece proposta la x-tangx=o0, ossia x-tangnx=o.
La radice pio piccola di quest’equazione, escluso il valore
%==0, si troverd compresa fra i limiti 2, =4, X,=5
o fra i limiti piv ristretti %, = 4,4, X,=4,5, pei quali li-
miti il 1.° membro cambia di segno. La condizione della con-
vergenza non € avverata, giacché la  ¢'(x) che & positiva
fornisce per entrambi i limiti %, = 4,4, X, = 4,5 un
valore > 3. La relazione ricorrente x, = tang(nzx,_,)
sard divergente e percid divergente la funzione involuta che
verrebbe data dalla (2) del § 5a2. ‘

Ma se la proposta si pone sotto la forma x—arc.tangx = o
.. I e

da cui risulta @/(x) = - il criterio della convergenza

¢ avverato, giacché per entrambi i limiti ¢ ¢'(x) < 1. Sicco-

me poi la nx, — ¢(x;) risulta negativa, cosi dalla (1) del

§ 48 si avrd la relazione ricorrente nx, = arc. tang(x,_..)

che fornird valori convergenti verso la radice, e la funzione

involuta (2) del § 53 dara

R 1 1 1 o
== +...—@arc tang - arc. —are. = {—arc. Xog -
= g{n C _tang{narc tangxoi g_nqrc tang o}

In generhle nell'e;quazione P¥-g-tangx = o discussa
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: e . . ' tang x — q

nella citata Memoria, ossia nella * — —2——2< — o0 non
trovasi soddisfatto il criterio della convergenlz,a pei limiti -en~
tro cui & compresa una radice, laddove trovasi soddisfatto
nell’ analoga nx—arc.tang(pxr+-q) = o  ove il valore
della radice x, espresso per funzione involuta sard dato da

V4

= eeeed p ' p
Xy = narc.tang§q+narc.tang§q+narc. tanggq-o-p.E}

essendo £ I’uno o laltro dei due limiti. Per ¢ =0 essa
81 riduce a

Xy == e --I—arc tang: are. tangg tang§ arc. wngp£§

~ Sia _'parimeh,te proposta I’ equazione x-_—-‘; l(:: i) =0
che fra i limiti x*=x =11, 2=X,= 1,2 pei
quali la serie degl’indici ¢ .... oot ha una radice reale,
indicando Z il logaritmo 1perbolu:o. Sara  €¢(x) = —-;-l—;
1 valor numerico di @¢'(x) pei limiti* z = x,, « = X
risultando > 1 non ¢& soddjsfatta la condizione della conves-
genza e le relazioni ricorrenti (1), (I) o le relative funzioni

involute sarebbero dxvergenn Ma la stessa equazione posta

sotto la.forma - x— ¢ ,ii = o formirebbe I espressione
Q’(x)' = w-@%‘ Pei .limitin Xo = L1, & = 1,2
risulterebbe 4 : -
! —_— 36,1 ! —_ 44,1 . '
¥ =~ P = -

Per entrambi i limiti il valor numerico di’ ¢'(x) essendo
minore di 1 ¢ soddisfatta. la richiest? condizione, € le; rela-
zioni ricorrenti (1), (I) del § 48 sarebbero conwergenti.



94
Impiegando infatti il limite X,, in quanto la funzione pro-
posta fornisce in tal caso un valore che differisce da zero meno
di quello fornito dell’altro limite =x,, si ottiene

X, =13, X, =1,1995, X,:: 1,19970, X3 =1,19966, X, == 1,199686

"1 cui valori sono alternativamente maggiori e minori della

radice in quistione.
3.° L'equazione x*—2x—5 =0 ha una radice fra
ilimti x=2x,=2, x=2X,=3. Posta sotto la forma

x— ,5 = o, la serie degl’indici risultando .... oor,

., x—2 10% ~ ,
si avrd  Q'(x) = —ms onde Plxe) = — 5,
P(X) = — :—;- Non essendo soddisfatto per entrambi i

limiti il criterio della convergenza converra impiegare il pro-
cesso del § 49. Si trova quindi che i nuovi limiti piu ristretti
entro cui ¢ compresa la radice sono x, = 3,09, X,=3,I.
Si ha quindi  ¢'(x,) = —3,7.... ¢'(X;) = —3,6. La con-
dizione della convergenza non essendo adempita non si potra
impiegare questa forma ad esprimere la radice per funzione in-

3
voluta. Ma se &' impiega la forma x—V5+ax =o0, tro-

vasi 0'(x) = ——————- Quindi pei due limiti x, =32,

3V(5+ax)
X,=3 sard O(x)=0,15...., O¢'(X,)=0,134.... lLa
condizione di essere per entrambi i limiti minori di 3 ¢é
soddisfatta. Riuscendo poi pel limite x = x, negativa la’
x —@(x) ¢ impiegherd la funzione involuta (4) del § 52.
che diverra

%= eees ;}gs-.-n?gs...z,}{sw-al}S-:-zE}

ove la £ tien luogo di uno o dell’altro dei limiti x,, X.
Se si calcolano i successivi valori forniti dalla stessa funzione:
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involuta pel limite %, = a2 ~si trovano i successivi valori
approssimati .

Xo =123, % =232308, x= 2,092 . %5 = 30043,

i quali sono tuttn minori della rachce ma convergenti verso
di essa.

' Parimente I’ equazione —”7x‘-o-’ 7=0 ha nna radice
compresa fra i limiti % = 1,3, X, L4 pe1 qnah la

\

serie degl’indici é oor. Ma se 51 pone sotto una delle due

forme x— _Zx,=o, x-—V7x— = o per le quali

"¢ adempito il “criterio. della . convergenza risultando  ¢'(x)
‘positiva e per ciascuna di esse ¢'(x) <3, ¢'(X)<3. Si
dovrd adottare per la prima la funzione involuta (4) del
§ 52 risultando negativa la x — ¢(x) pel limite x, =1,3,
e per la seconda la funzione involata ' (5) dello stesso para-
grafo risultando positiva la x — ¢(x) pel limite x, = 1,3.

Quantunque I’ approssimazione sia lenta non ¢ perd meno sicura. -

Sia proposta I'equazione *-+-3x— N =0 in cuila
N sia un numero_ .assai grande-ed . o la gma- rachcc Posta

sotto la forma x—l/N— 3x=0 e trovau i limiti x = ""P’
x =X, entro cui é compresa la @, lespressxone S

a= . PIN— 3,/{N_3;/{N VN } o

ove per £ si-ponga il limite ‘x, od il lu_mte Xo sar&
convergente verso la radice ¢ércita, giacché la < "
P(x) = — 3 1 dar} per entrambi i limiti =z, , ,
¢'(x) (N— = per entrambi oy Xo
quando N sia opportunamente grande, un valore nume-
rico < 1.

Nel moto parabohco delle comete l’equazmne da cui dlpen-
de I'anomalia vera = o ¢ data da

s
tang®jo+3tangtv-N=o0 (a) essendo N=3kq ?yI.c
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ove g = distanza perielia, z= tempo contato del passaggio
al perielio ¢ £ = 0,017202099. Per ¢=1, = 10000
risulta IV =364,9116263. Posto tamglo = x, si trova
che I’equazione 34 3x— N =o @A), che porremo

3
sotto' la forma x— VN —3x = 0, - ha una radice com-
presa fra x =2x, =7, x=X, = 8. La condizione
della convergenza & adempita, ed i valori approssimati succes-
sivamente forniti dall’ espressione (1) pel limite x, = 7,
earanno :

3 s » '
% =VN— 3z, = VN — 2 dacui Ix, = tiang Lo = 0,8454813 ,
| %, =7,000196 , Jv=281°5a'37"17
3 - . !
X2 =VN-3%,; lag= 0,8454745, x.=7,006073, Lo==81°53'36"65
3 - : '

=V -305 145 = 08454746, 2 =7,006073, Lo=815a'36"6¢

1] valore della radice & compreso fra x, ed x3y ed il
valore di 1o fra 81° 52’ 36"65 ed 8:1° 52 36",66.

"Essendo IV assai, grande e tale pure il valore di tang } v
rinscird assai piccola la cotang L v. Posto dunque nella (2)

SR .
cotlyp in lnogo di zangie e fatto cotte=x, % =6
si avra Iequazione #—302*—0 =0, la quale posta sotto

la forma x-—scp(x) =0 e messo o in laogordi l; 6 st
avid  x— ul14-32* = 0 la-cui radice sarh compresa fra
*X=2% =0, x=X,=1. La O(x) = g—ﬂ)—f—-—-
L V(i =32y
sara positiva, e riuscendo per entrambi.i limith <3 sara
qui pure soddisfatto il criterio . della ,'converg,enza. Risultando.
poi negaﬁva la. x—¢(x) pel limite inferiore x — Xo =0 -
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si dovra impiegare la formola (a) del § 53, dalla quale si
deducono i diversi valori approssimati di catfo == & come
segue

.
X, =0, x,=w(l*3w’)%, x3=w[}zl+3w’l/(t-o-3w’)’§

0425013/{1*30"3/(!*3(0’:/“ +3a’)’)?} R LIRS

La maggiore o minore rapiditd della convergenza delle stabi-
lite formole dipende naturalmente dalla forma della funzione pro-
posta e dai valori delle costanti che essa contiege. Il valore perd
dell’esponente r della funzione involuta, ossia il numero delle
operazioni da eseguirsi onde ottenere un dato grado di pre-
cisione diminuendo secondo che il limite «x, od X, che
¢ impiega ¢ piu approssimate al valore della radice, cosi sari
sempre piu vantaggioso cercare con qualche metodo ausiliario
un tal limite in anticipazione, come si ¢ fatto nell’esempio trattato
al § 28 della citata Memoria. Nel caso attuale essendo « assai
piccola, la semplicitd dell’equazione x*—~ 3w x*—e* =0  (5)
rende facilissima la ricerca di un limite =x,, funzione della
quantith piccola ed indetermipata: w, assai prossimo alla
radice. Di fatti la fanzione =x, = f(v) dev’essere tale che
sostituita per x nel 1.° membro della proposta. dia ug va-
lore che differisca da zero di una quantita dell’ ordine di m"l
essendo n numero abbastanza grande. Se si pone infatti

(1 + aw?)

X = x, = ———7~ Ove a, « sono quantitd da deter-
I+~aw

minarsi, posti a zero i due primi coefficienti del risnltato della

sostituzione si ottiene 2 =— 0, « = — I. La sostituzione
o )

di Xo =

—= (6)  riduce il 1.° maesabro della proposta

ad un valore che differisee da zero di quandith dell’ ordine di

o’.  Adettato un tal valere pel limite 1, , la 1." approssi~

_ 3 3

mazione fornita dafla - x= 0¥ 1 +32* dard %, =V 1+ 3x2.
App. Eff. 1847. 15
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Nell’ assunta ipotesi di ¢='10000, ¢ =1 risulta
w == 0,13993805 e si ottiene quindi

logx, = lecot L9 = 9,1545254 da cui ¢ = 81° 52' 36",66.

I-+aw®-+buw*
————F5a ¢ sifa
1+ aw® -+ o

la sostituzione come sopra, indi si pongono a zero i quattro
primi coefficienti delle potenze di «, si ottengono per de-

terminare le 4 arbitrarie a, &, «, B le equazioni

Se in vece si stabilisce x = x, =0

a—a—1=0
a*—a'—2a—a-+b— ,B—~o ‘
a’—a’+6ab—6a}3— a’ —-6b—6aa—-SB
b’-o-a’b-—ﬁ‘—-a’ﬁ—-zab'——aa‘—2ocb—aa[3==o.
Dalle quali risulta a=—<1, b=1, a=—2 B=2%
onde pel valore del limite x, gia assai prossimo alla ra-
dice si avra :

1 — 0+ Lut

Xo =— ©
° 1 — 20® + £t @

La sostituzione di questo limite nella proposta riduce il 1.°
membro a differire da zero di una quantita dell’ordine di '
Questo processo € generale e mostra essere in nostro arbitrio
' F(x)
f(=)
minare i coefficienti delle diverse potenze di « in modo
che il risultato della sostituzione dia un valore che differisca
da zero di una quantitd dell’ordine di " ove la =n sia
grande quanto si vuole.

Chiamato X il primo membro della equaznone proposta (5),

se dietro una data sostituzione riuscira X dell’ ordine di

di scegliere una frazione razionale della quale deter-

. X R . .
w", siccome la X sara dell’ordine di w"~2, cosi I’errore
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sul valore del .limite  x, dato dalla (6) sard dell’ordine

di o7, mentre sul limite x, dato dalla. (7) sard dell’or-
dine o' :
E da osservarsi del resto che quantunque il metodo dell’ap—
prossimazione lineare sia dotato di una convergenza pit ra-
pida che quello delle funzioni involute, quest’ ultimo perd offre
per compenso il vantaggio di un minor numero di operazioni
a ciascun’ approssnmazlone ci6 che si fara pm manifesto nel-
I’esempio del seguente n.’ 4.°
Occupato nel 1843 a redigere la Plll volte citata Memoria
sulle equazioni che comprende la 1.* parte di questo trattato,
mi si offerse ovvia I'applicazione del metodo delle funzioni
involute al  caso semplicissimo della determinazione approssi-
mata dell’anomalia vera della cometa apparsa in quell’anno,
al quale scopo non poteva servire la tavola del moto parabo-
lico di Burkard. I calcoli relativi furono in quell’epoca da
me eseguiti di concerto col signor Roberto Stambucchi, il
quale li comunico al Direttore del nostro Osservatorio che ne
aveva dato I’ incarico e che ne approvo I’esattezza.

4.° Sia proposta I’equazione  x — e sin(a +x) = o (1)

)

essendo a = 29° 31 4;7" , e= 0,2541748.

Questa ¢ la stessa equazione data al § 8 (Mem. cit.) di cui si ¢
determinata Ja radice compresa fra x, = 0,1, X, = 0,2
col metodo dell’ approssimazione lineare. Introdotta la solita
n = 206264,8 che esprime il numero de’secondi contenuti nel
raggio, la (1) diverrA x—esin(a-+nx) = o. Pei limiti
%, = 0,1, X, = 0,2 la serie degl’indici risulta ....oo1.
La ¢'(x) = ecos(a +~nx) di per entrambi i limiti un va-
lore < 1. La condizione della convergenza, che per essere
.@'(x) positiva esigerebbe per entrambi i limiti ¢'(x) <3,
¢ .soddisfatta. Inoltre pel limite x, il 1.° membro della
proposta risultando - = 0,1 — 0,146 «++» = — 0,046 :+++, la



100
fansione involuta (3) del § 53, adottando il limite esteriore
X, onde abbiasi un esatto confronto dei due metodi, fornira
nel caso attuale I’ espressione

X, = -n-cn'nia-o- uccinza-o-ne:inza-o- nc.sin(a-i-nx.)}
ossia X = zesin(a-o-nX.);"’

Si avra quindi, come nel citato § 8, per valore dell’anoma-
lia cercata = 4 [Iespressione

A4 = 360°— (e +nX)

Se I’ equazione proposta (1) si fosse posta sotto la forma

x—{arc.:iuf—a}:o si avrebbe @/(x) = —t

e —2"

Quindi |
¢'(xo) = 4)279 '.' ey ¢,(Xo) = 6,375 ecee

La condizione pertanto di essere @'(x) <3 non essendo sod-
disfatta pei Limiti stabiliti, la relazione ricorcente

. X
% =arc.sin == — ¢
e

e la corrispondente funzione involuta sarebbero divergenti.
Accid si abbia un confronto dei due metodi s’ impieghi il li-
mite X, = o,2. Ritenuti per @, e, n i valori dati
sopra e stabilita la relazione '

a =a+nX._,

pei valori di r= 1, 2, 3,.... ho creduto opportuno
di aggiungere per disteso il prospetto del calcolo della fun-
zione involuta, (2) sino al valore dell’esponente r == 8.

(2
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L X, = 9,2005864 -

L n = 531442509 LnX, = 45150115
1. X, = 9,3010300 nX,= 9° 534"
lLnX, =m ' as =W
an., = 11°27' 33" Lsinas = 9,7953143
nX,+a=a, = 40°59 20" L X5 = 9,2004467
L sina, = 9,8168460 LnX;s =m
lesina, == L X, = 9,2219784 nXs = 9" 524"
LnX, = 45364035 as = 38°37 11"
| n.X. = 9°33 7" l. sin ag =‘9,795a88o
nX,+a=a = 39° 454" 1. Xs = ,2004204
- Lsinas = 9,7996351 L.nXs = 4,5148455
lLesina, = 1l Xa == 9,2047675 nXs = ¢° 5 224
LnX, = 45191926 a = 3837 o4
nX, = 9°10' 51" lLsina, = ¢,7952836
nX,+a = a3 =m” 1. X, = 9,3004160
Lsinay = 9.7961484 LnX, = 45148411
lLesina; = 1. X3 = 9,2012808 nX, = ¢ 522
lL.nXy = 45157059 as = 38°37 ¢".1
nXy= ¢ 6a7 Lsinay = 9,79528296
nX;+a = a, .—_-.-M’ I. Xz == 0,20041543
- L sna, = 9,7954540 LnX; = 4,51484052
Lesina, = L X, = 9,2005864 nXs = ¢°5 22’”,0’5
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I valori approssimati delle diverse X, risultano X, = 0,166,
X,=o0,160, X;=0,1589, X;=0,1587, X;5=0,15865,
Xs=0,158642 , X, = 0,1586412, X; = 0,1586410. Sa-
rebbe inoltre @y = 38°37 9"c5  da cui risulterebbe
X, = 0,1586409. Questi valori convergono verso la radice
rimanendo sempre maggiori di essa. Le cifre comuni a due
valori approssimati incominciando da X, appartengono alla
radice. L’errore commesso sul valore X3 calcolato colla for-
Ko—esnay _K—X  fota dell ordine di
I — ecos a 1— X,
(£)?, cid che porta un errore nei centesimi di secondo sul
valore calcolato di nXz = ¢° 5' 22"05 =y e quindi
sull’anomalia = 360° — ay = 331° 22’ 50",95. Impiegando
il limite inferiore x, — 0,1 si ottiene una serie di valori
X, = 0,14, %3 = 0,156, =x3 = ...+ tutti minori della
radice. Ad ogni operazione ottenendosi per adequato una cifra
decimale esatta, questa approssimazione ¢ dell’ordine di quella
data al § 41 che contiene il metodo di Budan. L’analogo va-
lore di .y calcolato al § 8 (Mem. cit.) col metodo dell ap-
prossimazione lineare e che si trovd minore della radice risulté
y-=9° 5' 21",9 che forni I'anomalia = 321° 22’ 51",1.

55. In pitt modi si pud mostrare mediante le costruzioni
il processo analitico con cui si giunge colle funzioni invo- .
lute convergenti ad ottenere i successivi valori approssimati
della radice. Il pii semplice € quello di costruire la curva
¥y =2x—@(x) incui x & Iascissa ed vy Dordinata. I
valori dati dalla funzione involata risultano dalla somma del-
Pascissa e dell’ ordinata corrispondente.. Quando i limiti x, ,
X, ela forma della proposta funzione adempiano tutte le
condizioni della convergenza, la legge delle approssimazioni
successive dovra coincidere con una delle due costruzioni date
dalle figure 1.* 0 2., le quali abbracciano tutti i casi secondo
che si assumono per semi-assi positivi uno dei quattro sistemi

mola —



. o 103

(oo, oy), (o0, oy), (00, 0Y), (00,.0Y".
Supposto che la funzione involuta dia valori approssimati sem-
pre minori delle radici, la costruzione che ne indica I'appros-
simazione sard data dalla fig. 1."in cui 8§’ indica la carva
y = x— @(x) riferita al '1.° sistema di semi-assi. Fatto

= Ol si abbassi Pordinata 2p. Si conduca parallela-
mente al semi-asse OO la retta pp' = Ip. Sitiri p's
parallela al semi-asse OY. Si conduca sp" = ms paral-
lela al semi-asse OO' e cosi si proceda indefinitamente. Si
otterranno cosi dai prolungamenti delle parallele al semi-asse
OY sino all’incontro colla OO i diversi punti’ Z," m,
n, r.... iquali anderanno sempre avvicinandosi al punto
d intersezione x della 'curva col semi-asse OO Lo stesso
si ‘direbbe quando s’ nnplegasse il limite supenore X,=OL
in cui si avrebbe pure una serie di puti L, M, N, R....
sul semi-asse avvicinantisi continuamente al punto " x ' d’in-
tersezione. , ' '
Supposto ‘poi che la funzione involuta dia valori alternati-
vamente minori e maggiori della radice, la costruzione che
ne indica I’approssimazione successiva sard data dalla fig. 2.*
Fatto ancora x, — Ol si abbasserA Ip, si condurrd
come prima pp' = Ip . indi p'q. Si tirerd da‘ ¢ pa-
rallelamente ad OO’ la retta gq¢' = qL. Da ¢ si con-
durrd ¢ indi p"¢" = mp" e cosi di seguito. 1l mean-
dro che va cosi formandosi taglierhd successivamente I’asse
OO0’ in punti sempre approssimantisi, or dall’ una or dall’altra
parte, al punto d’intersezione della curva colta 00" Quindi
risulta manifesto che la divergenza  avri luogo quando la
spirale ortogonale o meandro in' vece di restringersi con-
tinuamente, tendendo verso il punto d’intersezione, come ad
un centro, incomincia dal punto ! come da un centro e va
ampliandosi successivamente. Avrebbe avuto luogo una si-
mile costruzione quando si fosse impiegato il limite superiore
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X, e si fosse posto X, = OL da cui sarebbe risultato il
meandro ZLgqq'p"¢p".

Un altro modo di costruzione risulta dal scegliere. una funzione
V(x) tale che la proposta equazione x—@(x) =o0 si riduca
ad x— f(\i/(x)) =o0. Posto y=1Y(x) si avrd =x = f(y).
Riteauto ancora che x, y rappresentino I’ascissa e I'ordi-
nata di nna curva, la radice éompresa fra x, ed X, della
equazione proposta sari ora I’ascissa del punto x d’interse-
zione delle due curve corrispondenti alle equazioni y = Y(x),
x = f(y). Verificati i criterj della convergenza, il processo
dell’approssimazione sard in questo caso rappresentato o dalla
fig. 3.*, o dalla fig. 4." Supponiamo in fatti che la carva Y/
risulti dall’equazione y = {(¥), e lacurva ff’ risulti dalla
x=f(y). Posto OL = X,, si elevi Pordinata Lp; dal
punto p si conduca pp' parallela al semi-asse OO0 e
da- p' la pp" parallela al semi-asse OY, indi p'p"
parallelaad 00', quindi p"’p" parallela ad OY e cosi
di seguito. I punti p, p', p", p", p”.... anderanno
continaamente avﬁcmandosl al punto x d’intersézione delle
due carve, ed i valori successivi delle corrispondenti ascisse
anderanno, continuamente avvicinandosi al valore dell’ascissa
del punto - x d intersezione che eguaglia la radice cercata.
Lo stesso avrebbe luogo se si fosse i impiegato il limite Ol = x,.
Se si snppone che dalle equazioni y = Y(x), x = f(y)
risultino in vece le carve Y3/, ff' rappresentate dalla fig. 4.",
posto Ol =x, e condotta I'ordinata Ip si tirino le rette,
pp' panllela ad 00, pp" parallela ad OY, p'p"
perallela ad 00, p"’p" parallela ad OY e cosi dse-
guito. I diversi pumti p', p", p", p”, p".... ande-
ranno avvicinandosi continuameate al puato x  d’interse-
zione delle due curve, e le rispettive ascisse convergeranno
verso il valore dell’ascissa dell’intersezione, divenendo alter-
nativamente maggiori e minori di essa. Sara quindi
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pPl=YE) =%, O=f(Ux))=/fly)=2
PVl e=da) =y, O =flw)=fu) ==,
e cosi dicasi di seguito. Per tal modo dal supposto valore del
primo limite x, si otterrd x, = f(tp(xo)) = ¢(x,) ,
col valore ottenuto =z, & avrd %, = f(ilf(x,)) = @(xy) ,
col valore ottenuto - #; s8i avrd x3 — f(\f/(ﬁ)) = ¢(x,) ,

e cosi di seguito. Si vede ehe i successivi valoki delle ascisse
X =0l, x=00I, 2=00', x3=010",....

sono eguali ai rispettivi valori approssimati della radice forniti
dalla funzione involuta risultante dalla proposta x—@(x) = o,
pel caso che i criterj della convergenza siano verificati. Lo
stesso vale assumendo per primo valore approssimato il li-
mite superiore X, = OL che avrebbe fornito il meandro
PPIPIIPP’PHPI" e h e . .

Qualora per Ja funzione Y(x) si assumesse la stessa =
ovvero una Ax, essendo A una costante, la curva
Yy delle figure 1.*, 2. sarebbe cambiata in una retta pas-
sante per 'origine O ed inclinata al semi-asse 00 di
un angolo, la cui tangente sarebbe 2. Si ridurrebbe pari-
mente ad una retta, non passante perd per I'origine, qualora
la  Y(x) fosse rappresentata da «-~[S3x essendo «, f3
due costanti. - :

Il caso della divergenza ha luogo quando il meandro rettan-
golare della fig. 4." in vece di ¢onvergere verso il punto =«
col restringersi verso uil centro, si rivolge in vece in senso
opposto partendo dal punto p come centro ed ampliandosi
continuamente. :

App. Eff. 1847. 1%
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56. Quantunque la relazione ricorrente o la' funzione invo-
luta risultante dall’equazione x—@¢(x) = o o dalla piu
generale f(x) =0 conduca, nel caso della convergenza, alla
determinazione di valori sempre piu approssimati al valore
della radice della proposta equazione, pure quando si voglia
una pit rapida convergenza, o non si giunga ad evitare il
caso di divergenza, converra ricorrere alla relazione ricorrente
che fornisce il metodo dell’approssimazione lineare trattata al
§ 27 (Mem. cit.). Risulta infatti che se la f(x) = o ha
una radice compresa fra due limiti x,, X, che diano per
serie degl’indici ....o001, chiamato £ il limite esteriore
e f'(x) la denvata dx f(x), ivalori %, %a, X3,c00eXreen
sempre piu approssimati alla radice saranno dati dalla rela-
zione ricorrente

_ f(x,_.)
X = Xp_g— Fla_y) | (1)
ove la r potrd ricevere i valori r = 1, 2, 3 Gyoons
ed x, sarddatada x, =&— :}(‘? La x, espressa

per la funzione involata risultante dalla (1) sard data dalla
serie di funzioni involute

% = E=f(E)o - F{E-1E)C0 § Co-F{E- £ENo=F} £ -0V} Eu }
—e ’-fgg—f(g)z.o"'fz E-f(E)Z—o } Z.l T }&r—:} Z.r-x

~ove una qualunque Z, ¢ data da

G = F,(I:;) s essendo per r=o0, § = f’(E)
La costruzione dell’equazione y = f(x) mostra che I’ap-
prossimazione lineare nasce dal condur I'ordinata corrispon-
dente al limite esteriore; dall’estremo dell’ordinata condar la
tangente alla curva sino all’incontro col semi-asse delle ascisse;
da questo incontro condur Pordinata alla curva; dall’ estremo

(2
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di questa ordinata tirar la tangente alla curva sino all’ incontro
col semi-asse, e cosi di seguito.

Se indichiamo con « quella delle due espressioni i."_(lx_) ’
-,—l—' che presenta il valor numerico piti grande, si po;ri
£1(Xo)

sostituire all’espressione (2) la seguente pi sempllce, co-
munque dotata di una men rapida convergenza

x=£ -af(E)-—af{é-af(.g)}_afgs-af(s)-afgs_af@;_....

Questa risulta dal sostituire alle successive tangenti altrettante

rette parallele alla tangente corrispondente a quello dei due

limiti che fornisce per il valore numerico pia grande.

I
fi(z)
57. 11 metodo d’approssimazione per le corde del § a7
- (Mem. cit.) & pure dipendente da una relazione - ricor-
rente quale € data dall’espressione (e) dello stesso para-
grafo, e dalla quale risulterebbe un’espressione per fanzione
involuta analoga all’espressione (2). Giova perd osservare
che a questa pud essere sostituita un’approssimazione analoga
alla (3) col mantenere costante ’angolo che le corde, che
si saccedono nel citato metodo, fanno col semi-asse delle
ascisse. Infatti chiamato  1’angolo, contato dal semi-asse
positivo delle ascisse verso quello delle ordinate, che la corda
congiungente le estremitd delle due ordinate aventi per ascis-

se x,, X, fa col semi-asse positivo delle ascisse, sard

cotw = Xo—% . Chigmata questa espressione e
f(Xo) — f(x0) .
3 il limite interiore, i valori approssimati della radice della

f(x) = o saranno dati dalla relazione ricorrente
Xy = xr—!_“f(xr—x) ’

la quale fornira il valore x, per funzione involuta analoga
alla espressione (3). _ '

©)
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La costruzione in questo caso non differisce da quella com-
petente all’ approssimazione lineare, se non in quante alle
tangenti inclinate si sestifniscono altrettante rette inclinate
di un angolo costante dipendente dalle quantita note x,, X,
f(x,), f(X;) ed al limite esteriore é sostituito il limite in-
teriore. Siccome una tale approssimazione darebbe valori tatt
maggio;i o minori della radice secondo che il limite interiare
risultasse maggiore o minore della radice stessa, e siccome
Papprossimaziope lineare risultante dal limite esteriore dareb-
be in questo caso valori tutti minori o maggiori della radice,
cosi i due metodi impiegati congiuntamente servirapno a for-
nire un’approssimazione completa senza ricorrere al metodo
indicato al § 27 della citata Memoria.

58. Le espressioni per frazioni continue o per serie che si
sono vedute nei precedenti paragrafi nascere da sostituzioni
di forma frazionaria od intexra non sono che casi particolari
della funzione involuta che nasce dalla relazione ricorrente

Xy = n, B 9 [¢] hlh Xy 31 = ur*a'rxr’
= Pr

ove il numero mtero n, variabile da una all’altra appros-
simazione ¢ vincolato a rappresentare uno dei dwe limiti della
radice delle successive trasformate compresa entre un intecvallo
unitario che si ottiene o coi noti metodi gid indicati o colla
stessa funzione involuta applicata all'equagione proposta ed
alle sue trasformate.

Il metodo derivato dalle accennate sostituzioni, onde otte-
nere una radice compresa fra limiti opportunamente scelti,
non si limita al caso delle equazioni algebriche, ma puo
essere applicato a qualsivoglia equazione, quando si sta-
bilisca una delle precedenti relazioni ricorrenti e s’ impieghi
la proposta f(x) = o e le sne trasformate nate dalle suc-
cessive sostituzioni per determinare i valori interi delle #,,
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cercando sempre col metodo. solito I’ intervallo unitario eg_tro
cui ¢ compresa la radice delle successive trasfoxméte. Per tal
modo, non solo le irrazionali algebriche gia ottenute indietro,
ma sibbene le irrazionali trascendenti che soddisfano equazioni
di tal nome potranno coll’indicato processo determinarsi, sia
per frazioni continue, sia per diverse serie, a seconda dells
forma della funzione frazionaria od intera che si sard adoperata.
nelle trasformazioni successive. Impregando pero il metodo delle
funzioni involute si giunge pit speditameate ad esprimere la
radice in frazione continua usando del seguente processo.
Ritenuto che x,, %,, %, X3.e..2 rappresentino i va-
lori approssimati della radice compresa fra =x,, X, della
equazione qualunque x—@(x) = o0 o della f(x) =o0
ottenuti per funzioni involute, nell ipotesi che le condizio-
ni della convergenza siano adempite, i valori approssimati
1°, 2°, 3°, 4°....7  espressi per frazione continua
saranno successivamente dati da

1 . .
1.0 = %o+ —9 essendo 7, il numero ingero compreso

. . XoZy == 1 -
nel valore di z, determinato dalla —— = x, che
. I Ly .,
risulta dalla %, = x,+—, o determinato dall’ invertita
I T '
zx T em—————
— Xo =+ X

2° = x,~+1:in,+1:n/, essendo n, il numero in-
tero compreso nella z, determinata dalla

© XoNyZa o+ (xo ) = x

nZy—+1 2

che risulta dalla

Xy =S Xo~I PN ==1: 2

.0 determinato dalla sua invertita

22 =1 ! =—=N;~=]1  -— Xo= Xa.
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3° =%+ 1:M+1tn+1:n3, essendo n; il nu-
mero intero compreso nella 23 determinata dalla

(Xo72y 1 =+ %o =+ R3) 23 + (Ko By == 1) __ s
(Bina =+ 1)23 4= 1,

che risnlta dalla
' X3 = Ko+ 1 :M;=+1:NR1:23

o dalla sua invertita

Z3==1: —Nae1 : — =1 : — Xo X3+

) 4° = Xo+T : M1 :n+1:n3+1:n,, esendo n,
il .numero intero compreso nella  z, determinata dall’equa-

Mzg =N _ . che rislta dalla

zione lineare
. .mzy=+n

Xy =Xo+1:0;,+1 N0+ 1I:n34+12:2,

o dalla sua invertita

Z,=1:—n3ge1: =Nyl —N+1:—%X =%

Cosi progredendo risulta che il valore approssimato 7~ sard
dato da

—

T™ == XohI 1Mkl SNl S N3+T iNgh L 2 Nseeookll_yt 12 0,

—

essendo »#, il numero intero compreso in z determinata

dall’ equazione Lineare 2" — 2 che risulta dalla fra-
Po+q |

zione continua

Xy == Xo+ 1 el Mokl S N3okL i Mk 2 Rshes ookl _y+1 5 2

o dalla sua invertita

LIRS R Rl (FL B S (L D S Y ) SR (ML TRITES MU SRt P
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59. Le relazioni ricorrenti differenziali forniscono parimente
fanzioni involute date talvolta per espressioni assai semplici
come quella del teorema di Taylor. Infatti nella curva data
f(x + w) — f(x)

@

dall’ equazione - y = f(x) - il rapporto

esprime la tangente dell’angolo = ¢ che la corda congjun-
gente I’ estremita delle ordinate f(x), f(x =) . fa col
semi-asse positivo delle ascisse. Se per tutti i valori di x
compresi fra x ed x+w, la f(x) ¢ una fanzione fi-
nita e continua, esisterd un punto nell’arco compreso fra le
due ordinate f(x), f(x+w) pel quale la tangente alla
curva sard parallela alla corda. L’ascissa di questo punto sara
data da x-+0,0, essendo 6, una quantitA compresa fra
o ed 1, e che, ritenuta x costante, varierd al variare
di w. Sard quindi © wnge = f'(x +06,0), onde
f(x + 0) = f(x) + of(x +0,0). Se la legge di continuitd
si avvera inoltre nella f/(x) pei valori di x compresi fra
x ed x-+0,0, sard parimente '

fi(x +06,0) = {'(x) =+ 0,0 f'"(x + 6,6,@)

ove 0, sard compresa fra 0 ed 1 e ritenute 0, ed =z
costanti, sard 0, variabile con w. Cosi progredendo ed in-
dicando con 63, 6,,....0, wvalori compresi fra o ed 1,
si otterra la relazione ricorrente differenziale

f(')(x+6,6363.... 9,- 0)) = f("(x)-o- 6, 9363 .,_..6,- ©® f_""""(x-o-‘e, 6363. .e -6,- 6,4., 0)) (l)

In questa, ritenute costantile 6,, 6,, 03,....6,, D'ultima
6,+: sard variabile con . La funzione involata che rap-
presenta la f(x+w) sard data dalla relazione ricorrente (1)
quando, fatto successivamente 7 = 1, 2, 3, 4 .cc.T .00t
si eseguisca la continua sostituzione dei valori seguenti nei
precedenti gia ottenuti. Da questa operazione risulta
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£ 0) === £(2) 4 0 £(x) 0.0, W F"(x) + 0} 00 w3 £"/(%) #6367 030% £7(2) 4+ o« g
‘ (a)

T8 3BT 07085 02,0 ) 240, 8,00-,0,410)

Posto 6;6‘6;64""6r‘k6r = « . . (3)
6, =mn,, 020, =n,, 68,0 =nms, 04636030, = my ,evoo-

' . - 4)
O 000 O a by m s, 0187003700, 6, = 1

la (1) si riduce a ‘ S

f(x 4+ 0) = f(x)~+ o (%) + 5, 0* £(x) + 17,03 £"(%) - n3 W7 (x) 4=« -+

esee e ..ﬁn'__,(n'f")(x)-I-n,.o)'*‘fo*l)(x-i—a,-e,.q., (l))

nella quale,la x e tutte le & ritenute costa;nti,b e (iuindi
costante ¢« , lasols 0,., sard variabile con' o. Le for-
mole (a), (5) sussistono per tutti i valori di @ da w=o0
ad o = al valore pel quale la funzione f(x + ) cessa
di essere finita e continna.

Per determinare i coefficienti costanti della (5) pongasi
r=2a. La (5) diventa i

f(x+ ) = f(x) + of'(x) + 12, 0*£"(%) 41203 (2 + x4 03 0) ‘(6)

ove la sola ultima 63 sard variabile con- w. Derivando
due volte per » la (6) si ridurrd della forma

f'(x + ) = an,f"(x) +aP,

intendendo racchiusi nella P tutti i termini nati dalla deri-
vazione. Fatto © = 0 sl avrd n, == L, :

2
Posto nella (5) r == 3 i ha
‘ -f(x.-kw) = f(.i)-o-m £/(x) +n, w’f"(x) -o-n, W3 () +n3 w* f"(x-q-ota 6,w)

la cui derivata 3.' sard della forma
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f'Y(x =+ 0) = 3.3n.f"(x) 0 Q.

. . . I
FattoVi o = 0 sl avra n, = 35

Posto nella " (8) r=4, la denvata 4. sard della forma
f"'(x-a-w) = 2. 3 4n3f”(x)-l-mR

I
2.3.4

Cosi progredendo si raccoglie che il valore ch una »n, ge-
nerica sard date da

.

che per 0w =o0 dard n3 =

o =

2.3. 4 (r-n- 1) . @

~ 1 rapporto fra le due mlnme delle equazioni (4) dard

6, e,a..... ,_,e, S =a (8

ove posto r—1 ;perl r s ha
0085000 byoy = B,
11 rapporto fra queste;ultime dné'_dar& :
g o e
| N '
ed in forza del valore della generica #, dato dalla (7) si avrd
0 = = (10) e quindi dilla (8), a,-_;-_;-_-.I_— (r1)-

T=1 X

Pei diversi valori di 7 la (10) dara

9

a2 3
s b= S 9 B3 = 9geen.

3

'6.1 =

D=

e la formola (5), avato rignardo alle (7), (11), diverra
App. Eff. 1847. 15
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= f( o f - w? £ ol
flz o) = .(x)-i-w (=) + 1.2 @ +1323

f”’(x) oo 0

ree 1

f")(x) _'_ f(r-l-x)(x . er_h_)

1 .o

1.2, 3....r Be(r+1)

ove la 6,4, avrd un valore compreso fra o ed 1.
Si vede da questa (12) come al crescere di r Ia

(7] .
.f‘""”(x-o— 0r s r-——;) converge verso il valore £+ "2 ,
-+

e come il valore di f(x+w) & compreso .fra i due li-
miti che nascono per 0,4; = 0, bu: = 1.

Se si suppone x = o0 e sipone x per © sihala
formola di Maclaurin completata col resto della serie.

60. Dai metodi. d’approssimazione idiscussi nei “precedenti
paragrafi risulta non essere punto necessario che i successivi
valori ottenati, sia per frazioni continue ‘0" per-serie, sia per
funzioni involute o per tangenti inclinate, debbano essere
quelli risultanti dal calcolo preciso delle funzioni che s’ im-
piegano, ma che basta nelle successive sostituzioni impiegare
tali valori che siano compresx fra i limiti della precedente ap-
prossimazione. Questa riflessione stabilisce una reciproca di-
pendenza tra il valore fornito dalla serie di Lagrange e quello
che si ottiene, tanto dal metodo della funzione involuta, quanto
da quello dell’approssimazione lineare. La serie in discorso deri-
va come caso particolare da uno o dall’altro de’due accennati
metodi, quando ai valori forniti da questi processi si sostituisca-
mno valori: ad essi approssimati risultanti dal trascurare termini
aventi dimensioni di ordine superiore a quelli che si ritengono.
Sia infatti proposta I'equazione -z = y+@¢(z) (1) di
cui cercasi z espressa per y. Fatto z—y = x si
tratterd di ‘trovare la x espressa per y coll’equazione
x—@(y-+x) =0 (3). Supposto che frailimiti x==x,= o0,
x =X, . siavi compresa una radice corrispondente all’ascissa

(12)
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d’un nodo ascendente e siano avverate- le condizioni. della
convergenza, in tal caso il valore della x sard dato
dalla funzione involuta che nasce dalla relazione ricorrente
% = @(y +~ %_,) fornita dalla (1) del § 47. Pongasi
$(y) =0 esia 6 una quantitd piccola di 1.° ordine e tale
che le sue derivate, che indicheremo con 6,, 6,, 0;3....6,
siano quantith finite. Ritenuto che 6 sia il 1.°. valore
approssimato di x, dopo quellodi x, = o0, se nel
2%, 3.°, 4°....r°. valore approssimato di: x fornito
dalla funzione involuta si trascurano i termini rispettivamente
al di 1a della 1.*, 2., 3.....(r — 1)* dimensione, o, cid
che torna lo stesso, se, considerate le 6, 6,, 6., 65 veedl,
come quantitd di 1.° ordine, si trascurano nel 1.% 2.%, 3.°...7°
valore approssimato rispettivamente i termini al di i della
1*, ar, 3*....7 dimensione, si avra dalla cifata rela-
zione ricorrente

Xo=0, 2=0, 2= <p(y+x,)‘=; 9*661

X3 = ¢(y*x3) = B*G,x,-f-‘:-:e,'w: — e*ep”‘.éez-'-;iezea

, T S
x5 = Ply+x3) = 6..._691-0-66:-.-.}626,...99?* 5 6?6,6?4-_;;1,_3. 0365
x5 = ¢(y-|-x4) = 9-0-66.-0-66:4-6634-%6’6;9‘,:..'39:,;.%'6’6193

98,0, L 670,06°6,0, 4 > 6620,4 £ 6307
2.3. 3 EPRE Py :

" 2_'5 eses;g 030,054 —— 630,05 4 —

S r4"
203 2'3-46-6?.

'x6=¢v.o¢'0000‘00
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ed avuato riguardo alle espressioni

6"\ 6* \" s I,

6\ s 3 " R
_(3.3.4 = 00+ 00,0, + o 000,

(a)

4 209 342 3 __—
-.m :-_-'.68 -0-3009.-0- 66-0- 9693+ 46’93

00000

8l otterrd

xX; = 6 ’ Xy = 6 -+ (9:)'
) o a
—o(LY (LY
w=0+(3)~(5
. . e‘ ! 63 \" . g4 m
=0+ (3) ~(5) + 57

x‘=

e e 8000 00

N 7 6% \" " ”
”_&*() (;'3) (234) (2345

Continuando collo stesso processo e riponendo @¢(y) per 6

¢ Zo—Yy, Z—y, . 23—y, Z3—v,

in lnogo delle nspetuve Xoy, Xi,
sl otterrh

oo o0

Zo=1y, Z=Ya0y), z =y*¢(y)7"(£(y5z)" I
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e cosi di seguito sino a che si avrd la serie- di Lagrange

e =y ) *(qa(y)) (%’)’ . f_‘?:) o

la quale sussiste quando si faccia y = o, e rappresenta in
ambi i casi lo sviluppo della funzione involuta (3) o (3)
data al § 52, ove pongasi per x, la z—y e per % Ila
y+2%,, spinto lo sviluppo sino ai termini di quella dimen-
sione che si desidera. 4 -
Giova avvertire che si giungerebbe allo stesso risultato quan-
do in vece di supporre x, = o  per 1.° valore di «x,
da cui risuta 2z, =y per 1.° valore di z, si suppo-
nessc in vece X, = p—Yy € 2, =p, essendo p una
radice qualunque di ¢(z) = o. In questa ipotesi il risul-
tato essendo indipendente da p, per le successive quantitd

Xy, Xz, X3eeoeXr € PET Zy, Za, Z3ec..z risul-
terebbero gli stessi valori che prima si ottennero per le
Xo, X, XaeeseX eperle z z ceez, solo

che il 1.° valore 2z, =p ed x = p--y potrebbe es-
-sere il limite superiore alla radice in questione.
Se si vuole esprimere una funzione qualunque f(z) della
radice dell’equazione z = y -+~@(z), dal 1.* valore appros-
simato z; = y--0 ottenuto sopra ¢ ritennta Ia 1" dimen-
sione si avrad parimente

f(z) = f(y +0) = PR

Dalla 2z, = y~-0-+60, ritenuta la 2." dimensione si ofterrd
£(2.) = £(y) + f'(y)6 =+ £(y)08, + L £"(y)6* ,
ossia ' '

flz2) = f(y) + Fi(3) 6 + o’f'(y))

Dilla 23 =y +0-+00,+00;+56%,, ritenuta la 30
dimensione si otterri ‘
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f(z3) =i y-o-o-o-ee.*oﬂ:* ; 6’6,) = f(y)+f'(y)0;o-f’(y) 00,

...f'(y)ﬂﬂ'-o- £1(y) 0" 0, 4 — f"(y)ge'ue'e }+ — "0

 tiperigpes (L) (BT

e cosi progredendo e riponendo @(y) per 6 si otterrd

Iespressione piii generale '
e s (FI0OYY . (FOYGPY' 01

(0 = 1)+f e )+ (220 ) o (R0 ) « ()« @

In quellé guisa poi che, data’la z ="y -+ ¢(z), si trova
una funzione qualunque f(z) data per y ' col mezzo della

f(z) = f(y-'-(P(z)) ossia- colla "~ ° B
£(:) = f(y + ¢y + 9) ®)
che é la precedente, ove pongasx Yy -+ <p(z) in luogo d1 z,

cosi se fosse data la

z = f(y-'-<r>(z)) - ©)-
e si cercasse una funzione f(z) espressa per y, si avreb-
be f(z)=f f(y-o- ¢>(z)) ossia

=iy~ ofb~t)} o

che risulta dalla precedente col porre nel 2.° membro in luogo

di z I’espressione f(y-o-qb(z)) ‘data dalla (6). Se si pa-

ragona la (7) colla (5) si vede che la f nel 2. mem-

bro della (7) & cambiatain ff ela ¢.in “¢f Se si

cambia pertanto nel 2.° membro della (4) la f in ff e

la. ¢ in @f si avrd, per esprimere una funzione qualun-
que f(2) della radice dell’equazione (6), Ila formola

f(z) = ff(y»(ff(y)) cpf(y)*—{(ff(y)) of@) }+ g(ff(y)) ¢fy) §+ecc. ®)
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Se nella proposta (6) Vi fosse . e@(z) -in loogo di -¢(z)
éssendo ¢ - una ‘piccola quantitd, il 2.° membro della (8)
in cui si cambiasse ¢ in ¢ - darebbe una serie ordmata
per le- potenze crescenti di &..
Se il 1.° membro della (2) pel limite mfenore = %o=0
risultasse positivo, e percio negativo il :valore di - ¢(y) =0,
la radice espressa per funzione involuta corrispondendo ad un
nodo discendente dovrebbe in tal caso desumersi dalla rela-
zione ricorrente (2) del § 47. Ritenuti nel . 1.°, 2.°, 3°....
valore approssimato i termini rispettivamente di 1.%, a2.%, 3.%..
dimensione,, come si € fatto pel caso di ¢(y) positiva, la
citata relazione (a) dara ' :

= —0, = —se-.-(e;)’

. e\ 3\ '
x3 =-I-79-0-5(e;) —(%3 — 46%6, ,

(XYY X XY

e cosi di seguito. Se nei valori ottenuti si ripongono per
Xy, %2, %3,... le corrispondenti z,-y, zia-y, z3-y,....
si ottiene :

6%\
z, =y—0, z,=y—364-(;—)
ay/ NN
2 = y—7e--5(9;) -.(29—3) — 46°0,

Comunque si progredisca non si otterrd da questo processo
la serie (3) come nel caso di ¢(y) positiva. Ma se si
considera il valore zero di x come il limite superiore di
una radice che nella proposta esista fra x = —x, ed
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%= X, = o, ..allora impiegando 1a stessa relazione ricor-
rente %, = Py~ %) 8i otterrd la seric (3). la quale,
nel oase di convergenka, fornird il ‘valore -della radice aega-
tiva compresa fra detti limiti, qualora per esei- himiti la senie
degl’indici adempia la condiziene di essere == -<~-+ OPOL. -
. Se Ia stessa equagione (2) si tratta col metodo dell’a appoos-
simazione lineare, adottarido parimente di trasourare ad ogpi
qlplouimzione i termini contementi dimensiomi Al i 1 della
1", 4, 3, ..., ocomenel caso dello .svilappo della {unzione
involuta, si ottiens | panmeme pex valore della radice Ja.stessa
serie (3). - )
L’omissione dei termini al di 1a di nea certa dmmmme chc
si.fa ad ogni approssimazione rende un tal metodo affatto iden~
tico con quello fornito dalla gid trattata relazione ricorrente
% = @(y,+x,_,). Infatti i diversi valori risultanti dalla relazio-
ne ricorrente (1) del § 56 peivalori di . r=o0, 1, 2, 3,...
per essere %, = 0 e @(y) = A saranno dati da

_ 00 2, Py +2.) 0-6-08,

—@(y) Xa=2x,— —Tf—= 6—-———*- = 0400, = :64.

3 2 A3
X3 = X5 — Taz Py ) (P(y-i-x,)_o 66, + —66 +3 6.0 64-(6) LAY

1- @y +xs) 1-¢(y+x 2.3

e cosi dicasi di seguito. Si vede manifestamente che devono
successivamente risultare gli stessi valori forniti dalle formole
(@), in quanto il divisore 1 —@'(y +x) non entra ad al-
terare i termini dati dal nameratore spinto ad ogni appros-
simazione &ino ai termini contenenti quelle dimensioni che si
¢ convenuto di ritenere. E percid che il risultato dato dallo
sviluppo della relazione ricorrente

% — Py +x,_,)
11—y —+2x_)

Xr = Xrea1 ™
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‘a cui si riduce la (1) del § 56, e che appartiene all’ap-
_ prossimazione lineare, si riduce in sostanza a quello della re-
lagione ricorrente x; = ¢(y +~%_,),  in quanto pué om-
mettersi .il denominatore pel quale una relazione dxﬂ'ensce
dall’altra. .

‘ Se dalle equazioni (1), () si deduce la serie (3), il va-
lore che essa fornisce, nell’ ipotesi che sia convergente almeno
dopo un certo numero = r di termini, sari un valore ap-
prossimato di quella fra le radici della (1) che é piu pros-
sima, od al valore di ¢ odaquellodi y odi y+¢)y),
ovverodi y- <p(y-|- (p(y)) od in generale pit prossima
al valore della fanzione involuta {y-o- ¢@)§. In fari
siano %, , X, due limiti entro cui é compresa una radice
della: proposta, e pei quali siano avverate l¢ condizioni della
convergenza voluta dall’ impiego della relazione (1) del § 47
da cui deriva la funzione involuta (3) del § 5a. Si rappre-
gsenti con & DPuno o l'altro dei due limiti =x,, X, e
8ian0 X;, Xa, X3....% 1 successivi valori forniti dalla
relazione ricorrente (1) o dalla (I) del § 47. Sia & an
numero compreso fra o ed 1; si avra

x, = Ply+E) = B+ EQ(y+el) =048 Y.,
2 = Ply+x,) = Py +0+£Y,) = Q(y+0)+£ ¥, @'y +0+¢c& Y)

= 0y+B+ET, o
2 = Oy +2) = Oy +0(y+0)) + EVaf(y + Qy +B) #e£ Va)
= ¢>(y-o-(p(y-o-6))-0-£ Ys
Xy = ¢(y+xs) = ¢1y+¢(y+¢(v+e))t+£ Ys ¢'§y*¢(y*¢(y+6))+e£ Ys!
= 6]y +¢(y+oy+0)} +£ 7,
IS ¢3y+0ly+(y+oty+0)} +£ 7.

App. Eff. 1844. 16
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ovele Y, Y., Y3....Y, rappresentano i termini in
cui sono compenetrati i coefficienti della £. Se si sviluppa
la funzione involuta che. rappresenta la 1.":parte del ‘valore
di x indipendente dal limite impiegato £ e si ritengono
i termini sino alla "™ dimensione, come si ¢ fatto indietro,
un tale sviluppo indipendente da £ & rappresentato dalla
serie (3) supposta:convergente -almeno. dopo-un certo nu-
mero di termini. La stessa serie dara dunque la.radice della
(2) compresa frai limiti x =§ =0, x =1, essendo
7 . un altro limite superiore od inferiore a zero, se per :questi
limiti saranno adempite le condizioni della convergenza della
funzione involuta, ossia fornira la radice della (1) compresa
fra z=1y, z=y-1 che é quella piu prossima al va-
lore della quantita y. Ma il valore di x,. .si riduce-alla
sola 1." parte, ossia al valore della serie (3), .non solo per
£ = o0, ma per ciascuno dei valori

Emp—y, E=04) =0, £=qy-+b),
E=0(y+oy+0), £=0ly+o(x+oy+0)},....

In fatti pel valore & =p—y siha =x =o, quindi
% =0 che é la 1.* parte del valor precedente di xa. -
Quindi x3 = ¢(y +0) che é la 1." parte del valor prece-
dente di x., e cosi di seguito. Parimente pel valore & =10
siha x, = ¢(y+0) che ¢ la 1.* parte del valor prece-
dente di x,. Quindi x, = <p(y...<p(y+e)) che ¢ Ia 1.*
parte del precedente valore di x3, e cosi dicasi di seguito.

Cosi per & = Q(y-+0) si ha
#o=0y+0y+0), = =0ly+s(y=ty+h)},...

che sono le 1.° parti dei valori precedenti di x5, x4,....
Lo stesso vale per gli altri valori di £. Ne risulta quindi
che la serie (3), se non fornird la radice compresa fra
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x=%=o0, x=1 perché non sono soddisfatti i criterj
della convergenza della funzione involuta da cui essa dipende;
potra fornire la radice compresa fra x=§=060, x=1,,
essendo I, Ialtro limite superiore od inferiore alla: radice,
se gli anzidetti criterj sono per’ questi limiti. adempiti. Se non
lo sono, la stessa - (3) potrd fornire la radice ‘compresa fra
x = Q(y-+0), x =1L, se per questi limiti i criterj sono
soddisfatti ; e cosi dicasi -successivameute. Giunti a due:limiti

2 =E=0fy~olr+op+ )}, =1

pei quali sono soddisfatti i criterj, la serie " (3) dard la ra-
dice pitt prossima al valore di & e da questo valore in
avanti fornird sempre -la stessa radice. Passando dai valori
delle diverse - x rispetto alla (2) ‘ai corrispondenti valori
di z si deduce I'enunciata proposizione rispetto alla pro-
posta equazione - (1).

Quantunque tali deduzioni abbiano luogo in generale, giova -
perd avvertire che, quand’anche per due dei surriferiti limiti
non fossero avverate le condizioni della convergenza della
funzione involata, potrebbe la serie (3) fornire il valore della
radice fra questi limiti compresa, quando accadesse che in for-
za dei termini che si trascurano nello sviluppo della funzione
involata per ridurla alla forma della serie (3) si ottenes-
sero valori convergenti verso la radice dalla quale diverge-
vano i valori forniti dall’esatta funzione ‘involata. Ma piu
sovente accadrd che essendo avverate le condizioni della con-
vergenza della funzione involata, dalla quale si otterrebbero
valori convergenti verso la radice, i valori forniti dallo svi-
luppo di essa colla soppressione dei termini di dimensioni su-
periori divengano divergenti, e percid divergente la serie
“(3) che ne risulta. Cié si verifica in fatti nell’ equazione
x—ecosx =0, quando il valore di e sorpassa il numero
0,662743 .... La funzione involuta fornira valori convergenti
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verso la radice in-quanto- pei diversi valori di e> 0,66....
si troveranno due limiti pei quali sono avverate le condiziom
richieste per I'impiego della funzione involuta, mentre la serie
(3) sard divergente, dietro quanto si ¢ avvertito nell’ esempio
dato in fine del § 29 della citata Memoria. sulle  equazioni
trascendenti. Dalle cose dette si vede quanta cautela richiegga
T'uso della serie (3) nella ricerca di una radice dell’equazio-
ne (1), e quanto opportuno sia il metodo di determinare
anticipatamente i limiti entro cui giacciono le radici, onde
conoscere, se il valore fornito dalla serie (3) corrisponda a
quella radice che ci interessa di ottenere. Qualora si ritenga
invariata la forma della proposta (1), la serie (3) fornisce
il valore di una sola delle sue radici, e quantunque con op-
portuno cambiamento di forma si possano ottenere, almeno
quando la. ¢ sia una fanzione algebrica, diverse radici
della proposta, forse sard pid comodo servirsi del seguente
processo applicabile ad un’equazione qualunque, col quale si
ottengono prima le radici positive ordinate per le loro cre-
scenti grandezze, indi le negative collo scambiare . nella pro-
postala z in —z In fatti siano p, q, r, S....
le radici - positive della proposta (1) ordinate come si-¢ detto

e siano:
(”l' Nl)a '(nay Ns), (n;, N3)....

i limiti entro cui sono nspemvamente comprese e pei qnah
sia avverata la condizione che la serie degl’ indici finisca con

-oo1. Sela n, sard i! limite di un nodo ascendente,
le radici p, ¢, r, s.... saranno date, nel caso di con-
vergenza, dalle serie derivate dalla (3) col sostmnre per y
i binomj

'y*n,,' y Nav )’*ns, y—N,..

e coll’aggiungere alla ¢ rispettivamente gl’incrementi della
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y. Sela n, sard il limite di un nodo discendente, le radici
stesse saranno date in vece.dalle serie rlsnlmm dalla. . (3)
coll’anmentare la y e la ¢ delle quantita

_N|, *na, —Ns’ -l-n4,..-‘.

Cio- nsulta manifesto dal nﬂettere che nel 1.° caso, supposto
! uno dei limiti »n,, ny, Bs,.... . dx un nodo ascen-
dente, se nella (1) si pone z= l-o-& essa si trasforma nella

L=y el D =l =y~ WY

la quale trattata colla serie (3) dard per { e quindi per -
z il valore del nodo ascendente corrispondente al limite L
Supposto in vece che I. rappresenti uno dei limiti = — IV,
—N,, —Ng,.... la stessa serie (3) dard per & .e
quindi per z il valore del corrispondente nodo.discendente.
Lo stesso potra ripetersi rispetto ai limiti 7., 'nm,, 76,0
ed ai limiti —N,, —N;, —Ns,.... quando abbia
Inogo il 2.° caso.

61. Ripigliando la questione pxﬁ generale del § 46 si assoggettn

I’equazione proposta ad una rappresentazione geometrica simile
a quella che si & impiegata nel § 55 pel caso pitt semplice. La
costruzione delle due curve, dalla cui intersezione si desume il
valore della corrispondente ascissa, mostra che non ¢ punto
necessario’ ricorrere alla forma di fanzione in cni una x si
presenti lineare, ma che si pud ottenere il valore della radice
trattando I’ immediata funzione. Cosi se la funzione . f(x) fosse
della forma = ¥(x) —Y(x), si dovranno considerare le due
carve x(x) =y, Y(x) =7y. Col primo valore appros-
simato x, . si cercherd I’ordinata x(x;) che chiameremo
¥:+ Coll’ equazione Y(x) —y, = o .si cercherd un valore
di x compreso fra i limiti =x,, X, pel quale sia pros-
simamente soddisfatta, ¢ che indicheremo con x,. Chiamata
y. Pordinata x(x.) si cercherd coll’equazione Y(x)—y.= @
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un valore x; " che prossimamente la soddisfi. Si calcolera
ancora I'ordinata y(x3), che chiameremo y3, colla quale
stabilita I'equazione. (x) —ys = o. si troverd un valore
approssimato x,, e cosi dicasi di segunito. Ma in tal caso il
criterio della convergenza o divergenza degli ottenuti valori
%y, %X, X%3,.... NOn potrd, come nei casi contemplati in-
dietro, conoscersi in anticipazione dai valori che assume la
derivata f'(x) pei due limiti x,, X;. La serie degli
anzidetti valori convergerad verso il valore della radice, quando
una qualunque x, non sarid mai costantemente o minore o
maggiore di due precedenti valori- x,_,, %, _a. . Quando
tale accidente- si verifichi 1 valori successivi vanno continua-
mente divergendo dal valore che si cerca, cié che:verra dalla
costruzione indicato, ed in tal caso converri cambiar la forma
alla  proposta funzione, seguendo i riflessi dati pel caso della
x — P(x) = o. .

Se accade ‘che la f(x) = 0. non sia trasformabile in altra
equazione finita compresa in alcuna delle accennate forme, e
non vogliasi seguire il processo generale con cui la f(x) = o
si riduce alla x— @(x) = o, si potrd, come si é avvertito
nel citato paragrafo, impiegare le serie ricorrenti implicite
di cui il caso or ora trattato ne offre di gia un esempio.
Scelto arbitrariamente nella f(x) = o . un certo numero di
X 1in essa comprese e contrassegnate con x', si scriva la
proposta con Y(x, x') = 0; si -sostituisca ad . x'. un va-
lore approssimato x, ; - si determini colla Y(x, x,) =0
un valore esatto od approssimato di x che chiameremo : x..
Sostituito ad x' il valore ottenuto x, .si cercherd per x
nella Y(x, %) = 0 un valore esatto .od approssimato
di. x - che chiameremo - x;, e cosi dicasi successivamente.
Risulta da cid che un gualunque valore. x, dipendera dal
valore =x,_. precedentemente determinato e verra dato
dalla. relazione ricorrente . Y(%, , ¥,_,) = o. Quantunqre la
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costruzione delle due curve, che nel precedente caso ‘rende
manifesta la continua approssimazione al valore che si cerca,
non sia in. questa forma di funzione implicita effettuabile, pure
siccome il precedente caso dell’equazione x(x) —Y(x') = o
pud essere considerato come un caso particolare di quello in
cui le due funzioni sono miste ed inseparabili, ne deriva pari-
mente la legittimitd della continua approssimazione anche in
questo, purché si verifichi la condizione per la convergenza
dei valori x,, x,, %3....%  desunta dallo stesso cri-
terio dato pel caso in cui le due funzioni di =x e di x°
erano: separate.

Qualora nella Y(x, x') = o la funzione che affetta la
x sia algebrica giovera spesso il seguente processo che non
¢ che una forma particolare del precedente. Sostituito per. z*
il valore approssimato . x,, si ponga per «x il valore

1 . . . I Ca s
x; ==—-+ Determinato colla \lz(x,-o--—', vx,) = o0 il va-
xz : 79
. - 1 .
lore approssimato x, e posto x; =2z 8l porra nella
2
Y(x, x') = o0 inloogo di x , x rispettivamente z,,

1 . 1 .
z,-o-;-- Determinato colla t[z(z. -u--x— R z,) = o il valore
3 ' 3 .

. . I . y s
approssimato di- x3 e posto 2z, -+ — = z,, si cercher il
. . ' I
. valore approssimato di x, colla »\!/(z, - 7)) =0,
e cosi progredendo si otterranno i valori d’'una qualunque x,
dalla relazione ricorrente implicita \l/(z,_l - z,_..-x) =o0.
r

I valori approssimati alla radice che si cerca saranno dati dalle

I I I - .
x‘_'_-—, zx.,'..__, za-.-—, e o o
%, 3 LA

e siccome ¢

1 - 1 1
Zy = Xy — Zy = Z,— 9 23 == Zy— 9 s
X3 x3 X4
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cosi ;li anridetti valori saranno dati dalle

1 1

I 3 I I
Xyt — 9 Xy o — 9 xl-lb—-h oo g e 0 0
Ax’ Xa X3 X2 . X3 . xé

11 precedente caso pud anche trattarsi collo stesso metodo che
si pratica per le equazioni algebriche e che conduce ad espri-
mere la radice per funzione involuta. Ordinata la (2, x")=o
a seconda degli esponenu decrescenti dx x essa si ridurra
alla forma

(%) x"-o-q),._,(x)x""-o-q),_,(x) 2o () X+ Po(x) = O
ove le Ons  Pre:s <Pn..,s coo G ‘

sono fanzioni trascendenti di x che verrd ora controdistinta
con x'. Supposto che la radice sia compresa fra. x, -ed
X, echesia X,—x,<1 -siporrda x, in lnogo di =z’
ed xo-o-)—t- in loogo di x.  Ordinata I equazione per le
0. .
potenze di y, si cercherd il numero intero che prossima-
mente la soddisfi; sia esso = x,." Si porra in luogo di =,

sotto le ¢ Ia x"*% edinloogodi y, Ila x,—o-—l~o

Y1
Ordinata I'equazione per vy, si cerchera il numero intero
x, che prossimamente la soddisfi. Posto sotto alle ¢ in
Inogo di x, il valore «, -!-;:— e per y, il valore
%s + —, si ordinera I'equazione per Y., e cosi si procedera

collo stesso andaménto. Il valore della radice sari dato da

o1 : Xyefel s Xawl ¢ X3kl ¢ Xyl 2 X5k 1 2 coce
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