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AVVERTIMENTO.

Il calcolo da me istituito sull’ Eclisse parziale di Sole che
avra luogo nel 25 aprile 1846 venne verificato dal sig. Dottore
Amedeo "Albertazzi, gia allievo libero in quest’ Osservatorio ,
che si ‘occupa con impegno e vantaggio negli studj astro-
nomici.

ErFmuenmor pRr 1845.

- Erron. | ‘ Correzioni.
Pag. IV lin. 5 App- alleEff. del 1844 App- alleEfi. del 1845,

» 7 » 5col’ Ultimo quarto "~ Primo quarto
> 7 » 7 » Primo quarto  Ultimo quarto
» 9 » 8 » o"\71 -+ 0"71

» 19 » 7 » Primo quarto Ultimo quarto

2
2
4
»19 » 5 » a Ultimo quarto  Primo quarto
2
» 71 »ultima» 8 ar* 56' at* 46

ArPENDICE ALLE EFFEMERIDI DEL 1845.

Pag. 114 lin. 10 cercare il pid piccolo cercare fra i valori
valore di y che la di y che la soddi-
soddisfi. sfano quello cui cor-

risponde per x la
radice dotata del mo-
dulo pia piccolo.



v

Arrenpioe AR Errsuzrmor pr 1846.

Errori. Correzion,
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» 139 » 10 Sy+d,epB0""") +«Sr+3«pB0")
» 149 » 28  ma il segno che inoltreil segno che

» 150 » 20 = -+Dn = == D(n)
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SPIEGAZIONE DEI SIMBOLI E DELLE ABBREVIATURE.

! e———— G A——

Secxr DEL ZODIACO. -
Y Ariete.
< Toro.
O Gemelli.
% Cancro.

1My Scorpione.
» Sagittario.
A& Capricorno.

==X Aquario.
X Pesci.
® Sole.
€ indica Giorni.
h Ore.
i Segni.
L Gradi.
' Minuti.
H Secondi.
4 Congiunzione.
S Opposizione.
F 1) Nodo ascendente.
¢

Nodo discendente.

PIANETI,

Mercurio. .
Venere.
Terra.
Marte.
Cerere.
Pallade.
Giunone.
Vesta.

% & o € O, OF +O

YR
P e
£
(=]

K Urano.

Y Luna.

M indica Mattina.

8 Sera.
A Australe.
B Boreale.

diff. Differenza.

dist. min. Distanza minima,
imm, Immersione.

em, Emersione.

AR. Ascensione retta.
Lat. Latitudine.
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Settuagesima . . . .. ... 0.0 B -
Giorno delle Ceneri....... PP 1.
Pasqua di Risurrezione . . . . o . v e v oo e v v v s o 12
Litanie alla Romana ........ ceeseas 318 19 20
Ascensione del Signore. . .. .. ... . 000 0.3
Litanie all’Ambrosiana . ............. 35 26 27
Pentecoste .. .......cco000eetenonnnernn .31
Santissima Trinith. . . ¢ ¢ o s v e vssenesecnneee 7
Corpus Domini .. ¢..oovevennnn cetee s 1t
Avvento al’Ambrosiana. . . . . ... .00 i .. 15
Avvento alla Romana . . . v .. et vne e s e e, 39

Numero @’Oro . . .« .ot i v v v e e eoroesoeoanees
CicloSollre....... ........ P R R
Epatta.-’..-..........................--.

Indizione Romama . ... ... 0.cvevveeocenoncnns
htter.nomenic.le L R Y LA R I R RN RN T S I I R

QUATTRO TEMPORA.

— O @—

DiPrimavera ............000.0.0... § 6 9
D’Estate .. .. ..oivevevocenenssos 3 5 6
DAutumno. . . ....vv00vvvennee... 16 18 19
Dlnverno .. ....cv0vvvevvneee...16 18 19

i

Febbrajo.
Febbrajo.
Aprile.
Maggio.
Maggio.
Maggio.
Maggio.
Giugno.
Giugno.
Novembre.
Novembre.

Marzo.
Giugne,
Settembre.
Dicembre.



ECLISSI DELL’ ANNO 1846 IN TEMPO MEDIO.

25 Aprilee  Eclisse parziale di Sole visibile a Milano.
Principio dell’ Eclisse 6" 10’ 3a’’.
La fine dell’Eclisse avra luogo dopo il tramonto del Sole.
Massima oscurazione a 6" 55/ 55/ :
Distanza minima dai centri 19’ 53/,
Quantitd dell’ Eclisse digiti 4 min. 27.
11 primo appulso avra luogo a 186° di distanza dal diame-

tro verticale del Sole.

19 Ottobre. Eclisse di Sole invisibile a Milano.
Congiunzione vera della Luna col' Sole' a 20® 20.

Obbliquita | Nutazione || .. " Obbliquitd | Nutazione
de’ punti de’ punti

equinoziali apparente equinoziali

apparente

dell’eclittica. | in longit. || . dell’ eclittica. | in longit.

"
10,3

° []

1 2",5 23 27, 25:6
12,5 ng,g
13, a5,

1 ?9; . 25,8
12,6 26,1
13,3 ' ’ "26,1
11,9 26,2
11,4 . 26,2
10,9 26,1
10,9 26,1
25,8
25,6
25,3

8

o ! !
23 2y 26:7
26,7

26,9
. 2759 .
27,3

27,2
37,4

27,

27,
27,2
27,0
3%9 .

26.

26,3
zg:o

2
. 353
. 25,6
25,5
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1x
Occultazioni dei pianeti e delle principali stelle dietro la Luna
per Lanno 1846 a Milano.

* Luna all’orizzonte. *¥ Luna sotto all’orizzonte.






Gennaso 1846. 1

. g ECLISSI
- Fast pziua Lowa S DE’SATELL. DI GiOVE
" in tempo medio. I} Tempo medio.
Primo quarto _ { SATELLITE.
Luna piena. .. .. al o 54' 45“em.
Ultimo quarto g 'g 53 4o ﬁ
Luna nuova , . . 7 ‘8 : ﬁ
9] 2% 45
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELL :g :“5’ a 2;
in tempo medio. 15 | o 57 44 |
qREL:
17 | 22
2 181}(5.'.---.....-!653 lg '72468
316383 58..........2333 ~=§ 1‘;526
4 7(5}(6.‘..--..... 5‘0 .:5 Og:‘;
- T AU o A 6 50 ng 19 20 51
T ETRN- A TR X P T
1nm[68kobr...... .. «.23 22 IL SaTELLITE.
13165« K580, .......1754 ‘25 20 2 10 em.
. 20
2 [f5A A58, ..., 6 38 9 2258g
22| 8 S MMy prec. 2 .. ... .11 20!l #1511 56 a
22| go' MMy 4. 5% ..... . 13 10 ;(7) !2 gf 5(7’
32 | 14y 40 ... .. ... 13 49 24| 349 24
23 | 4§ Ofiuco 5., . .. ... 18 45 | *;z 'gz 45
23 | 40 p Ofiuco 4. 5° .....17 4§ | IIL SaTELLIT.
24 |13 2 3.4 ....... 13 8 I * 2 lg :;’:4 56 imm.
a 2 | 15 36 52 em.
B143d»53 ......... 13 12 9 | 17 36 31 imm.
25 | 44> 50 ... ... 14 58 g 19 gg 32 em.

a = 1 21 J4 1mm.
6| 9B 53 4% ... .... 15 49 16 | 23 4? 51 om.
|3 p==2b52 ........ 9 8 22 ; .22 6 imm.
3o 1I8AXS5 ....... S NV | N ;‘ 5 44 2' :::m

| 5 656‘}{5.‘..........752‘»31 7464?em..
Nell'anno 6 nou
3rlgre4r. ..., ... 1395 i amno ::l?“i‘:’d

quarto satellite.

“
Effem. 1846. S




Gennayo 1846.

wi

o o . ]
gl& & . S8
-8l g 8| Temro TeMPoO Temro | @5 |B 0
= |3 g medio sidereo sidereo | T > |23
S8 |5% a. S m a T g e
a | o2 |5 ® ]| mezzodi mezzodi mezzodi | £ g Eg
g8 = | vero. | vero. medio. 8 E'”
218 ] a =
O ® ~ &
LI} LI} by L] LN
1| 1 [Giov.| o 3 49,68]18 46 45,62|18 {2 Sg,.’n 73 | 4 2
2| a|Ven. | 0 4 17,09/18 51 10,56/18 46 5!,8g 738 |4 22
3| 3|sab. | o 4 45,94[18 55 35,15/18 50 48,43| 7 38 | 4 22
4| 4 [pom. osn3.27:85955918544,gg 737|423
51 5 . | 0 5 40,56|19 4 23,04[18 58 §1,55] 7 37 | 4 23
6| 6 Mart.] o 8 ~,18]ig 8 46,a9|19 3 38t1| ;.38 | 4 24
g c.| o 6353319 13 g,og 19 6 34,671 7 35 | 4 a5
g Giov.[ o 6 58,93|tg 17 31,31|19 10'31,23| 7 34 | § 26
9| 9 [Ven. ] o 2 24,02{39 21 53,03|19 14 27,%9 7 34| 4§ 26
10 | 10 {Sab. | 0 2 48,55[19 26 14,17]|19 18 24,34| 7 33 | § 27
tr | 11 [Dom. | 0 8 12,{8]19 50 34,73|19 22 v0,90| 7 3a | 4 28
12 | 12 [Lun. | o 8 35,8ai19 34 54.%3 19 26 145 ; 38 | 4 28
13 | 13 |Mart. | o 8 58,54|19 39 14,03[19 30 14,01f 7 31 | 4 29
14| 14 |Merc.{ o 9 20,63|19 43 33,72(19 34 10,56] 7 30 | § 30
15 | 15 |Giov.| 0 9 42,05{19 47 50,76{19 38 7,13| 7 29 | § 31
16 | 16 [Ven. | 0 10 2,82|19 52 8,14|19 22 3,6; 728 | 4 Sﬂ
1 17 [Sab. | o 10 23,90|19 56 24,84{19 46 0,33| 7 26 | 4 34
1 18 Dom. | o 10 42,26{30 0 40,81]19 49 56,g 7 25| 4 35
19 | 19 |Lun. | o 51 o,94|20 4 56,12]|19 53 53, 2 7 né 4 36
20 | 20 |Mart. | o 11 18,90|20 g 10,66|19 57 49,90] 7 23 | 4 35

21 | a1 |Merc.{ o 11 36,1320 13 24,48[20 1 26,46 722 | 4 38
22 | 22 [Giov.| o 11 52,59|20 17 37,55[20 5 43,01] 7 a1 | 4 39
23| 23 [Ven. | 0 12 8,31{20 a1 49,88|20 g 59,57] 7 20 | 4 4o
24 | 24 [Sab. | o 12 23,25|20 236 1,41|20 13 56,12 7 18 | 4 42
25} 25 [Dom. | o 12 37,4020 30 12,16{20 17 32,68| 7 17 | 4 43
o 12 50,77|20 34 22,11|20 21 29423| 7 16 | 4 44
o 13 3,%% 20 38 31,26|20 35 25,2 ; 15 | 4 25
o 13 15,07|20 42 3g,59(20 29 n,gz 714 |4 46
o 13 25,9920 46 4?0% 20 33 18,90 7 1314 &
o 13 36,07|20 50 53,75]20 37 15,45| 7 12 | 4 45
o 13 4531|120 54 59,58/20 41 13,01 7 11 | § 49

—
e ——




GaNNaso 1846. 3

———————————————————————
§ Loworrupa | Dacuimagtons | VARAZ | paoe |- Loosnrmeo
australe della del Sole| della distan.
3 del Sole del Sole declin. a della Terra:
‘g { ' - a mezzodi ': e; ! mezzodi ad: efzo(!;l :
g .. :
'3 a messodi m‘d'"' ' vero. merid. | ™edio- media.
s o 0t n o r I n n -
9 10 44 4o, 23 11 M+ 0,20 B 2
9 11 45 5:,2 22 56 gzg o:a:l 2,’23 gﬁaggg%
9 12 47 2,3 | 23 50 32,0 0,24 | o 9,9926713
9 13748 12,4 | 22 44 ag,‘ 0,26 | 0,29 |- 9,9926753
9 14 49 22,0 | 22 37 §5,9 0,28 | 0,18 | 9,9926814
9 15 5¢:31,1 | 22 30 67,8 030 | o,0f | 9,9926898
9 16 gl' 59,9. 22 a3 321: 0:52 o:ogh 9:9927007
585385y | aa gy s | o3| M| Lol
9 [o} 0 .
91955 30| ar 58 59:4 o:37 0:48 9,9927486
9 20 56 96| 2r 49 30,0 039 | 057 | 9,9927701
sugos| e gl | ok | ol | Seil
o X 1
g 9 23 59 26:9 ar x,g 30,2 o: 4 o:gg 3,33285x5
925 o031,7 | ar 8 41,8 0,46 | o, 9,0928842
slog il zne | o] 8w
o, o, 7
Bl 938 345 | 20 % 38 | oAl | o5 | Dooesore
19| 929 4 47,5 | 20 21 24,x 033 | 034 | 9,9930406
20| 10 o 5 50,4 | 20 8 36,3 0,34 | o021 | 9.9930857
AREETIEEE =
s X 0,05 ,993181
23 | 10 3 g 56,6 | lg 27 58,5 0:55 0:[6 g’,ggSaS:g
24 | 10 4 9 57,5 13 I.Z) 42,0 0,60 | 0,26 | 9,9932851
25 | 10 510572,6 | 18 59 4.4 0,61 | 0,35 | 0,9933392
e 2R RS | oB | e | ot
5903491
28 | 10 g 12 52:2 18 g.’) g:ﬁ 0:65 o:/u 3,3355095
29 | 10 9 14 4g, 1 10,0 6 3 ,99356:
30 | 10 l(g) 15 g&,y x; 4Z 52:5 3165 3232 8,3356522
31 | 10 11 16 38,8 | 17 24 15,8 0,69 | 0,33 | 9,9936929




4 Genxato 1846.
—

g 3 § 0.8
g g Lonerrupine pELLa Lusa  |LarirupivepiraLuwa ""Ea."é
. o
3 g'ﬂ ————— eI | e et %5 °
5 S 3 a a’ a a mezza ':.DS g‘
5 = | mezzodi | mezzanotte | mezzodi | motte 33
S| ©| medio. media. medio. | media. é Qg

L] o L] . o o h

1 |Giov. |11 o 19 57" it 7 36 8 4 56'443 4 .{2' 's'n 3 27'
2 |Ven. {11 14 4? 41 1in a1 48 ar | 42510 | 4 437|419
3 Sab. |1y 28 44 4| o 53257 | 3402731340 53
g Dom. | 01215 16 | 018 5120 [ 24438 {21348 |55

Lun. {02521 4o | 5 146 44 | t 41 40§ 1 8 41| 646
6 |Mart. | + 8 3111425 g[03516 |0 148|734

Merc. | 1 20 3§ 33 | 1 26 44 45 | o 31 20A] 1 3 46A| B 23
ZGiov.92516 2 855 8| 13511 {2 516|913
g|Ven. | 214 571413205743 1233443 018 |40 I
10 [Sab. | 2 26 56 55 | 3 255 5|3 24 45 | 3 46 50 |,, 50
11 [Dom. | 3 852239 | 3144919 | 4 620|433 6[113
12 |Lun. | 32045 46 | 326 42 o | 43657 | § 47 45 |12 24
13 |[Mart. | 4 238 10| 4 8 34 25 6552§ 45952 |13 9
14 [Merc.| 4 143055 | 4202755 | 5 1 3} 45857 1352
15 |Giov.| 4 26 25 30 | 5 a2 2§ -'a | 4 53 34 | 4 44 57 |14 35
16 [Ven. | 5 82346 | 51425 a| 4§33 g | 4 1815|1518
17 |Sab. | 5 2028 11 | 5263339 |4 oat ]| 33935 [16 «
18 [Dom. | 6 2 4153 |6 853223 |36 9| 250 7 |16 45
19 |[Lun. | 6 15 836 | 62128 g [ 23t 48 |1 5124 |17 31
20 [Mart. | 6 27 52 33 | 7 4 22 ar | 1 19 12 | 0 45 32 }18 20
ar [Merc.| 7 1058 6| 7 17 4o 15 | o 10 45 | o 24 44B|1g 13
22 |Giov. g 242913 |8 1235201 1 o a7B| 1 35 53 |20 10
a3 |Ven.* 828 42 | 8153919 | 21024 | 24326 |21 9
24 |Sab. | 8 22 56 54 | 9 02058 | 3 14 19 | 3 42 22 |22 1
a5 [Dom. | 9 75046 | 9152521 |4 655 | 4 27 22 [23 13
26 [Lun. | 923 3 30 |ro 04351 | 443 11 | 45359 |« =
27 |Mart. 10 8 24 57 |10 16 516 | 4 59 28 | 4 59 32 | 0 13
28 |Mert. |10 23 43 20 11 1 17 43 | § 54 14 | 4 4§ 47 1 1 1t
29 [Giov. Jit 8 47 13 |11 16 1046 | 42831 | 4 854 |2 6
30 |Ven. |11 2532735 |0 037 8| 34529 | 3 18 50| a 59
31 [Sab. [0 739 6| o 14 3; 24 | 249 34 | 218183 50




GzRNayo . 1846. 5

PararLrasse|DiameTRO
equatoriale ‘| orizzontale |
della Luna della Luna

F a

TN et | TN A B

mezzo | mezza | mezzo | mezza

notte di notte
io. | media. | medio. | media.

: Nascere
! della Luma

Giorni del mese.
in tempo medio.

. Tramontare

' 1. 1" della Luna
~ if in {empo medio.

{

?.

el oonf
42 |32 43 32
58 50 |32 22 (32 4
57 56 |31 52 |31 38
59 5 |31 24 |31 10
5% 20 |30 57 (30 45

rn

V-]
‘o
3

-
(-]

o
(=]

-
»
k-

9 |55 40 |30 34 |30 23

455 8 |30 14 |30 6
54 42 |ag 58 |ag 52
54 22 |ag 46 |29 41
54 7'|ag 36 |2g 33

|53 58 |29 30 |29 28
53 54 |29 27 |29 26
53 35 |ag 26 |ag 26
54 a {29 27 |29 30
54 14 |29 5g'2956

54 33 |29 41 |29 4
55 o (39 54 |30 Z
55 35 {30 11 |30 21
56 17 |30 32 {30 44
57 7 130 57 |31 11

31 26 {31 41
58 59 |31 56 |33 1a

32 27 |32 42
32 5; 33 9
61 33 16 |33 24

61 25 |33 29 |33 3a
61 33 31 |33 28
60 53 |33 22 |33 14
3 |60 10 |33 3 |32 5t
5 |32 37 |33 2t
32 6 |31 50




GeNNAro 1846.



- ‘FesBRAJO. 1B46. 7
g ' ECLISSI -
,E FA‘_ll DELLA L.t.nu 3 DE'SATELL. D1 GIGY
> in tempo medio. - | Tempo medio: .
-2 | Primo quarto ......:..17"48" 1;(5_‘*,,;,“.:
10 Lnnapwna.........at‘g " '
18 | Ullimo quarto . .......17 30
‘25 | Luna nuova ... .. ..... 8§ 8
LA - |Coneromerons prssa Luma corySrazyall .
4 m(empome&lo. .
I g‘_'.""'_".'f.‘g.!5~
4178 e D4 ... .. ...12 49,
7120452, ... ar g8 K
“8le8kOse ... ... ... 5a8
1016525, 0 -
15| w 1)) Spiemx® ..., 8l :
17 g A3 L. .. 4 ] ll s‘""“*"
B |485xA8°.,,....... 9 8 ‘1945253:11.
~ 1 4
Bl4EAAB......... 135 :3'940
8| 8 BIMy prec. 2° .. ... 18 49 5257'
8 fymygs......... 3133 '14f55
19 ‘ChOﬁﬂmS.'...-.'....ﬁﬁl 53.5
20 | fo p Obiuco 4. 5 ..... 1 3g 16 49 31
2t | 45d» 5% .........23 2 IIL. SaTELLITE.
22 4fe'»B2. ... 1 9 654imm.
B gB 8344 ....... 038 8 39 em.
a 854 imm.
B3 3yr==5.........2015 :SSoSQem
261 18A K58 .........123%0 1751 3 imm.
27 633)(5.‘...........1740 ;?g;?g;:n
a7 |l7reX4r ... 2325

23 54 41 em.
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FeBBRATO 1846, 9

Lonerruping DecLINAZIONE v&:ﬁ‘: *| Lazir. dléfli‘:l;:t:g

del Sole 3'3‘?:{; Qecli?. del aSOIe della Terra
a mezzodi m | ezzodi dal Sole

a mezzodi medio. vero. 'm::ild. medio. | ° ::;lz:d .

Giorni del mese.

’r n, o ! I
10 12 17 31,6

7
10 20 23 40,4 | 14 41 50,6 080 | 0,76 | 9,9943352
10 21 24 19,7 | 14 22 29,0 0,81 | 0,78 | 09,9944169

' " "
1 17. 9 30 4+ 071 | o,11B 570
al10131 aa,g 16 SZ 8 o,;3 0,01A &%&237
3| 10 14 19 13, 16 32 39,9 0,74 | 0,15 | 9.9938g00
g 101520 13| 16 14 50,3 0,75 | 0,29 | 9,9939593
10 16 20 48,2 | 15.56 46,2 0,76 | 0,42 | 9,9940304
6 | 10 17 a1 33,5 15 38 a5,y o, 0,54 | 9,9941034
10 xz 23 12,4 | 15 19 49,Z o,; 0,63 9,994,1;84
g 10 19 23 59, 15 0 574 0,79 | 07t | 9,9943557
9
°

I 11 | 10 22 24, 59,6 14 a2 53,2 0,82 | 0,78 | 9,9945008

12 | 10 23 25 34,1 13 43 34 0,83 | 0,73 9,994.58?
13 | 10 :Ig 26 9.1 13 23 o3 0,84 | 0,66 | 0,9946756
14 | 10 25 26 42,9 13 2 43,7 0,85 | 0,57 | 9,9947662"
15 | 10 26 a7 155 | 12 42 14,2 0,86 { 0,46 ] 9,9948588

16 [ 10 37 27 46,4 12 21 33,3 0,87 | 0,33 | 9,9949532
1 10 28 28 16,2 12 0 40,3 o,ag 0,20 9.9950494
g 10 39 28 44,7 11 39 35,5 0,8 0,0 9,995147a2
19| tr o029 11,9 | 11 18 12,6 0,89 | 0,05B] 9,9952465
20 | 11 129 37,8 | 10 56 53,2 0,89 | 0,16 | 9,0953470

ar | 11 2 30 a3 10 35 16,6 0,90 | 0,24 19954486
23 | 11 3 3o 35:4 10 13 30,0 0,91 | 0,30 3,3325515
23 | 11 4 30 46,9 9 51 34,0 o9t | 0,33 | 9,9956550
24 1 11 531 6,9 9 29 29,0 0,92 | 0,33 | 9,9957595
25 | 11 6 31 25,4 9 7 156 0,92 | 0,3 | 9,9958646

26 | 11 31 43,0 8 44 53,9 0,03 | 0,24 02
27 | 11 % 3 56:3 8 22 34:5 0:93 0:16 g:ggsﬁgg%
28 |11 932 g8 7 59 47,8 0,94 | 004 | 9,9961830

Effem. 1846. _ . 2



10 Feesrayo 1846.

" CR
Q < [ g °;9
g g LoNorrupine pELLa Lona  {Larrropine pErra Lowa|= E'E
- S
- |O® a a a amesza | . E g
g = mezzodi mezzanotte | mezzodi notte | &g &
3 3 medio. media. + medio. media. a:'a: A
s o 0t n|l s ot n|l e, 1 _nfl o nl b g
1 Dom. [ 0 21 20 10 | 0 37 59 45 | r 45 35B] 1 " 58B| 4 4o
aLua. |t 43227 | 1105854|03757]0 3581|530
3 |Mart. | 1 17 19 37 | 1 23 35 14 | 0 29 34A] 1 2 17A]| 6 20
4 [Merc. 12946'3§ 2 55341133522 § 1]9 9
5|Giov.| 2 11 57 44 |2 1959 8|a322;) 258597058
6 [Ven. | 22358 a5 | 22956 8| 323 18| 34516 | 846
gSab. 3 55242 | 31148344 441 ]| 42124710934
Dom. | 31744 5| 3233935|43514] 446 5 |10 21
g Lun. | 3293590 | 4 5313545350 45823 11 6
10 [Mart. | 4 11 a8 30 | § 17 26 15 | § 59 4o | 4 57 43 |11 51
1 [Merc.| 4 23 24 58 | 4 29 24 48 | § 52 27 | 4 43 55 |12 34 |
12 [Giov. | 5 52553 | 51xr 28 ar | 432 10| 41718 1317
13 |Ven. | 5193223 | 52338 9|3 Sg 25 133841 14 o
14 |Sab. | 529 45 51 | 6 55546 |3 15 17| 2 49 25 |14 44
15Dom. | 612 8 8|6 182316 |2 2120 15118 15 ag
]
16 |[Lun. | 624 41 30 {7 1 312 ]| 11938 ] o046 38 {16 19
lg Mart. { 7 7 28 46 | 7 13 58 38 | 0 12 41 | 0 21 4yB|17 7
18 |[Merc. 20 33 11 | 7 27 12 52 | 0 56 28B| 1 30 49 {18 o |
rgGiov.§3584 81049 612 422 ] 236 36 [18 56
20 |Ven. | 8 19 46 1t | 8 24 49 27 7 o] 3 34 59 {19 55
[arfsab. [ g 15850 9 914 8|4 o of 421 31t |20 54
22 |Dom. | 9 16 34 53 | g 24 027|439 o] 4 51 58 |ar 54
23 [Lun. Jto 12959 |10 9 23715 0 4|5 3 1 |22 52
24 [Mart. |10 16 36 39 |10 24 11 19 |5 o 40| 453 3 (23 48
25 |Merc. [x1 1 45 8 |ix 9 16 44 § 40181 42243 |+ =
26 [Giov. |11 16 44 54 |1x 24 8 31 | 4 045|334 52| o 43
27 |Ven. | 0 12637 | o 838 a9 (3 544|234 o 1 36
28 |Sab. | 0154332 {02241 28|32 018| 132519]| 228
e ——
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Marzo 1846.

Fasi pErra Luna

in tempo medio.

GIORNI.

13

ECLISSI’
DE’SATELL. D1 G10OVE}]
Tempo medio.

Primo quarto .

Luna piena ..

Ultimo "quarto . .
Luna nuova .+ ......

CoNG1UNZIONE DELLA LUNA COLLE STEL
in tempo medio.

76 £ D40
104 m Q5. ..
5620455,

68 k0O 5 ..

65 o 550 ...
‘¢ ) Spica 14 ...
ga* A B ...

8 B My prec. 2.2

1§y My 4. .

4 ¢ Ofiuco 5.,

4o p Ofiuco 4f 580

T L

9B B340 ...

Br==53....

18 A X 5. -

LIRY

633 X 5. ...,

71 & }{ 4. .

688_8 LY
74 e;‘b'é. 50...

104 m Q@ 52

1

e 0 e

e s s 20 10

e 13 49

e.os 423
NI £ 6

. 6 41

15 32

8 nn
7 44
8 38
8 58
5 16
22 58
§ 14
9 56
313
. 4§ 58

“ e e.0 23 14

cee 0 O

-oa5j
eeee 3 1

* '15 f
22
22"
29
a9

I. SATELLITE.

b "
10 31'56 em.
5 0%
23 29 31
17 58 31
12 27 23
6 56 a3
1 25 16
19 54 15

II. SateLLiTE.
G Z 32 em.
19 25 3t |

8 43 32
aa 1 33
11 19 35

o 37 38

13 55 41
313 47

HI. SATELLITE.




siorui dels ar

61
52
63
64

65

6
6
6a

0
'
"3
'3
14

5
16

3

79

ov

Ba
83

B5

8
8

Qo

siorni del mc

16
17
18
19

20

21
22

26
2
2
29
30
3

Giorni
della setumax

LFUsite
Lun.
Mart.

Giov.

Ven
Sab.
Dom.
Lun.
Mart.

Gioy.
Ven.
Sab.
Dom.

Luu.
Maurt.

Giov.
Ven.

Sdle
Dom.
Lun,
Mart.

Ven.
Sah.

Dom.
Lun.

Mart.

Merc.

CLG."

Merc.

Merc.

Giov.

Marzo 1846.

1EMPO

medio
a

mezzodi
- vero.

(- - - - (- - I - - -

co0o0oo0¢

1 n
12 5;,43
12 13,39
12 12,78
11 59,70
11 46,18

32,15

11 17,71
It Z:84
10 57,60
10 31,98

I

10 g()",o‘a
Q73
i KE
9 26,28
9 9,16

o000 (-2 - 2 - I -]

occCcooc¢

8 51,83
8 34,29
8 16,57
7 58,69
7 40,67

v VuYyoU
5 32,34
5 13,01
4 55,51
4 37,14
4 18,83

1LEMPO
sidereo

a
mezzodi

b U 1
22 48 11:58
22 51 56,03
22 55 39,96
22 59 25,3
23 3 6.3

23 6 48,87
23 10 30,94
23 14 12,58
23 19 53,84
23 21 34,74

23 25 15,29
23 a8 55,51
23 32 35,43
23 36 15,0
23 39.54.4

23 43 33,62
23 47 12,59
23 5o 51,37
23 54 29 g9
23 58 8.47

1 46,84
5 a5,11
9 331
12 41,45

16 19,54

coco0ooe

|g)'5 ,62
a3 35,66
27 15,53
30 -54,82
0 34 29.95

ccoc¢

o 38 8,14

1EMPO
sidereo
a
mezzodi
medio.

Ly n
232 35 32,07
23 39 28,62
22 45 25,17
22 47 21,72
22 b1 18,29

232 55 14,83
2; 59 n,Sg
23 3 99
2 .7 %:48
23 11 1,3

23 14 57,58
23 a8 54,14
23 22 50,69
23 26 42,24
23 3o 45,79

23 34 40,34
a3 38 36,89
2::: :‘43 33.44
2 29,9

23 5o 2&’52

23 54 23,10
a3 58 13,65

o 2 10,20}

.o 6 ln.§5
e 1

0 10 Q.

1§ 5,86

o
0 18 241
"o a1 58,96
o 25 55,51
o 29 52,06
o 35 48.61

rGr O n

cere del S
tempo ver:

(- Y= Y X X
- - -y
(2,0 [T -3 1]

[ R, f = N e

DL o

TNt OT O
gIang

BN BN DD N
O = AL W

T o
o Oy oY TR
Oi= O &

FBART DDLU

[ X~ X=X X~
-
(2,

[ramontare
del Sole

tempo ver

=

e e
L& EHR.

(S, 1505 15, 15
NI BN AN
g e -

. Wthe
N =QO ®C



Marzo 1846. 15
m —
N
: g LoxoiTupine DecuiNaziONR V&:; ]A: Ln‘n. dlt:.(l)l?:;i:ra‘::.
= australe declin del Sole della Terra
3 del Sole del Sole in 1| @ dal Sole
oot a mezzodl nel mezzodi a mezzodi
§ a mezzodi medio. vero, merid. medio. medio.
S ETETE nu’,’o 7’ 57’ 4':2 + o:;;S o:LSA 9,9962903
2 | 11 1t 32 30,1 7 14 14,0 0y 0,21 | 9,9963982
3 | 11 12 32 39,1 6 51 17,9 0,96 | 0,34 | 9,9965068
4 | 11 13 33 41,9 6 28 16,1 0,96 | 0,47 | 9,9966161x
S| 111432 447] 6 5 g0 0,97 | o060 | 9,9967263
6 | 11 15 32 45,2 5 41 57,2 o 0,70 | 9,9968373
AREE: 555 | 518408 | omy | o8| o99604e5
11 17 33 39,6 4 55 20,5 o,gg 0,82 | 9,9970637
9 | 11 18 32 33,6 4 31 56,3 0,908 | 0,84 | 9,9971771
10 | 11 19 32 25,5 4 8 a8,y 0,98 | 0,84 | 9,9973927
11 | 11 20 33 153 3 44 58,2 0,08 | 0,80 | 9.,9974096
12 | 11 21 33 31 3 ar 25,0 0,98 | 0,73 | 9.9975377
| 13 | 11 22 31 48,9 2 57 49,5 0,99 | 0,64 | 9,9976471
14 | 11 23 31 336 2 34 12,0 0,99 | 0,53 | 9.9977678
15 | 11 24 31 14,5 a 10 33,0 099 | o041 | 9,9978897
|
16 | 11 25 30 54,6 1 46 52 o 0,28 | 9,9980137
17 | 11 26 30 3928 1 23 u:g o:gg o:|5 9,9981366 !
18 | 1x ng 30 9.4 o 59 29,7 0,99 | 0,03 | 9,9982613
19 | 11 28 a9 44,3 o35 4;,7 0,99 | ©,09B| 9,9983868
| 20 | 11 29 29 17,3 013 39 0,99 | 0,18 | 9,9985128
21 | o o 28 48,6 o 11 35,4 0,09 | 0,35 | 9,0986389
22 | o 1 38 183 0 35 16,03| 0,9 0,28 | 9,0987651
23 o 2 27 46,1 o 58 55,18 | o.,9 0,28 | 9,9988914
24| o 327 12,3 1 23 32,85 6,08 | 0,26 | 9,9990177
25 | o 4 26 36,3 1 46 8,4 0,98 | 0,31 9,9991459
26 | o 5 a5 58, 2 9 41,6 0,98 | 0,15 | 9,9992696
27| o 625189 | 233153 | ogs| oo03 | 99993048
2 o g 24 39,1 2 56 39,6 0,97 | ©0,09A] 9,9995104
I 29 | o 8 23 53,3 3 20 36 0,07 | 0,22 9.9996436
50| o 933 79 3 43 23,5 0,97 | 0,35 | 9,9997672
31| o 1023190 4. 6 39,4 0,97 | 0,48 | 9,9998g0u2
; _ S
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rul der um

a7
28
19
Jo
31

MIARZO 1840.

FARALLASSE

VIAmRsinvu

AR. |Declin.| equatoriale | orfszontale 31 e
della | della d?ella Luna della Luna g”-,g 8 §§ E
Luna | Luna a a . 5 s & g - &
nel | mel | e erss | mezzo | mezza | 22 8 | £3 8
merid. | merid. | '3, | | vie dl | notte v l&g2
medio. | media. | medio. | medis. - -
2 56 |12 oony58 - 3 57' 34" 31-’-41" 3t 26 | 20 57' 10 27'
a 51 [15 51 |59 6 |56 39 |31 10 {30 55 | 21 35 | 11 34
3 46 |18 g |56 14 |55 50 |30 42 [30 29 | 22 17 | 12 34
é 41 19 26 [55 29 [55 10 {30 17 |30 7 | 23 4 | 13 29
34 |19 43 |54 55 |54 38 [ag 58 {2g 50 | 23 55 | 14 19
636 |tg o 5626 |54 16 |29 43 a9 38 | « |15 2
18 |17 25 |54 o |54 4 [29 34 |29 31 | o 48 | 15 41
7115 8154 115 129029 [3929 | 145 ] 16 1
856 Jca 2|54 a |54 6|39 %0 |29 32| 3 43| 16
9 44 | 8 a9 154 v |54 18 |29 35 29 39 | 3 4a | 17 11
xo 31 | § 31 |54 96 [54 35 |29 43 29 48 | 442 | i7 3
11-19 0196246 5458-995630 5 44 lg Z
12 7 | 3 574155 10 |55 22 {30 7 |30 1
1256 | 8 6 [55 35 |55 43 30.21 [30 20 ; , 48 | 18 bg
13 48 lr1 56 156 3 156 18 130°36 130 44 | 8 54 | 19 30
1441 J15 147156 33 156 48 |30 52.y3: .+ -9 58 |20 o
15 58 |17 44 |57 3 |57 19 |31 g |31 s 1t 3| 20 45
16°36 |19 15 |57 36 |59 52 |3x 26 |3: SZ 12 6| 21 34
17 87 lvg 34 |58 g |58 26 3t 45 {31 54 {13 6 | 22 2
18 38 lg 37 |58 42 158 50132 3 132 32 | 14 o | 233
19 39 |16 23 |59 14 |59 29 |33 .2v oz 28 | 14 4 e s
2 4o |13 1 |59 42 |59 53 |32 36 [3a 42 | 15 2; " 0 4a
21 39 | 8 46 |60 7 132 46 {32 49 | 16 6 1 55
22 38 | 3 56 {60 11 |60 11 |32 51 [32 51 | 1638 3
23351 1+ 8Bleo 8 lGn v |32 50 132 46 | 17 13 | 4 29
- e * #1595t |59 38 [52 4o 3 55 | 17 45| 5 39
031 |6 35922 (59 3 |32 24|32 14|18 17| 653
1 28 |10 31 |58 42 |58 19 [32 3 |31 50 [ 18 52 | 8 4
2 24 [14 15 |57 55 |57 30 |31 37 |31 25 | 19 29 | 9 13
5 a1 lg 3159 5 |56 40 |31-10 {30 56 | 20 11 | 10 18
4 17 |18 49 156 16 155 54 130 43 150 31 | 20 57 | 11 16
Effem. 1846. 3
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ArriLE 1846.

19

-r

Fas: pEvra Luna
in tempo medio.

ECLISSI

DpR’SATELL. DI G1OVE

Tempo medio.

Luna piena
Ultimo quarto
-] Luna nuova

CONGIUNZIONE DELLA Luxa coLLE STELLE
in tempo medio.

5rab5%...

65a* H 52, ... .
a ) Spiea 1.* . .. ...
g a® A 3a,

8 8 my Prec. 3/

4 ¢ Ofiuca 5*.. ...
4o p Ofiuco 4. 5° . ...
440" » 30 v 14 13
56e »50..... ce0.23 4

yr==br......... 11 43

633 X 5°

71 2 X 4°.

8P Q5. . ..., .+« 13 26
17804 ..
1wfmg5r...

505 . ... .. ..

56A04. 5%....

1. SATELLITE.

7 1 . 58 em.
14055

14 Sg M
3533

IL. SATELLITE.

16 31 50 em.
5 49 52

11I. SATELLITE.

18 3 43 imm.
20 4 329 em.
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ArrILE 1846.

21

o
E LoxciTupiNe Dxcrinazionz vs:]'f:' LaTiT. dle?l:‘:l‘i:::x
—_ boreale declin del Sole della Terra.
3 del Sole del Sole sl IR
in 1 dal Sole
‘5 . a mezzodi nel mezzodi a mezzodi
.g a mezzodl medio. vero. merid. medio. medio.
1| o'urtar 28':6 § 39' 54:6 " o:;p o:'GoA 0,0000128
a o 12 20 35,6 4 52 56,8 0, 0,72 0,0001351
3| o1319405]| 51558 0,06 | 0,80 0,00025g'
4] o114 18431 | 538 sg,x 0,95 | 0,85 | ©0,0003789
5 o 15 17 43,3 6 1 42,3 0,95 | 087 0,0005006
\ 6 o 16 16 41,3 6 24 25,2 0,05 0,8 0,0006223
g 01715370 | 647 1,5 0,94 o,s.z. o,ooogﬂl
0 18 14 30,4 7 9 30,5 0,904 | 0,99 | ©0,000865¢
9 o 19 13 2l,g 7 31 53,2 0,93 0,70 | 0,000987
[ 10| ©.20 12 10, 7 54 9,0 0,92 o,gg 0,0011100
1 0 21 10 59,9 8 16 13 0,02 0,46 | o0,0012324
12 0122 g 6;):0 8 38 n:g o:g! 0134 0:0013569
13| 023 8362 9 o 10 0,91 | 021 | 0,0014775 I
12 o 24 g 7,5 9 21 41,6 0,0 | 0,08 { 0,0016002
1 025 54721 | 943130 | o8g | o0,04B| 0,0017228
| 16| 026 42350 | 10 g 35,0 0,88 | 0,14 o,oo:sasg
1 02 1,3 | 10 25 46 0,88 | 0,21 | 0,001967
{ .Z o ag 1 35:7 10 46 48:3 o:87 0225 o:oonosgx
19| 029 o 86| 11 7 40,2 086 { 0,27 | o,002a101
20 | o a9 58 4o,0 | 11 ng 20,7 0,86 | 07 | 0,0023302
a1 | 1 057 ¢ 1 48 0,85 | 0,23 | . 0,0024495 - “
22 11 5.Zo Syzg 12 ¢ 42:2 0,85 0:14 0,0025678
a3 | 1 254 43| 1229 13,6 0,84 | 0,05 | 0,0026848
2 1 352 29,0 12 48 7.4 0,83 | 0,06A| 0,0028004
2 1 4 50 52,0 | 13 8 48,6 0,82 | 0,19 | - 0,0029145
26 v 549133 | 13 28 16, 0,81 0,33 | 0,0030272
2 1 6 47 32,9 | 13 47 31,6 0,80 | 0,46 | 0,0031384
a2 1 Z 45 50,2 | 14 6 33,0 0,79 | 0,58 | 0,0032480
29 | 1 44 59 | 14 25 20,5 0,78 | 0,69 | 0,0033560
3o} 1 942196 | 1443 53,5 0,77 | 0,78 | 040034625
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34 Arrie 1846.

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente gt 57" Occidente




Maccro 1846. a5
————— S— .
]

E Fast pxira Lowa
3 in tempo medio.
|
3 | Prime quarte ........ ota8!
10 | Luhd piena. .. ... .. .. 18 4D

Ultimo quarto. .. ..... 14 3
LuBa nuovd + « . o ¢+ - o« 17 21

JCONGIUNZIONE BELEA LUNA GOLLE S
in tempo medio.

1{68kO8 ..., ..
8] a1 Spica1® ......1529
103 g A3 ... ... 557,
11| 8 8 MMy prec. 3 .. ... 13 43 || 1 SATELLITI DI GIOVE

vy 4t ... 2613
Th § ¢ Ofinco 5°. .. ....2r 13
1446 »82.........20 0
15]55e*»52......... 443
15] 9B 8340 .. 20 23
1613y ==5%........17 &
19? ISAKS54 .........1328
20|63 K5 .........3 3
ar|ore42..... .... 2 0O
241688 Q@P5.........2046
m“yﬁeb‘ﬂ.‘...‘......n.’:o
25 fiofmPgr......... 153
285105 iieieiieie.s 29
28542045 ....... 4§18
le68ko5Es.. .. ..

NON SONO VISIBILY

IN QUESTO MESE,

Effem. 1846. 4
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Maccio 1846.

S ——

13| < S5, s
z £ Z| Temro Temro Timro | @5 |2 &
= |- |zsE medio sidereo sidereo 3 > 1232
|3 |53 7, . . 2 [§2
= |2 |3 * ] mezzodi mezz0d} mezzodi | £ g SSEH
21| = vero. vero. medio. g3 |gT 2
21 .2 ] < a «
S| = =

L) LT LY A7) LI LI
121/ 1 |Ven. 123 56 58,49] 2 32 59,77| 2 36 1,77] 4 53 71
122] 2 [Sab. |23 56 51,09; 2 36 48 239 58,53 {52 | 7
123 3 [Dom. |23 56 »21| 2 4o 58:?‘; 2 43 54,88] £ 50 | 7 10
124 é Lun. |23 56 37,87| 2 44 28,;5] 2 g; 5143 £ 49 | 7 11
125 Mart. 123 56 32,05| 2 48 19,47] 2 51 £7,90| £ 48 | 7 12
16| 6 [Merc. |23 56 26,79| 2 52 10,35| 2 55 44,54| 4 46 | 7 14
129 Giov. |23 56 22,08] 2 56 a,gs 2 5g 41,10] £ 4517 15
128 g Ven. 123 56 17,93| 2 59 54,971 3 3 3,,65| £ 44 | 7 16
129 9 [Sab. 23 56 14,52 3 3 47,01] 3 7 34,21] § 43 | 7 17
130( 10 |Dom. |23 56 11,28] 3 7 §1.43] 3 13 30,56] § 41| 7 19
151] 11 [Lun. |23 56 8,83| 3 11 3553] 3 15 22,33] 4 4o | 7 20
152 12 |Mart. [23 56 6,98 3 ;5 30,21| 3 19 35?8§ 4 5917 a1
133( 13 |Merc. |23 56 5,66| 3 19 25,45| 3 23 2045| 4 38 | 7 22
134| 14 |Giov. |23 56 4,05| 3 23 21,29] 3 27 16,08] 4 37 | 7 23
135 15 [Ven. |23 56 4,81] 3 27 17,7¢] 3 31 13,54 4 36 | 7 24
136| 16 [Sab. |23 56 35,28| 3 3 14,731 3 35 10,00| 4 34 | 7 26
1371 17 |Dom. |23 56 6,33| 3 35 13,34| 3 39 6.65 §335|727
138] 18 |Lun. |23 56 5,96! 3 3q 10,53] 3 22 3,20 § 32 | 7 28
139( 19 |Mart. [23 56 10,18 3 43 ¢,3:1| 3 46 59,96] 4 31 | 7 29
140| 20 [Merc. |23 56 13,96| 3 47 8,65 3 5o 56.5:1 430|730
41| 21 |Giov. [23 56 i6,30| 5 51 8,55| 3 54 52,86| 4 29 | 7 31
142| 22 |Ven. |23 56 20,20| 3 55 9:03| 3 58 4a.42| 4 28 7 32
143| 23 (Sab. |23 56 24,64| 3 59 10,03 § 24508 427|733
44| 24 |Dom. (23 56 29,62| 4 3 11,58 4 642,53] 416 |7 34
145 25 |Lun. (23 56 35,13| 4 7 13,65 4 10 39,09] 425 | 7 35
146 26 |Mart. (23 56 41,13| 4 11 16,23| 4 14 35,65| 4 24 7 36
147| 37 [Mere. |23 56 47,63| 4 15 19,30 § 18 3a2,30| 4 23 7 3g
148( 28 |Giov. {23 56 54,58| § 19 22,83 § 22 2896] 422 |73
19| 29 [Ven. |33 57 2,00/ 4 23 26,83| 4 26 25,53 4 21 7 39
150| 30 Sab. 23 57 9,85| 4 27 31,25 4 30 21,87| 4 20 | 7 4o
151) 31 |Dom. (23 57 18,11 4 31 36,09 § 34 18,42| 4 19 7 41




Macero 1846. 17
—
4
g LoneiTuDINg DECLINAZIONR v3:1'|A Z| LamiT. dle‘;)l“rili::‘ao
— boreale 2 del Sole : n
C] declin. della Terra
© del Sole del Sole' in 1/ a2 .1 dal Sole
‘g . a mezzodi nel mezzod] a mezzodi
g [o mezzodi medio. vero. merid. medio. medio.
&
o ! ! o ! " 8
1 10 4o 3:,4 15 2 n','o - 0:,76 0,8fA] 0,0035675
1 11 38 41,0 | 15 20 15,8 0,75 | 0,87 | 0,0036712
112 36 48,9 | 1538 43 | 0,74 | 0,87 | 0,0037738
1 13 34 54,6 | 15 55 39,1 | 0,73 0,84 { 0,0038752
1 14 32 58,5 | 16 13 54,0 0,72 | 0,79 | 0,0039755
1 1531 o4 | 16 29 54, 0,7t | 0,70 | 0,004074
1 16 29 0,51 16 46 393 o,go o,gg 0,004,.75§
1 xg 26 58,7 | 17 3 6,7 0,68 | o447 | 0,0042713
118 24 55,2 17 19 17,3 0,67 0,38 0,0043682
1 19 22 50,0 | 17 5? 10,4 0,66 | o,1g9 | 0,0044643
1 20 20°43,4 | 17 50 46,0 0,65 | 0,06 | 0,0045597
121 18353 ) 18 6 3.9 0,63 | 0,05B] 0,0046544
122 16 25,7 | 18 21 3,1 0,61 | 0,16 | 0,0047483
1 23 14 14,8 | 18 35 44.4 0,60 | 0,24 | 0,0048414
12412 2,7 | 18 50 7,0 0,59 | 0,30 | 0,0049335
1°25° 9'49.4 | ‘19 4 105 0.58 | 0,32 0,0050245
1 26 35,0 |g 17 54,8 | 0,56 | 0,5t 0,0051143
1 27 g 19.4 | 19 3t 19,6 0,55 | 0,27 | 0,0052027
128 3 2,9 19 44 34,6 0,53 | o,20 0,0052895
139 0453 195 96 052 | o,r | 0,0053746
1 29 58 26,7 | 20 9 34.4 0,51 | 0,00 { 0,0054578
2 05 70| 20 ar 38,6 0,49 | ©,12A] 0,00553g0
2 153 46,3 | 20 33 21,8 0,48 0,25 0,0056182
2 2 51 24,5 | 2044 43,9 0,46 | 0,38 | 0,0056952
2 349 1,6 | 20 55 44.5 0,45 } 0,50 | 0,0057701
2 4 46 39,4 | a1 6 23, 0,44 | 0,61 0,0058447
2 5 44 12,2 | 21 16 41, 0,42 0,71 0,0059129
2 6 41 45,7 | 21 26 36,7 0,41 o,g-; 0,0059801)
2 g 39 18,0 | 21 36 9,8 0,39 | 0,80 | 0,0060466
2 36 48,9 | 21 45 20,6 0,37 | 0,81 0,0061701
2 934185 21 54 85 0,36 | 0,79 | 0,0061715

*




28 Maccio 1346

* s -
g g mevn- Sed
| Loscsyunsse stiza Lesa setzalesa -"_:'g
-]

3 .g ——— R T e /—\/\"\%:go
3 “ a a a a mezza ?EE
g 21 mezodi mezzanotte | mexzodi »otte (a5 8
8] B ma | TRt | e 3R
s . " * o « 1 o .« ' b

1 [Ven. | 318°33 26" | 32{32 10 | 5 0 264| 5 o 20 § 54
3(8sb. | 4 03021 | § 627327 | 5145/ |51658]|536
3|Dom. | 43225 2| 4182041 [ S154s 511 2|63
fJam. | 424195715 01626 |5 3 2| 451437 4
S5Mart. | 5 616405131913 }43711)41029] 747
6 |Mesc. | 518 2435 ) 5243315 (1358461335 3|83%
gGiov 60455& 6 7 2 5|3 837123938915
Ven. | 61322358 1 6194831 |2 8ar | 135 4|0 1

g fSab. | 626 1853} 7 254 9|t o010 024 1 |10 50
10 |[Dom. | 7 9 34 19 | 7 16 19 17 | © 12 53B| 0 50 1Bj11 42
11 |Lun. gc.’) 850 {8 o0 241 | 12651 |2 247123

13 |Mart. 7 0271814 142123 13|35 93|13

13 [Merc.| 821 556 | 8281237 |33 11 |4 535 [1433
14 |Giov.| 9 53110 912331 a| 42817 £ 46 51 |15 3s
15 |Ven. | 91904139 | 9265228 | 5 057 | 5 10 a1 |16 28
16 |Sab. 1o 4 259 {ro 11 2 43 | 514 53| 5 14 31 |17 23
17 |Dom. J10 18 21 17 102528 30 {5 9 17 | § 59 19 |18 16
18 |Lun, |11 2 33 33 |11 g 36 4 44 50 | 4 26 g 8
19 |Mart. 11 16 37 28 {11 23 3549 | 4 3 28 | 3 37 21 [19 58
20 |Merc.] 0 03134 Jo 7243713 812|236 31 |20 48
21 |Giov.| o v4 14 52 J o321 21§ |3 247 | x ap 34 |21 38
22 (Ven. | 027 46 38 | 1 42758 } 05124 | o0 1448 |22 29
23 |Sab. | 1 st 6 10 | 1 17 41 10 | 0 2t §1A| o 57 34A[23 21
24 [Dom. | 1 24 12 5¢ ) 2 o 41 11 | 1 32 asx 2236 LI
25 |Lun. |3 2 6 8213274123657 }3 6 1| 013
26 (Mart. | 2 19 4553 | 226 047 | 332331135613 |1 4
27 |Merc. | 3 2123t |3 8 ar lg 4§ 16 55 | 4 34 26 | = 55
28 (Giov. | 31429 72} 3 203029 | 448 o | § 59 34 | 2 43
29 |Ven. | 3363136 |4 2305 |5 7 4511103 30
3o (Sab., | 4 82835 | 414251851153 }5 gi14] 415
31 |Dom. | 4202129 | 4261740 }5 316|454 3] 459




Maccro 1846. ag

PARaLLASSE|DiAMETRO .8

equatoriale | orizzontale
della Luna | della Luna

a
TN e, | TN NN
mezzo | mezza | mezzo | mezza

di | notte di notte
medio. | media. | medio. | media.

Giorni del mese.
Nascere
della Luna
in tempo medio
della Luna
in tempo medio.

rn rn r.n

54 30 |5 '48

54 16 54 15 |9 48 [23 &5

. gz 12 gg lg ag 35 |ag 2g
1 2 2 2

54 35 54 46 [ag 48 |9

NN AP =

ag 54

55 o0 |55 16 |30 a
55 34 |55 52 |30 20 |
56 12 |56 33 |30 41
56 54 |57 15 |31 4
57 35 157 54 |3t

58 12 [58 ag
58 43 |58 56
59 6 |59 15
59 22 |59 26
59 28 |59 28

58 39
58 16




30 Macoro 1846.

I SATELLITI DI GIOVE

NON S8ONO VISIBILI

IN QUESTO MESE.




Grucno 1846.

31

R

Fas: prxira Luxa
in tempo medio.

ECLISSI

DE’SATELL. DI GIOVE

Tempo medio.

Primo quarto. .. ...... 18" o
Lunapiena.......... 4§13
Ultimo quarto . ....... 1915
Luna nuova . . . «.. ... 6235

CoNGIUNZIONE DELLA LUNA coLLx StEL
in tempo medio.

a 1) Spica 1.* . .. ... 14 54
ga*A-38, . .......1526
8 8 IMy Prec. a* . .23 3
vy 40.. .. . 1%
4 ¢ Ofiuco 5.2. . . 6 27
466> 30 . ... . 3 4o
9B B3 42 .. «e 322
Br==>b...... a3 ag
1I8A 50 .... 18 52
63352 .....
g1e X 4. ...,

6P Q5. ...

74 ¢ Q47 .

104 m @ 5.0

54 2A04.5......

68 k05", ..

165« %52,

1. SATELLITE.
v, '
7 38 35 imm.

2 6

20 .’)g 4r

15 4

9 32 43
1 u

32 2

16 5

II. SATELLITE.

18 43 7 imm.
1 53
2! 19 51

38 4o

II1. SATELLITE.

14 13 32 imm.
16 17 36 em. .
18 12 44 imm.
20 18 15 em.




Sa

Givono 1846.



Giorni del mese.

Giuono 1846. 33

e o———
LONGITUDINE DxcLINAZIONE "3:111‘ Z-| Lamir. del:u(‘l‘iﬂt(a(:x
‘ boreale 2 1del Sole| ¢ stan.
del Sol declin. della Terra
del Sole a fnezs:ogl in o mez:odl dal Sole
a mezzodl medio vero - mel | edio, | @ mezzodl
. * ’ merid. . medio.

N AN -

o0 0 ° r_n " ’

10 31 66:9 22 3 33,4 |+ 0,34 o:74A 0,0062310
t1 39 14,1 | 22 10 35,4 0,33 | 0,66 | 0,0062886
12 26 40,0 | 22 18 14,3 0,31 | 0,55 | 0,0063445
13 34 4,7 | 22 25 29,8 0,29 | 0,43 | 0,0063988
14 a1 28,3 | 22 32 21,6 0,28 | 0,30 | 0,0064515

[ R I

15 18 50,8 | 22 38 50,0 0,26 | 0,16 | 0,0065027
16 16 12,3 | 22 44 54.6 0,25 0,03 0,0065526
17 13 32,9 | 22 50 35,2 0,23 | o,10B| 0,0066011
xg 10 52,6 | 22 55 51,8 021 | o,2r | 0,0066482
19 8 11,6 | 23 o 44s4 0,20 | o3t | 0,00668450

[ I ]

20 5300 | 23 5 12,6 0,18 | 0,36 | 0,0067387
21 2 47,7 | 23 ¢ 16,3 0,16 | 0,38 o,oﬂ&o
22 o© g,: 23 12 55,5 0,15 | 0,37 | 0,0068239
23 57 22,0 | 23 16 ro,6 0,13 | 0,34 0,0068643
23 54 38,6 | 25 19 o,9 o,12 | 0,29 | 0,0069029

DV

2 24 51 54,9 | 23 21 26,5 o,io | 0,20 0,006939;
2 25 49 11,1 | 23 23 27,5 0,08 | 0,0 0,006974

2 26 46 26,% 23 25 3,8 0,06 o,ogA 0,0070073
2 27 43 4a, 23 26 15,1 0,04 | 0,16 | 0,0070379
2 28 4o 58,2 | 23 27 1,8 0,03 | 0,9 | 0,0070663

2 29 38 13,6 | 23 27 23,7 [+ 0,01 | 0,41 | 0,0070920
3 o 35288 | 23 27 20,9 |- 0,01 0,52 0,0071153
3 1 32 43,7 | 23 26 53,1 0,03 | 0,61.] 050071561
3 2129 58,4 | 23 26 0,3 0,05 | 0,68 | 0,0071543
3 327 12,8 | 25 24 42,9 0,07 | 0,72 | 0,0071698
3 4 24 26,8 | 23 23 0,8 0,08 | 0,74 | 0,0071827
3 5 a1 40,5 | 23 20 55, o,io | 0,72 0,0071929
3 618539 | 2518 32,2 0,11 | 067 | 0,0072006
3 716 6, 23 15 26,5 0,13 | 0,58 | 0,0072060
3 813 rg,g a3 13 6,1 0,14 | 0,48 | o0,0072090
A

Effem. 1846. 5



34 Giucno 1846.

N < .
i 1o
g | _ 8| Loxcironine psiua Lusa  [LamiTubine pxira Lowa ':g 2
3 gg P e e /'\/\,“\%-g )
- S a a a a mezza | & S‘
g = mezzodi mezzanotte | mezzodi notte |24 &
3 < medio. media. medio. media. g &.E

s o 0 N}l s o 1 N| e, 0 N0 o ! n| b g

t (Lun. [ 5 21433 | 5 8 12 14 | § 41 4oA]| 4 26 11A] 5 42
2 Mart | 5 14 11 48 | 52015 42 | 4 744 ] 34625 |6 a4
3 Merc.|{ 526 18 32 | 6 2265|3222 | 25549 |7 8
2Giov 6 83921 | 6145627| 22653 15550 752

Ven, | 6 21 18 39 | 6 27 46 24 | £ 223 59 | 0 48 33 | 8 39
6(Sab. | 7 430 1] 7105944013 1 |o0a313B|9g2

7 |Dom. | 7 17 45 43 | 7 24 37 54 | o 59 3gB| 1 35 43 {10 a

8 |Lun. | 8 136 7 8 40 2|2 1053 | 244 27 |11 20
9 |Mart. | 8 15 49 51 | 8 23 2 53| 3 15 49 | 3 44 22 [13 20
10 |Merc.| 9 02035 | 9 7405324 9ag| 43039 |13 20
11 |Giov. 15 316 22 26 4o | 4 47 24 | 4 59 23 (14 19
13 (Ven 39050 4 lg 7123 |5 l7)25 5 817 |15 1y
13 |Sab. 110 14 33 11 {1021 5016 |5 5 5| 456 59 |16 12
14 |Dom. {1039 6 10 |11 61791 | 444 8| 42655 (17 5
15 |Lun. (i1 13 24 30 |1x 202725 | 4 5 43 | 3 4o 57 |17 57
16 [Mart. |11 373547 | o 41948 |3 13 9| 2 43 49 |18 46
17 [Merc.| o 11 9 28 | 0.917.54 59 | 2 10 28 | 1 36 36 |19 35
18 [Giov. | 0343623 | 1 114 o1 1 45] o 26 24 |20 25
19|Ven. | 1 748 o 114 1835]|0 856A| 043 50A|21 16
20 [Sab. | 1204556 | 1 27 1015 117 49 | 1 50 32 [32 7
21 Dom. | 2 33139 |2 g5 18] 2ar 34| 25035 |2a 58
23 (Lun. | 2 16 619 | 223 19 47 |3 17 17 | 3 41 24 (23 48
23 Mart. | 228 3051 |3 43934 |4 243|421 2|+ =
24 [Merc. | 3 10 46 4 | 3 16 50 28 | § 56 13 é 48 10 | o 38
25 [Giov. [ 3 23 532 54 | 3 28 53 3z | 4 56 47 3 4|1 25
26 |Ven. | 4 45231 | 41050 9|5 3595 2% |3an
27 (Sab. | 4 16 46 4o | 4 22 42 25 | 4 57 52 | § 49 58 | 2 55
23 Dom. | 4 28374515 435 8|43857| 42456338
29 [Lun. {51029 2 | 5162559 |4 8 1|35 48 22| 4 a0
30 Mart. [ 522 2431 | 5284515(326 8|3 1275 3




-GroeNo 1846. 35
¥
] ParALLasse|DiaMETRO K] K]
g€ | AR. |Declin.| equatoriale | orizzontale 88|23
— | della | della | della Luna dellaLuna | 38| 235E
-4 | Luna | Luna a a 8= o | 89 o
- nel nel |~ || 2.5 E‘ 55 2‘
g id.| merid. | mezzo | mezza | mezzo | mezza | = TS| ETs
8 |men di | notte | di | notte c|E==
[T medio.! media. |medio. | media. £ R
h > [ "ot ron ! b b
1 lioar | 5 24B 54 17’ 54 a6 29 38 29'45' . o2 g;
2 |11 1 21 |54 36 |54 49 |29 48 |29 55| o 6] 12 34
3 J1x 55 | 2 50A[55 5 |55 23 |30 4 |30 14 1 613 a
4 |12 44 | 6 59 |55 42 |56 4 |30 25 |30 37 | 2 8 | 13 28
5 |13 35 |10 56 |56 35 [56 51 {30 49 |31 313 |13 58
6 {14 29 |14 ag 57 16 |57 41 |31 16 |31 3o | 4 19 | 14 33
7 |15 27 17 15 |58 6 |58 30 |31 43 |31 56 | 5 a2y | 15 14
8 16 28 58 52 |59 13 |32 8 (32 20| 634 | 16 3
9 5 |q :n 59 31 |59 4g 32 50 [32 38 | 738 |17 2
10 |18 36 |18 39 |59 59 [Go 32 45|32 50 835|118 8
11 |19 39 |16 24 |60 13 |60 16 |32 53 |32 54 | 9 24 | 19 19
12 [20 41 |13 o |6o 15 [Go 11 |32 53 |32 51 | 10 6| 20 35
13 |21 4o | 8 4; Go 3 |59 54 |32 47 |32 42 | 10 44 | 2t 49
14 |22 37 | 4 59 42 |59 28 |33 36 {32 28 | 11 16 | 23 §
15 [23 32 | 0 45B(59 15 |58 57 [32 20 [32 11 | 1x 50| «
16| 026|528 |58 40 |58 22 |32 2 [31 52 | 13 20| o 14
17] 120|947 158 5|57 47 |51 43 |31 33 [ 12 50| 1 23
18| 314 |15 30 |57 29 |57 12 |31 23 |51 14 | 1323 | 2 B
19| 3 9 |16 26 |56 56 |56 4o {31 5 |30 56 | 13 58 | 3 36
20 | § 4 {18 27 |56 24 156 8 |30 47 [30 39 | 14 38 | 4§ 41
21 | 4 59 19 26 |55 54 155 4o |30 31 |50 23 | 15 33 | 5 4«
22 | 5535 19 24 |55 26 |55 13 |50 16 |30 9 | 16 12 | G 35
23 | » |« «|55 o (5448 |30 2 [2955 |17 5| 733
24 | 6 47 |18 24 |54 38 |54 28 |29 49 [29 44 | 18 o] 8
25 | 7 38 |16 30 |54 19 [54 12 |29 39 |29 35 | 18 58 | 8 44
26 | 8 28 |13 53 |54 6 |54 2 |ag 32 {20 30 | 19 5 9 16
27 | 9 16 |10 41 |54 o |54 o |a9 29 |29 29 | 20 Sg 9 47
a8 |10 3 2 |54 3154 7 |%9 30 {29 33 | 2t 55 | 10 12
29 |10 5o g 7 154 13 |54 2= |29 36 {29 4t | 22 53 | 10 3
30 |11 36 | o 593|54 33 |54 46 |ag 47 |29 54 | 23 532 | 1s




36 Giueno 1846.

e ————— ]

POSIZIONE DEI SATELLITI DI GIOVE.

Oriente 15 28/ Occidente

20 O 4413 20
21 48t O 2. 3

23 | §. 2, Qu 3.

23 | §- a2 03. 10
24| 4. 3. a 0O a

25| .4 3 O 1.2

26 | -4 2231 O

27 | 4 30 1.3

28 | 4 a0 O a 3 -
39 | 2. O 3. 4o
30| 10 2 03 .4




Lucrio 1846. 37

I Fasi pELra Luwna

g ECLISSI
= ) DE'SATELL. DI GIOVE]
S in tempo medio. Tempo medio.
Primo quarto ....... . 1% o I. SaTELLITE.
Luna piena . ........ 11 48 ., .
15 | Ultimo quarto . ... .. ee 2 1 11 26 45 imm.
. 5 55 13

Il 22 | Lunanuova .. .. .....20 4o

o 23 44
30 | Primo quarto . ....... 33 4o 18 53 12
13 2040
- 9.7
CoNGIUNZIONE DELLALUNA COLLESTELL : Z 17 36
in tempo medio. 20 46 3
15 14 30
17 942 55
3| all]) Spicas*....... g2b 19| 411 a3
alesiupst ... ool 20|34
5| 88 my prec. 2* .. ... 9 2 a4 | 11 36.39
s 26 6 56
S5|l4rvmyp4s......... 1 34 «
51 4 ¢ Ofiuco 52.......16 3
6| 4o p Ofiuco 4. 5 .....15 a
8|44 >»52......... 13 ar II. SATELLITE.
9| 9B B3 4> .......1231 2 ag5gggimm.
— * 6] 151001
1o |13y=xb2......... 85 o | 2 %3 30
14 65.3){5.‘.......... 723 || « 13 | 15 52 a5
bl e 4. 0 1316 ;Z lg;;:ﬁ
|6 FQ4sr.. ... eee. 753 24 74(7;20
o
Bl s Q4. ... c1055 ) 37 o 24 3
19 ltefmYPS_ ... 422
21 | 54A04.5%........1753 1l SaTarLres.
22 12 at imm.
22| 68k05*......... 1a8 g o 18 31 em.
23 | 65a*H 5. ........19 44 15 31§49imm.~
39 | « I1N) Spica 1.* ...... 16 44 ;3 g:r g% ;:"n.
31| ga* A3 ........ 916 22 | 8 18 36 em.
ag | 10 11 11 imm.
29 | 12 18 48 em.




38. Luerro 18406.

— —
g18| & 35 JF
g8 8| Teuro Txzuro Temro 33 gos
5 | = |'8E| medio sidereo sidereo | § > [£5 >
R R a a a © 2 1e% g
e | em | O ? | mezzodi mezzodi mezzodi g g EE’ g
g1 8 =1 wvero. vero. medio. 88 |78
glel = 3 =
I RC < : S

LI 7] LY ] b b h oy
182l 1 |Merc.| o 3 24ig8) 6 39'57,26 6 36 3069| 4 14 | 7 46
183 2 |Giov.| 0 3 36,53| 6 44 §,37 6 40 28,25| 4 14 | 7 46 |
184 3 |Ven. | 0 3 47,59] 6 48 13,21 6 44 24,80| 4 14 | 7 46 |
185| 4 [sab. | o 3 58,73] 6 52 120,73| 6 48 21,36| 4 14 | 7 46
186| 5 [Dom.| o 4 9,51| 6 56 25,91| 6 52 17,92| § 15| 7 45
187 6 [Lun. | o 4 19,60] 2 o 34, 6 56 24,471 4 15| 7 45
18 g Mart. [ 0 4 29,51] 7 § 61,Z; 7 o n,o,zb 4§ 16 | 7 44
189 Merc.| o 4 39,04 7 8 47,39] 7 4 72.59] 4 16 | 7 44
190| 9 [Giov.| o 4 48,20] 7 13 §3,1a| 7 14| 4 xg 7 43
191| 10 [Ven. | o 4 56,94| 7 16 58,44| 7 13 o0,69] 4 18 | 7 42
192| 11 [Sab. { 0o 5 5,36] 7 ar 3,35| 7 15 57,25] 4 18 | 7 42
193| 12 [Dom. | 0 5 13,090 7 25 72,84 7 19 53,81] § 19| 7 4
192 13 [Lun. | 0o 5 20,64 7 ng 11,89 7 25 50,37 4 21 | 7 B9
195| 14 [Mart. | o 5 27,64] 7 33 15,47] 7 27 46,93] 4 21 | 7 39
196| 15 |Merc.| o 5 34,18] 7 37 18,59] 7 31 43,49| 4 22 | 7 38
197| 16 |Giov.| 0 5 40,35] 7 41 a1,33] 7 35 fo,05] 4 23 37
1ok 17 |Ven. | o 5 45,85) 7 45 23,39 7 39 3861| 4 a4 | 7 36
199 lg Sab. | 0 5 50,02| 7 4g 25,05| 7 45 33,17| § 25 | 7 35
200| 19 {Dom.| o 5 55,50| 7 53 26,19| 7 47 29,72| 4 26 | 7 34
201 20 |[Lun. | o 5 50,54| 7 57 a6,79| 7 51 26,37| 4 27 | 7 33
202| 21 |Mart.{ 0 6 3,05 8 1 26,8g 7 55 22,83| 4 28 | 7 52
203| 22 |Merc. | @ 6 6,00f 8 5 26,3 Sg 10,38] 4 29 | 7 31
204| 23 [Giov.| o 6 8,41| 8 g 25,35 Z 15,94| § 30 | 7 30
205 22 Ven. | o 6 10,23| 8 13 23,73| 8 4 12,49]| 4 31 | 7 29
206( 25 [Sab. | 0 6 11,46| 8 17 ar,53] 8 11 g,05| 4 32 | 7 28
207| 26 (Dom. | © 6 12,09| 8 21 18,71| 8 15 5,60| 4 33 | 7 27
208 27 [Lun | o 6 12,12| 8 25 15,50| 8 19 2,16| § 34 | 7 26
209| a8 |Mart.| o 6 11,55| 8 aq 11,28 8 23 58,71| 4 35| 7 25
aro| 29 [Merc.| o 6 10,35] 8 35 6,63 8 26 55,37| § 36 | 7 24
211| 30 |Giov. | o 6 8,55| 8 37 1,37| 8 30 51,83] 4 37| 7 23
212| 31 |Ven. | 0 6 6,10| 8 4o 55,45 S 34 48,38] 4 38 | 7 22
R —




Lucrio 1846. 39
— —
s -
] VaRrnz. LocAriTMO
2 LoNGITUDINE DecLINAZIONE Latit, .
E boreale ddell%a del Sole ‘3;1{; distan.
3 del Sole del Sole ecn. a 3 :Te"‘
5 . . a mezzodi ': e; mezzodi a :)ezs:;&i
g a mezzodi meldlo. vero, merid. medio. medio.
1| 3 9°|o' 51':8 23’ 8'31,,'3 - o:'tG o:%7A 0,0072098
2 310 7438 | 23 4 12,0 0,18 | 0,24 | 0,0072086
3 3 11 4 55,5 | 22 59 38,6 0,20 0,10 0,0072053
- 4 312 2 6,8 | 22 54 41,4 0,21 0,03B| 0,0072004
51 31259 17,9 | 22 {9 20,2 0,33 | 0,6 | 0,0071939
6| 31356 28,9 | 22 43 35,1 0,24 | 0,2 0,0071856
g 3 14 53 4020 22 3y 26:5 0:25 0:5(7$ 0200;175
3 15 50 51,1 | 22 30 54,3 0,27 | 0,43 o,oo7164g
9] 31648 25| 2223 58,8 0,29 | 0,46 | 0,0071519
10| 317 4513,8 | 22 16 40,0 0,30 | 0,47 | 0,0071378
1 318 42 25,7 | 22 8 58,2 0,32 | 0,45 | o0,0071223
12 | 319 39 37,9 | 23 o 53,8 0,33 | 0,39 | 0,0071053
13| 3 20 36 50,7 ! 21 52 26,5 0,35 | 0,31 | 0,0070867
14 3 21 34 4,0 | 21 45 36,6 0,3 0,21 0,0070664
15| 3 22 31 18,0 | 21 34 24,5 0,3 0,10 | 0,0070443
16 | 3 23 28 33,7 | 21 24 50,4 0,40 | 0,03A| 0,0070203
lg 3 24 25 48,1 | 21 14 54,5 0,41 0,16 | 0,0060943
1 32533 43| 21 § 36,4 043 | 0,29 | 0,0069663
19 | 3 26 20 21,9 | 20 53 59,1 0,45 | 0,41 | 0,0069360
20| 327 17 38,8 | 20 42 56,6 0,46 | o1 | 0,0069033
21 3 28 14 57,2 | 20 51 35,0 0,48 0,59 | 0,0068682
22 | 3 29 12 16,5 | 20 19 52,7 0,5 | 0,64 | 0,0068306
23| 4 o 9363 | ao g 50,0 0,51 | 0,65 | 0,0067904
ng 4 1 6568 | 1955 27,0 0,52 | 0,64 | 0,0067476
2 4 3 4181 | 19 43 44,2 0,53 | 0,60 | 0,0067024
26 | 4 3 1 39,9 | 19 29 41,7 0,55 | 0,53 | 0,0066546
b 4 359 25| 1916 19:8 o:57 0244 0:00666)44
2 § 456 255 | 19 a2 38, 0,58 0,33 | 0,0065520
29 | 4 553 48,8 | 18 48 389 0,59 | 0,19 | 0,0064973
30| 4 651 13,9 | 18 34 20,6 0,60 0,06 | 0,0064405
31| 4 748376 | 1819 439 0,62 | 0,08B| 0,0063820
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Lucrio 1846.



Luctrio

1846,

]

41

@ PararLLasse| DrameTRo .8 .8
2 AR. |Declin.| equatoriale orizzontale | /8T 1 28T
—, | della | della } della Luna della Luna | % 3 8 -g s E
3 | Luna | Luna a a 22| 8 = 8,
. nel | nel [——=Awe—~| —~ |22 5| BS7
g d :d. | mezzo | mezza | mezzo | mezza cR £33
5 |mend-|menid-l qi | notte | di | notte ol kel
[} medio. | media. { medio. | media. 2 £
b ° ' ' ) L}

1 |12 23| 5 6als5' 2 [55 30 [30' 3 (50 sa | o 4| 4r3a
‘a 13139 515540 |56 3 {3023 (3036 | o 56| 11 59
3 114 4 J12 45 |56 27 156 53 |30 49 {3t 3| 2 o | 12 30
4 |14 59 |15 53 |57 20 5g 48 (31 18 |31 33 | 3 6|13 7
511557 [18 u 55 16 |58 44 |31 49 |32 4| 4 14| 13 51
6 |17 o |19 2§ |59 11 |59 36 |32 19 |31 32 | 5 19 | 14 44
7 .Z; § |9 15 |59 5g 60 19 |32 .ig 325 | 6 22 15 45
8 |19 g 17 41 |60 35 |60 48 |33 5 |33 13 | 7 14 | 16 57
9 |20 1 16436056 6o 59 |33 16 |33 1 8 1|18 12
10 |21 16 |10 48 |60 59 |60 54 [33 17 |33 1 8 42 | 19 29
11 |22 15 | 6 8 60 45 |60 32 (35 10 |33 3 | g 16 | 20 47
12 |23 15 | 1 10 |60 16 |59 57 |32 54 (32 44| 9 49 | 22 1
13| o g | 3 44B|59 36 |59 14 {32 32 |32 20 | 10 ag 23
511 3|8 !g 58 50 |58 26 (33 7 |31 54 | 1054 | = o
15 | 158 |12 15 |58 a2 |57 39 {31 41 [3r 28 | 11 a6 | o 2t
16 | 2 52 115 28 |57 16 |56 54 [31 16 |3t 4 | 12 1| 1 a8
15 3 47 |17 47 |56 33 |56 14 |30 52 |30 42 | 12 3 2 34
18 | 4 42 |19 7 |55 55 |55 39 [30 32 {30 23 | 13 22 | 3 34
19 | 536 (1927 |55 23 |55 g |30 14 {30 6114 9| 4 31
20 | 6 29 [18 48 |54 55 |54 45 [29 59 [29 52 | 15 o | 5 a1
a1 a1 17 15 |54 33 |54 23 |29 47 |29 42 | 5 54| 6 5
23 Z . Z « |54 15 |54 ag 57 129 33 | 16 51 | 6 45
a3 | 8 11 |4 55 |54 3 |53 58 [ag 30 {29 28 | 17 49 | 7 19
24 | 9 o {11 56 |53 55 |53 54 lag 26 |29 25 | 1B 42 | 7 49
35| 9 48 | 8 28 |53 54 |53 55 {2y 25 [ag 26 | 19 47 | 8 17
26 |10 34 | 4 59 |53 59 {54 4 |29 28 l29 3t | 20 47 | 8 43 r
27 {11 20} o ;9 54 11 )54 20 ag 35 :g 4o | 21 45.] o 8
28 12 713 agA 54 31 154 44 |29 46 |29 53 | 22 45} 9 35
29 112 54 | 7 24 |54 S5q |55 16 |30 1 |30 10 | 23 47 | 10 2
B0 |13 44 |ix 8 |55 35 |55 57 |30 21 |30 33 | + + | 10 30
31 |14 36 |14 26 |56 20 |56 4% 30 45 |30 59 | o 50 | 11 4

Effem. 1846.

6
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Lucrio 1346.



Acosto 1846.

Fasi perra Luona

in tempo medio.

pr’SATELL. ;1 GIOVE

43

ECLISSI

Tempo medio.

Luna piena «........
13 | Ulimo quarto. . .. ....
21 | Luna nuova . ...... .

.. 1055

29 | Primo quarto ......

in tempo medio.

|
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE STELLE

11y My 4t. .0 .. 2048
.3 44;06uco5.‘.......157
5|44 »5%...c..... 0 0
5 9655.4." ........ 23 10
6|l 1d3r=52........ . 18 31
‘10|71 e 4> ... .. 2054
4 |618QE .. 133
141642 Q45 .......14 7
14688 Q@5a....... .. 14 54
Sliogmgsr......... 10 2
il 5rabr. ... . a1 28

17| 54A04.54........2358

18|68k S0 ... vl 917
20| 65a*F5 ... 0000 141
a3 ottt Q4.5 .......1322
251 « 1) Spicar® ......13 5
37 [too A1) 4. ... ... 017
27| g A3 ... .. 15 49

e 4 16

ag | 14 v MM 4.0, ..

12
12
19
20

37

© 4 19 37 em.’

I. SATELLITE.

LIS T
7 58 43 imm.
227 7
20 55 %o
15 g.’: 53
9 52 1

4 20 4Z
22 43 2
17 17 24
11 45 47
6 14 1o
0 42 31
19 10 53

3591

23g 5§

at 4 19
15 32 41

II. SATELLITE.

23 43 20 imm.
13 118
3 20 21

15 38 18

18 lg

7 34 n
20 532 18

III. SaTELLITE.

14 11 20 imm.
16 19 33 em.
18 10 50 imm.
20 19 4o em.
22 10 18 imm. -
o 19 46 em.
32 g 19 imm,




Acosto 1846.

— —————— e ————————————————————————————
g18| ¢ 5 ;
g8 | Temro Tzxro Temro Wg ® g
=0 - E-g medio sidereo sidereo =r |22
s |= (5% a a a ° 2, §& 4
21219« mezzodi mezzodi mezzodi 2E 51? £
g z 3 vero. vero. medio. g2 |E=8
|5 | < z° °

h 1 3 ]

1 [sab. o 6 Fos| 844 45,'37 8 38'44133] 4 4o | 7 20
2 [Dom. [ o 5 59,37| 8 48 41,84| 8 42 41,49] 4 42 | 7 18
3{Lun. Jo 5 55,0; 8 52 34,08| 8 46 38,04| 4 43 | 7 17
4 Mart. [ o 5 50,13| 8 56 25,69 8 50 34,60| 4 44 | 7 16
5 Merc.| o 5 44,60l 9 o 16,70| § 54 31,15| £ 45 | 7 15
6 |Giov.| o 5 38,46 9 4§ 7,10| 8 58 2g,711| 4 46 | 7 14
g Ven. {o 5 5::74 9 7 56:91 9 2 24,26] £ 48 | 7 12

Sab. | 0 5 24,411 9 11 46,12| 9 6 20,83 4 49 | 7 11
9 [Pom.| o 5 16,49| 9 15 34,74| 9 10 17,38} 4 50 | 7 10
10 |Lun. | o 5 8,04| 9 19 22,81| 9 14 1%,95 §52|7 8
11 Mart. | o 4 59,00] 9 23 10,30 9 18 10,48] 4 53 | 7 g
12 (Merc.| o 4 49,42| 9 26 5;,24 9 232 g,o.’) §55]|7
13 (Giov. | o 4 39,29| 9 30 43,64| 9 26 3,59| 4 56 | 7 4
14 |Ven. | o 4 28,64] 9 34 29,51 %0 0,14l 4587 2
15 |sab. [ o § 17,46 9 38 14,86 9 33 56,70] 4 5917 1
16 Dom. | o 4 5,78/ 9 4v 59,70| 9 37 53,25| § o] 7 o
17 {Lun. | 0 3 53, 9| 9 45 44,35 9 4? 49:80 5 1]659
18 |Mart. | o 3 40,90 9 42 37,86| 9 45 46,36| 5 3 | 6 57
19 |Mevc.| @ 3 27,71 9 55 11,20[ 9 49 42,92] 5 4 | 6 56
20 [Giov. | o 3 14,07 9 56 54,07] 9 53 3g,47] 5 5| 6 55
21 |Ven. [ o 2 59,95/10 o 36,46] 9 57 36,0a| 5 6 53
22 |Sab. | 0 2 45,36|10 4 18,30 10 252:5 5 % 6 52
23 Dom. | o 2 30,34{10 7 5¢,88|10 5 aq,xg 5106 50
24 [Lun. | o 2 14,87{10 11 4o,92{10 g 25,68] 5 11 | 6 49
25 |Mart. | o 1 58,97|10 15 21,5310 lg 22,23] 5 13 | 6 47
26 'Merc. 0 1 §2,65(10 19 1,71{10 17 18,78 5 14 | 6 46
27 Giov. | o 1 25,93|10 22 41,49|10 21 15,§3 5166 44
28 |Ven. | o 1 8,80|10 26 20,87]10 25 11,89] 5 17 | 6 43
29 |Sab. | o o 51,26/10 29 59,8% 1039 8,45] 5 19| 6 41
30 {Dom.| 0o o 33,28|10 33 58,4§ 10 33 5,00 5 21 | 6 39
31 [Lun. | o o 15,14[10 37 16,73|10 37 1,55] 5 22 | 6 38




AcosTto 1846. 45

LocariTdo
della distan.
del Sole della Terra

LoXc1TUDINE DECLINAZIONE *
boreale del!a
declin.

Giorni del mese.

del Sole del Sole s a
a mezzodi m {‘ mezzodi dal Soi::n
a mezzodi medio. vero. ne’ | medio.| 2 ::czlizo

-
L]

'~
-
-
-
~
-
=

o I 1
846 2,9 | 18 4 4912 - 0,65 | 0,21B] 0,0063216
9 43 28,8 | 17 49 36, 0,64 { 0,33 | o0,00625905
o g 0,65 | 0,43:| o0,006105

1 38 22,8 | 17 18 20,6 0,66 0,50 o,oo613og
235510] 17 2 19,1 0,68 | 0,54 0,0060645

13 33 20,2 | 16 45 55,0 |- 069 | 0,55 | 0,0059970
14 30 50,3 | 16 a9 247),8 0,70 | 0,53 | 0,0059283
15 28 21,6 | 16 12 286 0,71 | 0,48 | 0,0058586
16 35 54,0 | 15 55 20,8 0,72 o,éo 0,0057879
1 o | 0,0057160

18 21 2,7 | 15 20 19,2 0,76 | 0,20 | 0,0056428
19 18 3g,1 | 15 2 26,1 0,75 0,08 0,0055685
20 16 16,9 | 14 44 18,4 0,76 | 0,06A| 0,0054g29
21 13 56,4 | 14 35 56,6 0,7 0,19 | 0,0054156
22 11 32,5 | 14 7 20,9 0,7 0,31 | - 0,0053368

23 9 20,1 | 13 48 31,6 0,79 0,42 0,0052564
24 9 13 29 29,1 o080 | 0,49 | 0,0051943
25 % 50,1 | 13 10 13,6 0,81 0,54 0,0050905
26 3 37,6 | 12 50 45,2 0,82 0,56 | 0,0050045
27 01236,71 1231 4y 0,83 | 0,55 0,0049166

27 58 19,2 | 12 11 12,3 083 | 0,52 | 0,0048266
28 56 9,3 | 11 5t 8,3 0,8 0,46 0,004[7368
29 54 2,9 { 11 3o 52,8 0,8 0,57 | 0,0046408
o 51 57,9 | 11 10 26,5 0,86 | 0,26 | 0,0045450
1 49 54,4 | 10 49 49,8 086 | 0,13 | 0,0044473

(2 23, - NSNS ENENINENEN F N ) ENENENENEN

5 247522 | 1029 2,5 087 | 0,01B| 0,0043477
5 3455135 10 8 53 0,88 { 0,14 | 0.0042464
5 443 51, 9 46 58,7 0,88 | 0,27 | 0,004 x(?)g
5 5 41 555 9 35 42,8 0,8) | 0,38 | 0,004039
5 6 39 56,6 g 4 19,9 0,89 | 0,48 | 0,0039341
5 738 1,0 42 44,5 0,0 | 0,56 | 0,0038275




46

< -
g @ 50.2
s g Lowcirupms nxaia Luma TrrupINE pxLLA Luwa -:g'é
.5 =3
3 S:_; T — | |3 & ¢
- |O® a a- a amem | 8§
g % mezzodi mezzanotte | mezzodl | notte |5 2
';g" o medio. media. medio. media. é Q‘.S
' s o . Nl s e_t Dl o 1t o 1 n LI
1 . 20 54 227 32 15| 1 38 15B| 2 10 41B] 6 51
:m. g‘tﬁgg 811 855( 24151 |31014) 2947
3 (Lon. | 8 18 8 26 | 8 25 15 26 5381; 4 226 | 8 44
gmﬂ- 9 22040 |9 9 5041|423 43944 943
Merc.] 9 17 17 45 1 924 49 56 | § 51 53 | § 59 6 |10 44
6 |Giov.{to 2326 4 |1010 £50|5 1 7| § 5747 |11 43
‘ Ven. |10 17 44 49 |10 25 24 35| 4 49 4 | 4 35 10 |12 42
. o1 8 2 4o {1r 1037 45| 41622 | 355 8 [13 38
9 [Dom. |11 18 8 35 |12 2534 10326 1 | 2 55 4o |14 32
10 |Lun. | 0o 253 44 |00 644|222 47| 148 1 [152a5
1t Ilhrt. 0171248 )| 034 1152|112 5] 00353 [1618
12 [Merc. | 1 1 357|131 749 18| 0 o 49A| o 36 38Ajr7 9
13 |Giov. | 1 14 28 1 12t v3 |1 xx 25 | 1 44 44
lg Ven. | 123728 4o |2 351t 5|2 16 12| 245 34
15ISab, | 210 9 021622533 123233655

16 IDom. | 222 33 16 | 228 40 34| 35838 | 4§ 17 5 |20 3r
171Lun. |3 44516 |53 1047 45| 43239 | 445 a2 |at1g
18 Mart. | 31648 25 | 322 4736|4511 |5 o 322 6
19 Mere. | 328 4536 | 4 44243 |5 2375 1 52 |22 51
20 [Giov. | 4 1039 9| 41635 7|4 57 50 | 4 50 35 |23 35
21 |Ven. | 4223050 | § 282627 | 44010 | 42643 |« =
22 [Sab. | 5 422 10| 51018 10| 410231 | 351 14 ] 0 18
23 [Dom. | 5 6 1439|522 515232933 |3 529}1 o
aé Lun. | 52810 4|6 4 933|239 16|23 1110] 1 43
25 [Mart. | 6 10 10 40 | 6 16 13 46 | 1 41 26 | 1 10 20 | 2 26

Ven.
Sab.

Dom.
Lun.

23 19 15
§ 39 10
17 14 19
o 839
13 26 4
27 935

VWO O

AL - O

20| 3 ro
12B} 3 56
18 | 4 45
o | 537
4o | 6 31
a5 | 7 28




Acosro 1846. 47
§ Pararnrasse| DiamxEeTRO 3 K-}
g AR. |Declin.| equatoriale orizzontale | 279 (837
— | della | della | della Luna della Luna | 5 3 8 -E 3 g
<5 | Luna | Luna a a g o|8T 2
. nel nel R S U B ) qé =] Eé n-cl
g . .1 | me2zo | mezza | mezzo [mezza [ 2T E | 2T 8
.§ merid. | merid. di | notte di notte TS|
0] medio.| media. | medio. | media. E 2
LIRSS N TR TR P TR A L "—'r
1 [15 31 xg 4A[59 12 5; 4o |31 14 |Bvag | 1 54| 11 43
2 |16 30 [18 47 |58 8 |58 57 [31 44 |33 o| 3 o 12 3t
3 {17 32 |19 21 |59 6 |59 5; 3216 (3231 ] 4§ 1|13 2y
4 118 35 |18 35 159 59 |60 23 |32 45 |32 58 | 4 58 | 14 31
5 |19 4o [16 25 {60 43 |6t o |33 g |33 18 | 5 49 | 15 44
6 120 44 [13 o |61 12 {6t 19 |33 a5 [33 29 | 6 3a | 17 1
7 |21 46 | 8 36 {6r 22 |61 30 [35 30 (3329 | 713 | 18 19
8 |22 46 | 3 39 |65 13 |61 1 |33 25 [33 1g 49 | 19 38
9 |23 45 | » 26B!6o 45 }60 25 |53 10 |32 5g g 23 | 20 53
10/ 042|618 |60 2 |59 37 |32 46 |32 3 855|232 5
“ 15|t 38 l1o 38 |59 10 |58 43 |32 18 |33 3| g 28|33 18
22 | 2 34 |14 13 [58.15 |57 47 [31 48 |31 33 | 10 3| * »

13| 3 30 |16 54 |57 20 |56 54 |31 18 |31 4 | 10 41 o 34
14 ] 425 |18 35 |56 29 {56 © [30 50 [50 38 | 11 92 | 1.28
15 |1 b 19 |19 16 |55 45 {55 26 [30 26 {30 16 | 12 8| 2 25

16 | 6 13 [18 57 |55 8 [54 53 [30 6 (2958 | 1a 57| 3 17
1717 511743154 39 |54 27 |29 50 |20 44 | 13 49 | 4 4
1 g 55 115 4o |54 18 |54 9 |ag 39 |20 34 | 14 46 | 4 45
19 5 |12 56 |54 3 |53 58 29 30 {39 28 | 15 44.] 5 ar
20 | 9 33 | 9 4o |53 55 |53 53 ag 26 |39 25 | 16 41 5 5a
at | » ] s |53 53 |53 53 |ag 24 {29 25 | 17 4o | 6 21
- 23 fre 19 | 5 a9 |53 56 {53 59 |29 ag ag a8 xg 39| 648
23 lur 6|2 3154 4154 11 [29 31 |29 35 [ 19 38 | 7 13
24 11 52 | 1 59A(54 19 |54 28 |29 39 |ag 44 | 20 37 | 7 4
25 [ta 89 | 5 58 |54 38 |54 51 |29 50 {29 57 | a1 39| 8 6

26 {13 28 | 9 45 [55 5 {55 20 |30 4 |30 12 | 22 4o | 8 3%
a lé,nS 113 g |55 37 |55 56 (30 22 [30 32 |23 43| 9 6
a8 [15 1 [15 58 |56 17 [56 39 [30 44 [30 56 | » + | 9 42
16 18 1 |59 g 9 (3123 ]| 046 | 1035
30 lg g
1

119 3 {57 .53 |58 1y |31 36 (31 50 | 1 46 11 15
6 [18 55 |58 46 59 12 |32 5 |32 19 | 2 44 1213
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Acosro 1846.
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Effem. 1846.

Sermemere 1846.
3 g ECLISSI
E Fast pxirua Luna § pE’SATELL. D1 GIOVE
3 in tempo medio. i) Tempo medio.
5 | Luna ‘pienh. R lb53' 1. SATELLITE.
12 | Ulimo quarto. ....... 019 N
20| Lunanuova . « . .4 . ... 4 II 1} 10 3"imm.
Pri o’ o 3 31 4 29 24
27 | Primo quarto ........20 é 22 57 44
— e =il = 1726 6
CONGIUNZIONE DELLA LUNA COLLE SreiLelf ¢ 8| 1154 a8
Co “in tempo medio. 10| 62249
. l; - 051 ?I’O
l: 4‘?‘»5. oo 0 v 953 ‘:5 :2235;
1 55e‘-»5.... ......183/, 17 816%5
| 2] 9B s34 ... onfl 9] 2443
1l 3{13y ==B82 ..., 515] » 23 1541;’9
*
! 7171 e X 4°.. .o.0 630 :é 'z5§?
| 1o]6e Q4. ........ 20 53 27 | 23 6 aa.
H 1064329450 .......3119 * 29 | 17 34 46
! 10]6883QP5......... 23 4§ IL. SateLLITE.
1 u wfmPSt.........1649 1 lgunaimm.
3451082 ........... 3 4o .g 332'8
14154204 5°. 5 49 'l; g 216
, P 15 251
14' 68k05-.oo0 ----- .. .5 26 !9 443 lZ
16165 550 ......... 7 51 2; 18 2 12
2
19 9t ¢t 4. 5. .......19125 29 23;;2
22| «all}) Spica1.® ...... 425
23 1o AL 42 ... ... .. 5 49 III. Sateiiire.
/ 3] 6 817 imm.
23| g A3 . .......21123 3| 819 gem.
aS|gryImy 4 ... .. . 10 § 10 | 10 9 35 imm.
# 10 | 1219 4 em.
:l8 4‘ Pl»s'. ...o..o.-‘7 35 . l7 14 349 imm-
29 |S5e »50......... 2126 ”Z 1319 1 em.
2 18 6 4o imm.
39 9B B3 4% .......18 ¢ 24 | 20 19 36 em.
o 13 yv=52....... .. 14 33

~3



[2d
o

SeTTEMBRE 1846.

alsl| 8. . b2l s
g § 8| Tenro TEMPO TeMro DE P 5
= |5 Eg medio sidereo sidereo | g > ‘33 >
s |9 |88 a e | T s®
2= |9 mezzodi mezzodi mezzodi 2 § g,g ]
5 g % vero. vero. nredio. g2 &~ s
S|s| © 2%
LB ) L] L /] b oy by
244| 1 |Mart. |]a3 59 56,5810 4o 54,67|10 4o 58,10] 5 23 | 6 3;
245 2 [Merc.|23 59 37,71|10 44 32,30{10 44 54,65| 5 25 | 6 3
246] 3 |Giov. |23 59 lg,g?) 10 48 ¢,63|10 48 51,21| 527 | 6 33
247| 4 |Ven. |23 58 59,0810 51 46,68{10 52 47,96| 5 29 | 6 31
248] 5 [Sab. [23 58 3g,40[10 55 23,49|10 56 44,31] 5 30 | 6 30
. . . ]
249] 6 [Dom. [23 58 19,49|10 59 o0,05[t1 o §°’86 531|629
250 Lun. |23 57 59,34|11 2 36,41{11" 4-37,43] 5 33 | 62
251 g Mart. |23 57 53:99 11 6 12,58|11 8 3§,g8 535|162
a5a2f 9 [Merc.[23 57 18,4g|11 9 48,5811 12 30,53| 5 36 | 6 24
253] 10 |Giov. [23 56 57,87|11 13 24,45|11 16 27,08 5 38 | 6 22
254| 11 |Ven, [23 56 39,10[1x 17 o0,18]11 20 23,63| 5 4o | 6 20
255| 12 |Sab. {23 56 16,25|11 20 35,82|11 24 20,18 5 {2 | 6 18
256 13 |Dom. [23 55 55,30|11 24 11,37|11 28 16,73| 5 44 | 6 16
257| 14 |Lun. [23 55 34,31|11 27 46,87|11 B2 13,38 5 45| 6 15
258| 15 |Mart. 23 55 13,2811 31 22,35|11 36 9,83] 5 47 | 6 13
259| 16 [Merec. (23 54 53,33|11 34 59,77{11 o 6,38 5 48 | 6 12
260| 17 |Giov. [23 54 31,a56[11 38 35,19|11 44 2,94| 5 50 | 6 10
261| 18 [Ven. [23 54 10,0811 42 8,62[11 47 59,50| 551 |6 ¢
262| 19 [|Sab. [23 53 49,05|11 45 £4,09|11 51 56,05 5 53 | 6 Z
263| 20 [Dom. |23 53 28,08|11 49 19,61|11 55 52,60| 5 55 | 6
264( 21 (Lun. |23 53 g,17]11 53 55,1911 59 4q,15| 55716 3
265| 22 |Mart. |23 52 4%,3% 11 56. 50,82 13 3 45,70| 5 5§ 6 2
266| 23 |Merc. |23 52 25,59]12 o 6,59[12 7 42,25| 559 | 6 1
269| 24 [Giov.[23 52 4,95|i2 3 42,4512 11 38,80 6 1 | 5 59
268| 25 |Ven. |23 51 44,47|12 7 18,46{12 15 35,35| 6 2 | 5 58
269! 26 (Sab. (23 51 a24,13[12 10 54,61|12 xg 31,90/ 6 3|5 5;
270, 27 [Dom. {23 51 3,94{12 14 30,93|12 25 28,46/ 6 5|55
271] 28 |Lun. |23 50 43,93|12 18 7,42]12 27 25,01/ 6 6 | 5 54
272| 29 [Mart. (23 50 24,14|512 21 44,13{12 31 21,56) 6 8 | 5 52
273[ 30 |Merc. 23 50 4,58[12 25 21,06[12 35 18,11} 6 9 5 51




SETTEMBRE 1846. S1

P————————————

. Loonrruo.
Loxcrropinz DecLinNaziONE Larrr, della distan.

boreale del Sole !
del Sole del Sole . a della Terra

dal Sole
a mezzodi mezgod] a mezzodi
a mezzodl medio. vero. A ) medio. medio,

Giorni del mese.

[}
0:6!3 0,0037301
9 34 14,2 0,63 | 0,0036119
10 33 23, 0,62 0,0035031
11 30 33,6 0,57 | 050033937
12 28 45,6, 0,50 0,0032839

13 26 5 0,42 0,0031935
14 25 lg:g 4 o,oo.’)o(zny
15 23 32,5 94 0,0029516
16 21 51,9 _ 0,0028403
17 20 13,4 ‘ 5 0,0027283

18 37,0 37 37, 0,0026159°

519 17 2, 0,0025029
5 20 xg 3o, 0,0023894
5 21 14 0,6 0,0022749

" 5 23 12 33,8 54 090021?)96

523 1t g,S 0,0020434

524 94 « 0,0019261
8 'n,g o 0,0018076

33 | 3 0,0016882

g 46,2 0,0015676

4 31,0 0,0014458
319, 0,0013230
2 6% 0,0011991

0,0010742
. 0,0000485

26 | 6 2 58 43, 1 10 58,6 0,98 | 0,56 | 0,0008222
2 6 3 57 59,0 1 34 23,5 0,98 | 0,64 | 0,0006054
2 6 4 56 36,5 1 57 47,2 0,98 | 0,69 | 0,0005681
29| 6 5 55 35,8 2 21 10,9 0,98 | 0,72 o,ooo“og
30| 6 654 36,8 2 44 32,8 0,97 | 0,71 0,000313




S2 SETTEMRRE 1846.

gl 4 g 0.8
3 g g
8 § LonerrumiNe penta Luxa _g s
. o - R

3 § § T T —— e — 3 -E °
- a a .E g
§ = mezzodi mezzanotle | mezzodi | o
3 3 medio. media. medio. media. |3 &g
S7..

s o I U $ o 0 1| a_t n °o I N LI}
1 [Mart. | g 11 20 35 | 9 18 35 46 | § 52 29B} 5 a2 4B| 8 26
2 [Merc.| 925 57 10 f10 325565 6565 639|925
3 |Gi .10105?)12 10183952 {5 1 6} 45015 |10 23]
4 1026 643 11 344 2714 3413( 4 1315 {11 20
5 i1 11 ar 43 |1 18575 347471318 a1 |12 16
s
6 11262928 { 0 359 3424536 21016 |13 11
7 o112027 o183721 133 5] 05450 |14 5
8 0254743 ] 1 25110{0161§] 022 2A|1f 59
9 1 26754 1 16 36 55 | o 59 224] 1 35 15 [15 52
o 1331926 | 1 295522 {2 913} 24054 |16 45

3 625 8l 2134912 |310 a3 366 l§37
219 8 512252318 |3593a] 41939 |0 27
3 1322513 723858|43563s]| 450 § |19 16
3134229 ] 31943 % So-lg 5 7 10 3
3254255]4 140 4]51025]5 1025 20 48
§ 7330 | §133217|5 7 5}5 o0ay [ar 33
4 19 27 45 ézSn.” 15|45 37143 5% 22 16
5 119 4 71539 4 § 2 47 |22 59
5131345 | 51911 5(3 411 317%2561
525104116 11145 235047222023« =

6 71431 {61331910 15212110340 24
61925551 625345804748 01413 |1

7 1463417 8 0570 19478] 053 50B] 1 &
7141824 1 73039 13| 12731 ]2 028|243
737 337 |8 331592323133 221|333
810 4§36 | 81641 46| 33026{ 3 56 4 226
82323 459 o 10 47| 418 47| 4 38 11 20
9 7 3 olg14 0314535205 528|616
93t 38| ga8x v |51238]515 5 13
10 513355 1012 41 3|5 1238 559 9




Serrevane 1846. 53
§ . |Paraviassz|DiamxTRO K] K
g | AR. [Declin.| equatoriale | orizzontale, 'fg g g'?,
— | della | della | della Luna | della Luna | & & 238
= | Luna | Luna a a §"’ ol 89
‘8 ne!d nel 4.| mezzo mezza | mezzo | mezza hé:: g §=:§'
& |mendmerid.) gl potte | di |motte | TSmO
O medio.| media. {medio. | media. 4 8.
LY ISR MNTA R RI2 S A ! L) [
119 9 x729A593éGo 1 |32 32'45' 3361|132
"2 |20 11 |14 47 |60 23 |6o 41 |32 58 |33 8 én,’: l§35
3 |2t 14 |10 5‘ 6o 57 |6¢ 8 |33 16 |33 22 51155
4 la2 15 Gio'sllg 6116|3326 {3339 541112 8
52315 117 |6115 (6t 5 3525|3331 616 xgzﬁ
6| o4 3 48B|6o 53 {60 36 |33 14 |33 5| 6 52 | 19 4o
112 | 8 31 |6o 16 |59 52 |32 54 |32 4xr | 7 26 | 20 55
g 210 1234 {5926.|58 58 |32 a7 32 51| B 1}aa 6
9013 711543 |58 29|58 o |31 56 |31 4o | 8 38 | a3 3
10| 4 11951 5731 |57 3131243t g gug| » +
11 | 5 o {18 56 |56 37 156 11 {30 54 |30 4o | 10 o 16
12 | 5 54 |18 58 |55 43 55 27 |50 38 |30 16 | 10 5 I
131647 [18 3155 8 |54 55|30 62957 | 1146 2 e
14 Z 39 [16 17 |54 36 26 |29 48 |29 42 | 12 4o | 2 £3
15 ag 13 48 154 15154 7 }29-37 {29 33§ 2336 | 3 ax
16 17 {10 43 |54 1 |53 58 |ag 30 |29 28 | 14 3 5 53
17 xg Z 13 5% 56 |55 56 ag 27 {29 27 lg 3 4 23
18 |10 50 22 {53 59 {54 2 |39 28 129 30 | 16 33 | 4 51
19 |11 37 | 0 38154 7 |54 14 {290 33 |29 36 | 1730} 5 14
20 | » ]|+ « |54 81 |54 30 |29 40 |29 44 | 18 30 | 5 44
ar |12 24 | 4 54 54 50 |29 50 |29 56 | 19 32 | 6 13
a3 {13 13 Sg? 5531;l 55!432:50 ‘3254 6 39
23 |14 3 hia 3 |55 27 |55 41 |30 16 |30 22 2136 ] 7 10
24 |14 55 |15 3 |55 56 |56 12 |30 32 {30 41 | 22 39 | 7 45
a5 |15 49 |17 19 |56 29 |56 47 |30 50 {35t 0] 2339 ] 8 a4
26 |16 46 |18 4o |57 6 {5726 |31 10 {3131 | » =] g2
27 |17 45 118 57 |57 46 [58 7 |31 32 {31 44| 036 |10 §
28 |18 45 8 a 5§ 28 |58 49 |31 56 |52 1 a8 | 1t
29 {19 45 {15 56 {59 10 {59 29 {32 18 {32 2 2151121
30 J20 45 |12 43 |59 47 |60 4 |52 38 |32 47 | 2 57 | 13 37
J
)] _—
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OTroBrE 1846.

Fasr pErLrLa Luna
in tempo medio.

G10ANI.

85

-~ ECLISSI
DE’SATELL. DI GlOVE|
Tempo medio.

Luna piena ......
Ultimo quarto. . ..
‘Lima nuova . . ... ...

Primo quarto . ..... ..

Coxummzto'n pxLLA LUNA COLLE STELLE

in tempo medio.

. 10%43

16 45

« 20 20

34

A ! U A
61 3 Q4.
64 Q4.5 .......
BB QP55 e
104mPS5r...... ..
51052, civeninne
542045*........
68kOo5* .........
65a* %50 . ... ...
91 ¢t Q4.5 .......
100 A 1)) 4. .
ga® A3 ...
LTI 1 (V3 A
7 x Ofiuco 5.4, ......

.

G »580 .........
55ed» 52 . ,..... .
9B 83 42 .......
13y == 52.. .o

‘17 25

5 53
6 a1
7 4
I 20
It o
13 7
20 4o
14 50
2 22
12 4
3 a4
15 39
a1 45
23 21
8 4a
0 37

. ar 25

1. SATELLITE.

Y
1 3 7 'imm,
6 31 a9

5r

16
x 5638
8125 1
2 53 24
ax 21 5o
15 50 13
10 18 37

23 xg a8
17 43 52
13 12 19
6 4o 44
1 913
19 37 38
14 6 6

I1. SATELLITE.

ag g o imm.

13 33 48
1 52 4t
15 10 36
§ a9 26
l7 47 22

zo 94 2

IIl. Su-nmn.

22 55
o m 3
unm.

4 19 ég em.
6 4 17 imm,
8 19 31 em.
10 3 20 imm,
12 19 23 em.
14 2 52 imm.
16 19 41 em.
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OrrosRre 1846.



Orromre 1830.

ee——

@ ParaLLASSE| DIANMETRO ] K]
8 AR. |Declin.| cquatoriale orizzontale | 27| & g'§
— | della | della | della Luna della Luna | 5 3 8 § 2 2
5 | Luna | Luna a a g oleT e
I e R e I EEL IR EE
8 | merid.| merid, | mezz0 | mezaa | mezzo | mezza | = S5|ESs
k] ‘| di |notte | di [ notte BT
) medio.| media. | medio. | media. 4 g
b o, 1 (] ron ] rn b hoy
1 |ar 45| 8°36l60' 18 |60 ag [32'58 |33 1| 336 | 14 41
2 {22 44 | 3 51 |60 37 |60 41 |33 6 {33 8| 4 11| 1558
3 |23 43 | 1 10B|6Go 41 [60 37 |33 8 (33 6 | 4 45 ] 1713
410o4a3)]6 56029 |60 18|33 1 |32 54| 5 20| 18 a8
51 1 4o |10 31 |60 2 |59 43 |33 46 {32 36 | 555 | 19 4a
6| 2 39 |14 12 |59 ar |58 Sg 32 24 (32 11 | 6 33 | 30 54
713 38 [16 53 |58 32 |58 31 57 |31 43| 712 ] 21 59
81 4 35 [18 28 |57 37 |57 10 |31 27 |31 12 57 | 22 59
9| 5 33 |18 58 |56 44 |56 18 |30 58 |30 44 g 46 | 23 52
10| 627 |18 24 |55 55 |55 33 |30 31 |30 20| 937} = »
11| 7 19 {16 56 |55 13 |54 55 |30 29 59 | 10 31 o 38
12 10 {14 43 |54 41 |54 29 |29 5? a9 45| 11 28] 1 20
13 | 8 59 [11 49 |54 19 |54 12 |29 30 [29 35 | 12 26 | 1 53
141047838 |5 7154 4 |29 35 |29 3v | 13 24 | 2 24
1511033 [ 944 |54 4|54 6 |29 31 (2932 | 14 24| 253
16 |11 20 | o 48 |94 10 |54 16 |29 55 (29 38 | 1522 | 3 20
17 |12 3 14A|54 24 |54 34 |ag 42 |29 47 | 16 20| 3 46
18 [12 55 | 7 11 |54 44 |54 56 |29 53 [30 o | 15 22 | 4 1§
19 |13 45 10 53 {55 9 |55 23 |30 7 |30 14 | 18 46 4o
20|+ « |« «[5537 (55 51 |30 22 {30 30 | 19 28 10
21 14 38 [14 7 |56 6 {56 20 |30 38 |30 46 | 20 32 | 545
23 |15 32 |16 4o |56 35 |56 49 |30 53 |3t 1 | a1 33 | 6 24
23 |16 29 |18 20 |57 4 [57 18 |31 g {3t 1 22 32| 7 8
24 xg 27 18 57 |57 Ba |57 47 |3r 25 |3¢ 35 [ 25326 | &
a5 18 26 [18 24 [58 1 [58 15 (31 4o |51 48] « «| 9 1
26 |19 26 [16 41 |58 28 [58 42 |31 55 (32 3| 013 | 10 6
27 |20 25 |13 54 (58 55 |59 7 |32 10 {32 16 | o 55 | 11 15
28 |ar 23 {10 11 |50 18 [50 27 |32 22 |32 27 | 1 34 [ 3225
29 122 20 | 5 {9 |59 35 {59 42 |32 32 |33 36 a2 811339
30 23 17 | 1+ 2 |59 46 |59 48 |32 38 |32 39 | 2 41 | 14 53
31 1° 14 | 3 49B|59 48 |59 45 {32 39 {3237 | 316 | 16 j




60 Orrosre 1846.
POSIZIORE DEI SATELLITI DI GIOVE.
Oriente 130 o Occidente
= == 3 YBle) §===—_'—'_—_.—l—
a| 4. 3. Oa 2
3] 4 3. . O =Y
[ 4 S5 a O a
5 4 1 30 a
6 4 O 12 3
7 43 a O 3,
8 3 Or1.4 3.
9|10 3.0 24
10 3. 1. Oa. 4
1| 3 a O a1 4
12 | .3 Oa 4.
13 O 143 §
14 ..t O 3 4.
15 a O 1 3.4.
16 3410¥4. a
17 3. 4 1.0 2.
18 4.3 a2 Oa
19|20 4 "3 O
20| 4. O a3
21| 4 a2 O 3
23 4 2 O 1 3.
23 4 103
| 24 3% 4 O 32 o1
a5 | 3 a, Orx 4
| 26 3 rnaQ -4
37 O 143 a. 4
28 1 3.0 3 4
239 3 O 1 3. 4.
30 a O3 a 4.
31 3. 1. 2. 4.




Novemsre 1846.

Fas: pELra Luwna

in tempo medio.

61

ECLISSI

px’SaTELL. DI G10V
Tempo medio.

CoNGIUNZIONE DELLA Luowa eou.l

in tempo medio.

‘_l
.4
K
4
5
7
7
8
9
3

71e42...... ee.o 315
(61 P P4 «v . 15 5o
64 3 < 4. 5. .

8B YPS ..., 17 1
10§ m ¢ 5° ..

51p588 ... . 19 35
54204 5.

68 k O 5. .

65 a* § 5.0,

ot ¢ §) 4. 5.

too A I1]) 4. ..

g a® A 38,

B 2EREEREE .
BpyMyp4t... .0 .

9 x Ofiuco 5.°. o
44»50........ .

L. SarzLLITE.

g"sg's;"imm.

a1 % 31
16 o 3
:o 28 39

385

176 3
122255
65:

352

158
8 5a
313 57
ar 42 3
16 11

II. SaTaLLITE.

’g 42 42 imm.

12 1 26

1 5? 23

14 56 x

414

17 32 34
6 50 34

IOI. SATELLITE.

18 2 26 imm.

20 20 5 em.

22 2 45 imm.

o 31 15 em.

2 2 31t imm.

4 ar 54 em.

6 2 26 imm.

8.92 40 em.
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NovEMBRE 1846.
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Noveusre 1846.
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Novemere 1846.
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Giorni del mese.

PararrLass:
toriale
della Luna

della

mezzo
di
medio.

DiamzTRO
orizzontale

IR N

Luna
a

mezza
nolte
media.

Nascere

della Luna
in tempo medio.

Tramontare
della Luna
in tempo medio.

rn

31 37

131 20

3t 2
30 41
30 23

' n
31 a3

31 l’;
30 52
30 31
30 13

- N
O AN

30 ‘4
35
2935
29 36

50 |ag 44

29 56

29 5
29 Sg
29 38

S0 ® |\ aneuy

-
-

v O .
QOO0 =

29 ga
29 54
32 11
30 32
30 56

a9 4§
3
30 a1
30 44
3t 9

gl' 21
1 46
3a

32 23
32 34

31 34
31 59
32 16
32 ag
32 37

32 38
32 39
32 3o
32 20

32 8

32 38
32 34
26
14

1

3: 53

5

r 8

|30 55

30 37




SN . O .1
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1846.

SEMIDIAMETRO DEL SOLE,
TEMPO SIDEREO IMPIEGATO DAL SOLE A PASSARE PEL MERIDIANO,
E LONGITUDINE DXL NOPO pELLA LUNA
A MEZZOD} MEDIO.

e OIS VSRS e | |
Somidim, | o Longimd.“ Semidiam. ":;r Longitud
Ciorni. | del Sole |dal Sole| del nodo || Giorni. | del 8ole |dal Sole| del nodo
) in arco. ;.‘;”:': defla Luna, ' in arco. ;:r::e della Luna.
1 16' 17':8 2'22”,1 7'1.':53” £ 6 15',45':6 a'r;:u 7' 3°41'
16 17,7] 2 a:;:z 7 13 13l B, 12| 15 45,712 164| 7 3 23
=, x.z: 16 17,4|3 3 7 12 54| © 18! 15 46,013 156| 7 3 3
© 19| 16 17,03 1g,3] 7 12 3 24| 15 46,5]| 2 14,6 7 3 44
25| 16 16,4 2 18:1 7 13 16 30| 15 47,2|2 13,6/ 7 2 25
. 31| 16 15,62 168] 7 11 5 5| 15 48,0|2 12,6/ 7 2 6
6] 16 14,6 |2 15,5/ 7 11 3 11| 15 48,9|a 11,6 7 1 46
a 13| 16 13,5| 2 14,1| 7 11 19} © I% 15 50,0[3 10,7] 7 v 37
5 18] 16 12,32 12,8] 7 10 59| 33} 15 51,2|2 g8/ 7 1 8
S 24| 16 11,0 ]2 11,6/ 7 10 o 29 15 52,512 9,11 7 o 49
2 2| 16 9,5|2 10,7] 7 10 21} @ 4| 155392 86| 7 o 39
g 816 8:039,57)7109310 1555:498,37011
© 14| 16 6,5]2 9,3 7 943 g_lﬁ 15 56,9|a2 8,1] 6 ag 52
20| 16 4,8(3 g0| 7 9 24 23| 15 58,5|a 8,2]| 6 ag 33
26| 16 3,1({a2 88/ 7 9 b ® 28| 16 o,x|a2 8,5| 6 a9 14
> 1[ 16 4|2 89| 7 8 46 4| 16 1,8{a g,1| 628 55
5, Z 15 5092 ol 7 8 3 S,q 16 353 0.8| 6 28 36
® 13| 15 58,1|3 g7l 7 8 J 16| 16 5,1 |2 10,6] 6 28 xg
19| 15 56,53 10,4 7 7 49| © 23| 16 6.; 2 11,7] 6 29 5
25| 15 55,0|3 11,1 7 % 30 28| 16 8,3|2 13,0| 6 27 39
& 1| 155353 11 ull 2 3| 16 9,8]|2 14,3 6 29 20
é g 15 59:1 2 la:g ; g52 3 g 16 11,32 15:7 627 o
o 19| 15 50,8 |3 13,9 7 6 52 5 19| 16 12,52 17,1| 6 26 41
191 15 49,7 |3 14,9] 7 6 13 a' 21| 16 13,7 |2 18,5 6 26 23
35| 15 48,7(3 158( 7 5 54/ % 7] 16 14,82 10,0| 626 3
31| 15 42.8{3 16,6 535 & 3| 16 15,7| 2 20,8] 6 25 44
© 6 15‘7:0 2!7:2;5!6 §g 161’2221,7 6 25 25
£ 12| 15 46,4|2 17,6] 7 4 59 19| 16 17,1 |2 22,2 6 35 6
°§ 18] 35 {6,019 19,8 7 38 ar| 16 17,52 22,4| 6 24 47
o 24| 15 45,719 17,8f 7 19 ag]| 16 17,73 234 6 24 28
30| 15 65.g 2 172,6{ 7 0

Effem. 1846.

10



Posizion1 DI MERCURIO DI SgI IN SEI GIORNI
A MEZZODi MEDIO.

§ g 4
2 g g5
3 2 £*
=
LI
3 51
316
2 58
2 53
2 57
31 | 9 19 56| 0 34Alig 26 [22 32 18 21 |22 45| 3 9
Febbrajo 6 | 9 28 31| 1 16 |20 3 |ar 41 |18 31 |22 59 | 3 27
12 (10 7 41| 1 44 |20 42 |20 2 |18 37 [ad 14 | 3 51
18 [10 17 23] 2 3 |21 23 [17 36 [18 42 |23 50 | 4 18
24 |10 27 36| 2 7 |23 2 |14 18 |18 43 |23 46 | 4 49
Marzo 2 |1r 8 27| 1 55 |22 43 |10 12 |18 43 | o 5 a5
8111953 1235|2324 | 5501842022 |6 2
1440 141]035) 0 2o 6B[1838 | 0 4o | 6 42
20 | 013 11| 0 32B] 0 48 | 5 41 18 31 | 0 57| 7 23
26 | 023 7| 1 44| 133 |1036 (1822 |1 9| 756
Aprile 1)1 o 4| 244 ) 14814 3|18 8| 110|813
g r 310/3 9] 1591533 (1740|0588 7
3|1 220] 246 1 56 |14 54 [17 26 | 0 34 | 7 38
19| 028 50| 134 | 1 44 |12 33 {17 o [23 56 | 6 5a
25025 1o 54| 132 g36 1635 [23 20 63“
Maggio 1 |o023 3| 137 ] 127 ] 726 |16 18 [22 53 | § 26
% 02351/ 245 ) 13264316 3122335 3
15037 14 316 | 1 45| 7 26 [15 48 [22 23 | § 56 |
191 2493192 6918153823205 3
25| 11010/ 258 | 234 |12 2 [15% |2294 | 517
) 31119 Z 216 |3 g [1518 1537 |2a 35| 5 43
Giugno 6 | r 29 35| 1 19 | 3 50 [18 45 |15 29 [22 53 | 6 17
12 | 3 1t 27| o 14 | § 39 [ar 54 [15 38 [23 18 | 6 58
18 | 2 24 19| 0 48B] 534 |24 7 |15 58 |23 50 | 7 42
24 |3 72220 133|632 |2f 47 {1637 | 023|819y
i 3 [ 319 47] 152 | 726 |33 30 |17 4| o 54| 8 44
———— —
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Effem. 1846.

I

81



82

i846.
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.1846.
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APPENDICE
ALLE EFFEMERIDI

DELL’ ANNO 1846.
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SOLSTIZI
OSSERVATI COL CIRCOLO MOLTIPLICATORE
DI RmcntljBACH |
NRGLI ANNI 1843, 1843 & 1844

i o

DA

FRANCESCO CARLINL

Alle osservawioni pobblicate nell’Appendnce a tueste Effe-
meridi per I'anno 1844 aggiungo quelle fatte posteriormente
sino al solstizio estivo del 1844, Prima di tutto perd mi core
viene preseatare una nota-di errori di cifre che sono scorsi
nell’ Appendlce suddetta, della quale. trovaadomi assente men-
tre si etampava, non - ho potuto io stesso rivedexr le prove.
Questi errori non alterano in nalla le cifre dei risultamentd
finali che trovansi alla pagina 89 ed alle seguenti dell’Appendice
suddetta; cid nhll’ ostante ho ¢reduto conveniente il ripro~
durre corrette le tavole dalla pag. 63 alla 88 in ¢ni si danno
le ridusioni delle osservagioni, limitando I'errata alle prece-
deati che contengeno le oeservazioni originali.



Appendice alle  Effemeridi pel 1844.

17
18

22

9 gennajo
7 giugno

9
37

a8

4 luglio
12 dicembre
0 .

3 gemnajo
‘

~ 13 giugno
-a% :

" 6 luglio
31 dicembre

N NN B O AN N

L)

[ B B, S

-65.
154 | a
148

oo
* 0,4
90

93 41

150
220°
181,68

137
§3"41

57! 27"',78
6,70
fra Ie
28,25

57,00
127°
292°

56! 50"

142:'0,7""’

T ‘ 0 -
30 3af

69
155 | 277
145
43 o
1800
- o,‘
or°
§ 4o
30 35!
93 43
150,5
320°
181,18
13z
Batge |
[ cancelli la
serie d’osservazion
4t 184,58 -
- 770
" fra le
25,35
a9%,00
‘237°
L
18" 56/ 50¢




Giorno.

7 ivgno
7
g dicembre

.23
a9
31
9 giuguo

28

4 luglio

5

9 dicembre
6 giugno
9"

M POODOONOGILE B Y W

976
26x
93
g5
110
13 6
59/
163
si cancelh
225°
185
27 10,00
27 10,66
59 20

6 giugno

370 0




6

Tl miarfmn ra dicamhre 18471 in avant ha ealealatn i1 tava

jemale 1843 = 0,078 — 0,0015 (I — 1062)

0,547 — 0,0015 (I — 175)

. 0,508 — 0,0015 (! — 210)
estivo 1844

0,470 — 0,0015 (I — 246)

0,620 — 0,0015 (I — 141).
11 primo valore di « mel solstizio estivo del 1844 ¢ stato

adoperato dal giorno 8 al 13 giugno, il secondo dal 14 al
16, il terzo nel giorno 17, ed il quarto dal 18 sino alla fine.







i

Tempi Estremi Barometro 1
Giomi. dell’ Archi letti. e ‘
‘ orologio. della bolla. termometro.
"8‘2 LY [ e o t.Nn Barom. i
15 Dicembre] 16 52 o | gt 329 #alo 29 57,13 | pat tn. |
‘ 52 4o ] ot 327 28 0,35 §
53 20 4
54 o :
55 20 125 ar 3,75 {Term. internc
5 o * 20}
56 4o |- |
57 20 :
4o 10 52,83 T ‘
58 4o | o3 %5.5 erm. esterno
5930 | 925 | 3255 *+ 3o
17 o o
o 4o 315 1 51,39 %
mezzodi vero 15 56 48 ],
16 10 53 o | 101,5 | 319,5 [315 1 48,94 Barom.
53 o} o9 | 3175 27 11,02 |
54 30 !
55 o
56 120 %0 7 381 |yerm. interno
57 o * 4’2
4o
20 |
- 145 10 35,97 Term. esternof
59 4o | 103,5 | 3185 +« 57 |
11 o 20| 1005 | 315,5 ‘,
: 4(; 60 12 19,80 i
mezzodi vero 17 0 29
i




Tempi
dell®

orologio.

Archi letti.

Barometro
‘e
termometro.

1842
17 Dicembre

B
17 34' (;'

34 4o
35 20
36 o

37 20
38 o
38 4o
39 20

40 4o
41 20
42 o

42 4o

mezzodi vero

17 37 35

6o 12 16:96
335 24 3145

250 36 24,07

165 49 35,26

poll.  Ua.
27 10,60

Term. interno}

+ 5.4

17 jo o
40 4o
41 20
f2 o

43 20
44 o

44 4o
45 20

270 o 4,05

185 27 30,80

100 53 19,34

47 20
48 o
48 4o
49 20

lmezzodi vero

17 45 46

16 19 29,99

Barom.
27 11,90

1

Term. i

20

nuvolo

1745 o
45 4o
46 20
47 o

mezzodi vero

App. Eff. 1846.

17 49 52

16 19 29,95

291 50 43,91

Barom.
a8 0,28

Term. internc
+ 5y

+ 6,3




Archi letti.

nn o 1! '
2 {207 ax sé,i
agg,S 7 7

122 54 48,01

38 25 535

314 1 0,70

314 1 1,02 Barom.
’ 27 10,65

229 35 537 Term. internc

+ 2,8

145 2 45,39

60 4o 53,14
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Tempi
dell’
orologio.

Archi lett.

-
-

oo,
wn

U=
[
o¢e

138 15' 44,59

B
olo o

(=,
B

226 18 1,80

3t4 a2t 16,11

poil. la.
27 8,00

Term. interno}
Term. esterno}
31,0 |

ki

»

328 33 55,46

AR
OOOPOOOO (= - -

-
(=}

66 38 34,26

144 45 40,23

" Barom.
27 6,60

alo
0O ®|on|ocww wlarte] = loween ot - - o
-
© 0 O

-
-]
»
(=}

245 45 45,06

232 55 31,84

3ar 7 16,45

Imezzodi vero

App. Eff. 1846.

32r 7 16,86

49 24 31,95

137 41 6,13

37 6,42

Term. interno
+ 17,8

Term. esterno
+ 18,9




dell’

orologio.

della bolla.

: Barometro

b
615 o
15 4o
16 20

I70

157041' 0'187

19 ©
19 4o
20 20
21 o

imezzodi vero

18 3t

314 31 9,00

226 6 29,65 |

Term. interno
+ 18,1

5 32 4o
33 20
34 o
34 4o

314 31 2,14

imezzodi vero

6 30 49

§3 30 51,57

Term. esternof
+ 18,8 :

1 Lugho

632 o
32 4o
33 20
3 o

55 33 50,77

144 46 15,46

36 o
36 40

3
3 o

mezzodi vero

6 34 55

233 59 43,80

27 10,00

Term. internc
+ 18,8 |

Term. esterng ‘
+ 20,0 f

2

63 o
gﬁ 4o
20

.’)g )

4o o
4o 4o
41 20
42 o

imezzodi vero

6 38 59

233 59 43,80

323 29 23,32

52 58 55,56

Barom.
27 10,90

Term. interno
+ 194

Term. esternof
* 20,45




della bolla.

1843
3 Luglio

339
.341,5

136 3 43,9

336,5
3412

223 50 57,25

315 39 31,06

340,5

339  [513 39 159

43 45 26,37

133 53 39,72

Term. internc
+ 22,5

Term. esterng




Tempi
dell
orologio.

1843 Wy == o 1
5 Dicembre| 16 {1 o a0 |70 ©
| 2. 4o 2855 |

43 20

43 o
181 5 38,22

45 20
46 o .
2; 4: g2 11 16,03

50 ;io
g; 2.2 . 3 a1 13,45

52 fo ',
mezzodi vero 16 44 4a

B7o e 405 |

181 36 l‘l’n

93 12 30,19

4 51 1535




at



198" 43 47,29

111 4o 38,23

24 36 32,53

279

|ag7 33 23,53

2ty

297 33 23,72

ara 33 47,25

127 33 14,54

42 34 18,88
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" Tempi Estremi Barometro
Giomi. dadd Archi letti. e
orologio. della bolla. termometro.
1“5 b mm nm Barom.
7 Di 1808 o | 83 | 2985 |106"48 54106 | pon. 1. -
18 4o | 127 | 203,5{: 28 1,96
19 20 ‘
20 o
ar 54 58,05
23 o Term. intern
a3 40 * 2,5
a3 20 §
24 o 297 3 58,14
35 4o [ 1355 | g8 T
:7 1™ |9 ara a5 15,9
27 4o
mezzodi vero 18 21 26
8 - 18 22 4o | 138 '235 212 15 13,50 Barom.
23 20 | 132 288 28 1,40
24 o
2§ 4o
127 14 12,59
° Term. intern
2’% ‘o L ] \7’,7
a8 20
29 o 42 13 13,04
30 40 | 151 285 'l‘er::. ;:?m
g; 20 133 | 2875 [515 15 7,69
32 4o
vodi vero 18 25 47
App. Eff. 1846. 4



Tempi
dell

orologio.

13 .
18 28( 41;'

19 20
30 o
30 4o

31 7° 15 '07

32 20
33 o
33 4o
34 20

183 8

232 1 34,68

146 48 55,95

mezzodl vero

1830 o
30 4o
31 30
32 o

t

3% o
34 4o
35 20
36 o

38 o
?:;8 4o
9 20
4o o

34 29

61 23 11,55
335 54 32,89

250 29 33,25

146 48 55,50 | '

Term. interno

o+ 38 |

Term. esterno)

34 o
34 4o
35 20
3% o

250 38 34,27

38 o
38 4o
39 20
40 o

42 o
42 o
43 20
44 o

mezzodi vero 18 38 49

(164 46 9,48

79 2 26,11

353 20 11,85

Term. internof
+ 3
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aaqudiq Zegt

FELE G+

-
-
-
-
-
-

++++ 22

ofsumey gegs

‘ouduis gegI




zeuit.

a
s 1,62

e 0,83

n-.u;,:'m' ‘
+ 9,78

15,64
~15,28
o~ ”83
~ 5,83
* 4,57
0,00

++ 1V

= 5,95
- 8,32
s 3,“
= ]’“
C ] 8,67
+10,58

++ 42

»i3a2503

13,74
+10,35

L |

- 33,3‘
» 56,46
- 97063
- 3645

- Imy66
184,98
- 85,34

LIy A



Ridwzione .
dell’arco quadrupla
o~
- al
merid.

n
182,67 |4

=~ 37,80
- .7938
L ”,4'
~ 18,57
- 6”99

1A v+ ¢+ %

= 7590
~166,71
-~ 35,03
v 34,65
- 94,32

18,67

48,35

o+
'y
*
-
o+
whe

[ 4 8, 1 5
33,28
757%
66,83

~ 48,65

+ + ¥+ + 4

- 89,68
S 4,53
-203,62
- 43,03
—383,63
~ 732,47

206004

=347,61
=~ 95491
- 6‘.33
‘m710,bH
- 773
~107,85

11 eée ¢
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]
- 1414
L 73,38
w108,31
dbocanve
~ Qg1
159,01

- 13,74
- 76,95
- 7,96
[ 49,46
e 38,63

~a67,96

-~ 12,68




4pp. Eff. 1846.



1
- 547
+ 7,87
w 3,93
+13,37
- 3,33
+ 8,03

+ e+t LY

- 30,66
- 59,89
- 13,29
-151,85
- 13,53
- 59,74

- 0,37
+10,8a

(I |

- 5,60
-103,80

-17,76
.% 9,03
=33,53

- 8,53 .

+11,95

+ ¢

*

-110,34
= 40,93
-357,17
- 315,74
- 86,90

~15,3a
* 5,52
-15,323
+ 1,68

-13,97
+ 1,53

+ T+ + ¢+

- 81,68
- 16,37
= 7839
- 3,69
- 59,10
- 4»43

—13905
+13,13
- 9.65
+ 3,52
+ 1,87
+15,70

= 64,13
- 35,14

- 2,92
*10,75
- 3,73
* 8987
-13.47
+ 3,03
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Riduzione ‘
dell’arco quadruplof

al

merid.

'
-~ 83,08
~ 77453
m B1,53
~ $3,56
i ad 3577‘

trT1111

- §1,87
- 40,!5
- 49.48
= 970 |7

tE 11

r

- 7‘,69
- 3!,56
~339,13
- 43,91
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-
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¥
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Lo
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u
~ 79496
- 48387
-226,97
— 55,31
= 3,36

- J804
- 6431

= 9444
124430
- 33,65

-a39,.6

-83;0!

-50;:3
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S o ! om " u
o 17 | =15 -4' - ar4.6l * 7,5 | 0,595 | = 78,05
t + 056 |+ 114 : = 3,39 |+ 4,18
o +16 56 | + 5 14|+ 65 | 0,599 | ~101,37 |+ 3,89
g 34| -13234 | =-3ar|- 1,5 | 0557]~ 63,97 |— 8,35
%— +236 | +131 - . - 5,56 |- 6,30
a +18 36 | + 539 = 75 | 0,565 | ~118,74 |~ 4»34
a5 | -14 48 | =2 43 f - 0,0 | 0,569 | ~ 77,65 |~ 0,00
+ 113 |+ 118{. - - 3,41 |[= 1,43
| #1713 | + 5 18| - 50 | 0,575 | = 98,35 |- 3,87
26 | - 8320 |'=1 5|« 50 | 0,566| ~ 37,06 |- 3,83
+6 20 | %3351 " - - 16,01 |~ 3,40
+420-20 |+ 6 5| = 7,0 | 0,569 | ~140,70 |- 3,98
27 | 9 44 | = 1 a6 | =130 | 0,574 | = 35,89 |~
+6 16 | »+a234) - - 15,61 |~ 7,05
+20 56 | .+ 6 14 | - 13,5 | 0,577 | —148,64 [~ 7,31
28 | ~ 838 | =<1 7| =130 | 0,587 —= 28,18 [~ 7,63
; + 853|313 : . - 38,52 |~ 8,38
+23 33 | + 6.53 | = 15,5 | 0,590 | 187,02 [— 9,14
39 |'= 1 53 | +.0 33 | =310 0,598 | = 3,93 [=13,56
+132 48 |+ 4 13 { = 16,0 | 0,603 | = 56,55 [— 9,63
30 | =13 56 | — 2-39 | = 4,0 | 0,587 | = 70,78 |~ 2,35
+2 4 |wDp31}) - - - 4,13 |= 3,31
- | +18 4| %531}~ 35 | 0,593 =110,46 |~ 3,07
31 | =15.16 | = 2 49 | = 4.0 | 0,587 | = 84,51 [~ 3,35
w0 44 |+ 1
v +16 44 | + 5
- :¥|-14. 0| <2
£ *32 0| wr
Q +16 40 | + 5.
B 3| =1124 | -1
2 + 3
° + 6
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D ™ O = WO

¥+ ¢ ¢




i
- a8,10
- 86,19
- 63,10
- 58,86
- 75,05
- 48,’5

ouduig ¥Hgr

LI I I I

+1 4+ 01V +1

- 81,96
= 43,99
- 10,45
-240,83
- 40,36
- 85,35

+1 + 4+ %1
41+ 5110

- 7,35
-183,10
~195,22
- 8,02
- 53,31
= 67,15

)
:

e
)
0,
&

+ 1 +1 + 3
tt1 111

- 58,06
- 61,64
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W semplice

osservato. totale. " {corretti dallerrore
delle scale.

u ] vl ka. o
19,89 25 10,89 |37 10,35{+ 33,5
34,35 a5 9,19

ag $5,39 29 53,4537 8,0
30 38,60 a9 51,69

35 1,07 35 o,y0|37 7,67|%a3,1
35 13,as 35 1y99

ogdng obg:

40 34,79 40 31,8t |37 10,30|+ 196
40 59,90 40 33,58

59 45,14
59 a7,3a
7 38,68
6 15,86
6 16,06

18 41,36
18 24,35
24 4,08
a3 4340
a9 1,37
38 49,33

53 57,96
52 53,18

68 51 43,37
68 51 40,3581
68 49 69,15
.68 50 1940

59 -19,a5 | 27 10,37+ 4,9
$9 19v08
-6 9,a7|37 9rC(* 49
6 7,93
6 1,96

18 14,36 5,37
18 33,91°
23 49,38
23 48,18
a8 36,33
a8 48,30

5a 40,30
$a 37,39
68 51 3:;‘:9
-60 5! 37‘“
55,13
55,13

LI N N I O |

2| 228222

[ I R T O N |

68 47 59,37
68 48 8,58
68 45 3B,86]
68 45 30,89;
63 42 48,48
68 43 28,23

51,97
53,89
25,80
23,191
28,58
24,86
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e | "
67 50 13,13
6y 57 30,03
67 57 34,03
68 10 54,38
68 30 55,1y

68 16 56,96
68 16 55,37
68 33 28,8¢
68 33 19,84
68 37 41,90
68 a7 39,88

f 11 ve0

68 321 1538
68 3s 15,66
68 36 26,38
68 36 25,38
68 61 48,18
68 52 1,84

68 8o 21,58
68 S0 a1,97
63 48 26,3z
68 48 30,17
68 32 1,00
68 3s 0,4

1111

68 a7 24,65
68 37 23,18
67 67 948
67 67 4,98




Arco semplice |Riduzione : :
o Arco ridotto. o
osservato. totale. . corretti dallerrore

delle scale.

" o . lin.
26,23 5 xl,77 23,6

15,64 . . ‘
%44 | 3 45,04 23,1 |
31,35 44,88 . :

. 5509 - 6,44 . 3444
13,44 S .

19,54 ‘3154

0,77 <t
26,05 . - 33242
6,41 .
15,24 Y ;
11,70 :

h13 a5,0
12,86 ‘
12,31 . 25,4
3,76 N
10,13 ] - 23,3
10,01 ' )

14,39
757
6,43

14,33

10,71

26,50

3994
35,79
“7509
10,35
11,34
95320
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Arcq semplice

osservato.

Riduzione

totale.

Arco ridétto.

i

oudnig). tt

L]
as

23
as
a3
is
23

t

T 40373
1 31,81
3 49;88
a2 45,83
4 33,45
4 35;‘76

1
#3478
6,86
8,53
492
30,51
4435

| S T T I |

"
26,93
24495
41,35
40,90
23,94
af ,5 4

8s
23
a3
23

22

6 29;53'

6 37503
9 101
1r 51,61

13 19456 |

3973
S 9431
Iy7%
- 3,08
1936
28415

Lrrta

-t '
RN PP PP o~

25,80
3747
5704
54,93
50,55
S1,41

15 25,36 (

15 gay6
19 14573
18 54,48
23 39)83
23 ny60

13,56
0400
l8928
1,13
35’73
l)sh

+ 1L+ 1

- -
v n

- ‘,79
9,96

18 56,45

-
(-]

55,61
N
M13

" ongu. Thgs

i 27 53464

a7 37,84
3a 4h,l6
32 31,53
18 3091
15 31y7a

1719
0,78
8,83
0,6 1
8 yO0
791

[ T S |

3645
38,56
33,43
31,93
2391
23,81

aaquad(y; thgt

a1 13y70
20 57,75
a1 34463
a6 38,71
36 1441

12,77

3,3!
23,03
24,80

1,59

0,93
55,43
3,60
14,51
13,88




Arco umélice

. ASSETVAto.

Arco yidotto.

delle scale.

aﬁqma:gq ctgi

° 1 ]
68 43 46,66
68 43 37,27
68 43 44,63
68 46 a5,97
68 45 43,39
68 45 28,46

U I T B |

o | U
68 43 ap,67
68 43 26,13
68 42 31,39
68 45 aB,64

‘28183
36’80

pall. a.
a8 0,15

a7 10,82

68 48 3,63
68 47 58,15
68 48 17,80
68 61 51,69

68 51 a7,13 ]
68 51 32,65

68 63 48,39

ST I O T I |

68 47 55,06
68 47 57,35
68 47 54,60
68 51 323,37
68 81 135,39
68 51 3447
68 53 139,39

63 53 20,63
68
68
68
68
68

LI S I S N |

TR

68 2,43
68 8,75

68 8,14

68 8,92
68 - 7e33

68
68
63
68

68

R I B

68 53 49,44
68 4’9)36
68 B2 48,04
€8 40 51,76

68 40 49,851

68 40 45,99

68 37 594

68 37
68 37

corretti dall’errorey






Arco semplice
osservato.

Riduzione
totale.

ondug ¢tvgr oudnmig ghgr

»
(=)

»
-~

w
~ O

U
18,77
8,55
23,30
939
57936
al,l 7
23,08

B/ S
a3 59,77
a3 3 58,49
aa 6 0,39
33 5§ 59,98
as 14 37,16
aa 18 8,05
a3 18 5,328

24,88

23
a3
22
22
a3
33

9:45
7,01
33,36
35,73
24,35
25,59

daquaorq ghgt

rriviru

68
68
68
68
68
68

12,56
18,32
21,53
53,03
54,16
53,89

Ly 11

68
68
68
68
68
68

58,30
58,77
57,56
40,54
40,59
39,05

(IR

68 13 56,39
68 13.57,a8
68 13 58,03
68 44 49,14
68 44 4745

68 44 48,64




| aqueo@ gvgd

Arco semplice
QSsETVALO.

Riduzione

totale.

Arco ridotto.

o 1 u
68 47 40,74
68 47 33,73
68 47 4975
68 531 27,07
68 53 11,68
68 53 43,46

1Lt +1

O |
68 47 azl:SQ,
68 47 23,93
68 47 3541
68 52 8,99
68 53 8,8a
68 63 11,73

327 11,03

a8 1,60

68 20,46
68 2,23
68 38,96
68 83,10
68 21,99
68 55,10

68 51
68 61
68 b1

1,04
1,03
3,66
15,63
17,14
18,93

1,75

2,46

68 21,00
68 15,03
68 49,35
68 44 44,77

68 44 44.87
68 28,91

| S T T A |

10,30

0,36
10,39
35,82
35,65

39,87

32,15
650,3%¢
10,53

533
39,84
a .80
416
26,43

tr1ry 11

33,03
33,77
1,33
1,71
57,09
2,76
1,73

50,53
35,14

. 53,87
35,43

/I I T I

35,61
37,06
3a,16
35,17
19 11,04
19 21,55
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| Arco 'semplice

- osservato.

o
23
232
32
a3
a3
23

o
15,55
34,18
59,33
55,38
13,50

3,34

VOO WWe ¥ .

a3 10 57,19
23 10 47,37
a3 13 41,53
a3 14 37,71
33 17 37,61
33 17 34,70

23 81 12,18
a3 a1 56,53
23 26 23,73
23 a5 35,84
33 30 33,50
332 30 33,40

a3 35 39,69
32 35 43,34




SOLSTIZIO D' INVERNO 1832.
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SOLSTIZIO D'ESTATE. 1838..

Riﬁjaz.

- parall.

Latitud.
del
‘Sole.

* 1;)[,8;
10448
19,93
20,01

- 19,53

"
- 0,97
- o,6|~

- 0,62

42 5842

~37 15,92
-31 5 :go
~27 3,16

~14 45,95

Distanza |
dell’eclittica §
dal vertice

19,39
1Q,10

8
18,86

18,90

~ 0,28
- 0,14
+ 0,26
* 0,37
+ 0,47

~11 29,11
8 58:85
2 28,18
I 14,84
o 26,28

18,75
18,73
. 18,43
18,64
18,79

+ 055
+ 0,59
* 0,59

*
+ 0,54

o 2,61

o 29,66
.1 20,42
2 36,00

o 3,69

e 40,78
23 27 19,23

I 8,75
18,70
10,04
19,71
19,67

+ 0,36
+ 0,35
* 0,13

- 0,35

* 0,47

4 16,30
~ 6 21,28
- 8 50,90
-1t 45,08
-27 35,44

a2 32 16,53
a3 37 37,75

1 9"‘ o
19,49

- 0,42
- 0,46

Medio . .

~32 20,96
-37 4oso

® e o 0 o

Flessione del circolo .......

Latitudine della specola. . . ...

Obbliquitd apparente . . . .

22 o 15,28
45 28 o,70 |

23 27 45,42




SOLSTIZIO D*INVERNO 1838.

75



SOLSTIZIO D*ESTATE 1839.



SOLSTIZIO D' INVERNO 1839.

Dist. appar.
del Sole
dal vertice.

Rifraz.

- parall.

del
Sole.

Latitud.

Riduzione
al
solstizio.

77

Distanza
dell’eclittica
dal vertice

68°53 23,63
68 41 54,49
68 38 19,60

68 34 23,93

! n
+2 22,3

2 20,5

8

2 18,35

8

2 21,46

"
+ 0,91
- 0,14
- 0,20

+ o 56.65

06 [+ 11 32,88

+15 4.ho
+19 4,08

68 29 57,26
67 53 38,56
67 45 5670
67 37 56,53

2 16,7
2 17,6

2 321,50
a2 16,22

5

- 0,26
+ 0,10
+ 0,23
+ 0y

+23 31,75
+59 52:01

+67 agy71
36 |+7 52167

Flessione del circolo .

Latitudine della specola

Obbliquita apparente

68 55 46,36
1,30

68 55 47,66
45 28 o,70




78
.SOLSTIZIO D’ ESTATE 1840.

Dist. appar. | o | Latitud. i Distanza.
del Sole del
dal -vertice.

dell’eclittica
dal vertice

parall. Sole. ixi nel solstizio.

v '. . : ‘9 v
Giugno 6 | 22 45’ 42','61' * 19':84 - 0’,37
22 39 50,17 +19,51r | - 0,50
22 34 xg,8g +1g,34 | — 0,62
22 29 13,83| +19,47 | = 0,72
22 24 35,50| +19,19 | - oZSz

22 20 t7,06| +18,92 | - 0,90
22 16 26,19| +18.69 | - 0,94
23 12 55,5¢] +18,38 | =~ 0,95
22 9 53,52 +18,76 | - o,94
22 7 14,65| +18,77 | - 0,88

©e0ocool|lcoocoo.

- +'18,67 | = 0,81
+18,66 | - 0,72
+18,83 | - 0,46
+18,68 | - 0,33
+18,58 | - 0,20

(LD
00000

+18,64 | — 0,09
+19,08 | + 0,16
#10,10 | + 0,19
+10,26 | + 0,18
+1g,19 | + 0,15

[
00000

+ 10,17 | + 0,02
+ 10,12 | = 0,21
+ 19,10 | - 0,35
+ 10,14 | -~ 0,47
+19,75 | - o,60

(-2 - I - I - -]

Flessione del circolo . .

Latitudine della specola
Obbliquita apparente




SOLSTIZIO D’ INVERNO 1840.
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SOLSTIZIO D’ESTATE 1841.

Dist. appar.
del Sole
dal vertice.

Rifraz.

parall.

Sole.

Distanza.
dell’eclittica
dal vertice |}
nel solstizio.

o ! "
22 47 15,55
23 41 17,51
22 35 41,85
22 Jo0 30,75

+19,53
+20,09
* 19,56
+ 19,30

+19,55

’
- 0:48
- 0,36
- 0,23
- 0,10
+ 0,03

rn
—47 19,68
—AZ ng:oﬁ
35 44,30
-30 32,58
~25 45,00

00000~

23 25 42,19
22 lg 19,63
22 13 46,40
22 g5‘a44
23

22 3 34,20

+19,08
+19,12
+19,98

+ 19,05
+ 19,20

+ 0,23

+ 0,30
+ 0,35
“+ 0,33
+ 0,29

- 17 22,72
- lg 8,28
- 2,86

g 32,16
3 36,20

00000

31,45

22 o 15,34

a1 59 59,75

22 o 6,
22° 0 B

1 38,16

+ 18,7
+18,7

+18,g0°
+10,12
3| « lg:87

0,00
- 0,14
- 0,29
- 042
- 0,53

o 17,08
o 0,37
o 8,50
o 41,44
1 39,14

[

00000

3 2,51
4 46,18
: 1,1
g 56:50
‘16- 2,75

+18,90
+18,77

3| +18,64

+18,70
- + 18,03

- 0,6?’
- 0:83
- o,8g

—o,

P

3 1y
4 48,82
7. 0,66

- 9 37,06
A—xg g:.’:;

coceoo

19 51,83
24 6,12
22 28 43,67
22 33 46,6;
22-39 13,8

22

+ 19,40
L 19,ﬂ7
+ IG,y1
+ 13’,3;
-+ 19,28

- 0,78
- 0,70
- 0,061

Flessione del circolo

-~ 0,49
5

Latitudine della specola.

Obbliquita apparente

(-2 - - -]

. “33 27 42,81 |




SOLSTIZIO D’ INVERNO 1841.

App. Eff. 1846.
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-SOLSTIZIO D’ ESTATE 1843.



SOLSTIZIO. D’ INVERNO 1843.

83



84

3
* ESTATE 184
0. P

SOLSTIZI



SOLSTIZIO D’ INVERKO 1843

Rifraz.

- parall.

85

Dislanza
dell’eclittica
dal vertice

28
QN
Ui
.‘:'
[}
QI

'
+2 15,22

+ 2 14,46
+ 9.
ool 2 1650

w3 14,52

6f 55

b
-9
.?'
%
Q

1%
(SR

- |+2 25,78

+2 20,56]
+ % 22,04
+3 29,51

+3 26,

2

8 absa-
S ok
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Avendosi ora una serie di osservazioni solstiziali continuate
pel corso di 34 anni ed istituite nel medesimo luogo e collo
stesso stromento, potremo dal loro confronto dedurre alcuna
non imutile conseguenza. E prima di_tutto ci gioverd esami-
nare se il circolo moltiplicatore adoperato, col lungo uso e
colla lunga esposizione alle impressioni dell’aria, abbia sof-
ferto qualche deterioramento, cosicché le osservazioni eseguite
in questi ultimi tempi presentino un accordo meno soddisfacente,
o se per lo contrario i piccoli cangiamenti si nella macchina, si
nell’ uso di essa, che la lunga esperienza ci ha di mano in
mano suggeriti, abbiano concorso a diminuire gli errori acci-
dentali che combinandosi diversamente fra loro danno - luogo
alle discordanze fra le singole determinazioni e il valore che
‘risulta dal medio d’un numero considerabile di esse. A questo
fine, pér non estendermi soverchiamente, mi sono limitato
a cercare la somma delle differenze col valor medio delle di-
stanze solstiziali, in due dei primi anni della serie d’osservazioni
dell’astronomo Oriani,.ed in due degli ultimi, preferendo quelli
in cui il namero delle osservazioni era piu considerabile, e cid
tanto pel solstizio estivo che pel solstizio jemale; e la stessa
ricerca feci per rispetto alle mie osservazioni registrate in
questo ed in alcuni precedenti volumi delle nostre Effemeridi.
Chiamando 3 la differenza fra la distanza meridiana dell’ eclit-
tica dallo- zenit nel solstizio che risulta dalle osservazioni di
ciascun giorno, e il medio di.tutte che trovasi scritto a piedi
della ‘colonna, con =3 la somma di tutte queste differenze,
astrazion fatta dal segﬁo, con 24 " la somma dei quadrati
delle differenze medesime, con # il numero delle osserva-
zioni, mi risultarono i valori registrati nella seguente tabella.
" Da essi si rileva prima di tutto che I’accordo delle osser-
vazioni ¢ sempre notabilmente maggiore presso il solstizio
estivo che presso il solstizio jemale; si vede poi che gli er-
rori medj nelle osservazioni invernali sono alquanto diminuiti,
mentre nelle estive sono rimasti prossimamente i medesimi.




Solstizio.




Per..inoltrarci gl confeonto delle; osearvazioni. dei. diversi:anni
fra - laro. senvexrebbe. presupparse .cognito.il valore del.coeffi-,
ciente . della, antazione..8 qusllo_ della; diminnzione . sonua . del-
I obbliquith dell’ etlittica, ma:si_ pud,ancora cousidesare: gueste.
due guantisd .come incogaite,: e dedutle.dal complegso: delle
ossexvazjoni. selaiziali . medesime. . Noi , faremarnso a questo. fine
delle -sole fatte ng) polstizio ntiva, .che.abbiamo vedata.essere
le piu sicaxe e pet, won.introdurre: el calcolo. la latitudine
geagrafica dell’ assexvatario, che € un, elemenso, estrango a fale
ricerca, opgreremo jimmediatamente  sui. valori:med;j idella. di-
stenza_wmeridiang, dell eclistica. dal ;vertice. Psima.di mito perd,
a.fine .di, renderc, le. aseervazioni., dal  1811.4l . 1829.. compa-
xabili - calle .aussgguenti ;conviene applicare .alle prime, ‘dne
piccole; corseziani dipendenti.l'una. dalla flessione. del. cincolo,
Baltxacdail enrore delle scale.del: barometro e del: termometso
¢he sono stati adoperati pel  calcolo .delle rifrazioni,icome: st
é gia.praticato, per riguardo .alle distanze . dallo zenit delle
stelle circompalari osservate. dall’ Oriani, e da noi .applicate
alla rigcerca delle rifrazioni nell’ Appendiocg .alle Effemeridi
dell’anno 3836, pag. a27..Queste due.cosrezioni nel.caso at-
tuale . sono rispestivameate .~~0"53 e. ~+0",04, -la. cui
somsma:. deve aggmnggrsn. alle. distanze dallo zenit del. Sole nel
solstizio . per. gli. anni sopra indicati.

L’espressione della . nutazione . dell’obbliquith dell’ cclntt,lca
usata nelle moderne. tavole é compesta di quattro termini,, di
cui il:solo priso , che ba .per argomento ‘la longitudine. del
nodo della Luna, .pnd. essere..soggeito di pratica -detepmina-
zione, -poiché_gli altri, tre. haano. coefficienti- tanto piccoli che
possono ,mnicamente, eseere stabiliti per mezzo della.teoria. La
seconda; ineguaglianza poi che ha per.argomento. il doppio della
longitudine del Sole.puo ritenersi come quantiti costante non
solo mell’ istante di. ciascun solstizio, ma anche in tutto I'in-
tervallo di. tempo, durante il quale si sogliono dagli astronomi
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istigmire' le osservazioni solstiziali. Possiamo percid ommettere
per ora di considerarla, ritenendola come compenetrata col
termine costante che risalterd dalle equazioni. Molto variabile:
al contrario ¢ la terza ineguaglianza che dipende dal doppio
délla- longjtudine della Luna, giacché I'argomento di essa nel
suddetto intervallo percorre pit di due circonferenze. E quindi
inesatta la regola usata generalmente dai calcolatori, di ap-
plicare al medio delle distanze solstiziali dedotte da una serie
di pia giorni d’osservazione quel valore della terza inegua-
glianza di nutazione che -ha luogo nell’istante del solstizio ;
siccome per tispetto :alla latitudine del Sole foce gia riflettere
il -pid valte citato' astronomo- Oriani nell’Appemdice alle Effe-
meridi per I'anno 1816, pag. 62. E poiché il -massimo- valore
dell’ ineguaglianga di cui si tratta non grange ad una decima
di ‘secondo, ci avvicineremo bastantemente al vero supponendo
che i valori corrispondenti ai diversi giorni si siano in gran
parte compensati fra loro, e che quindi la somma di essi
diviea pel numero delle osservazioni sia quantita al di sotto
d’una centesima parte di secondo, e percid affatto trascurabile.
Resta adunque la quarta ineguaglianza, il cui valore, giusta
i calcoli di Poisson, ¢ egnale a -0",0917 cos 28 con segno po-
sitivo quando si applica all’ obbliquita apparente dell’ eclittica
per avere la media, e quindi di segno negativo quando si
applica. ‘alla distanza selstiziale estiva. Noi abbiamo percid
applicata a tatta la serie delle osservazioni la correzione
0,0917 €0s 28y, lasciando solo sotto forma d’incognita la parte
principale della nutazione che abbiamo indicata con =~ cos Q.
Chiamando inoltre ¢ la distanza media dell’ eclittica dal vertice
nel solstizio per un’epoca fissa, che abbiamo stabilita al gior-
no 21,5 di giugno dell’anno 1827 (compenetrata, come gid
si disse, nella stessa distanza media la nutazione solare),
con »n il numero degli anni trascorsi prima o dopo la sud-
detta epoca, con x la diminuzione annna dell’obbliquitd



91
dell’eclittica, con e la distanza solstiziale osservata in
ciascun anno e corretta nel modo sopra mdxcato, si ebbero
altrettante equazioni della forma

e-o-un-—-vcos&, = e

La longitudine pon del nodo si é ritenuta
=7 11’ 55’—n><19 40,45

Prendendo ora nei diversi volumi di queste E&‘emeridi i va-
lori medj delle distanze dal vertice osservate e ridotte al sol- .
stizio, si ebbero le 33 equazioni seguenti. In esse manca quella
corrispondente al solstizio dell’anno 1830, il gunale fu sicura-
mente osservato dall’astronomo Oriani, ma non fu da lui reso
pubblico, né si ritrovd fra le sue carte. '

Anni o 1 Ul u u U

1811} ¢ — 16 1 + 0,g887 » = 23 0 19,53 — 0,08 + 0,57 = n0,03
13} e — 154 +08832v = 19,00 — 0,05+ 0,57 = 19,52
13| —14p+o0 ,6780 ve= . 17,87 + 0,01 +-0,57 = 18,45
14/e— 13 p+03963v = _ - 1569 =+ 0,06 + 0,57 = 16,32
15| e — 13w+ 00699 ¥y = 11,47 -+ 0,09 = 0,57 = 13,13
160 e — 11 p — 0,2644 v = 7,80 -+ 0,08 + 0,57 = 8,45
17| e — 10 o — 0,5689 v = 5,71 + 0,03 +~ 0,57 = 6,31
18le— gu—08092y="-" 693 —0,03+057 = 747
19]e — 8p—0958rv= .. A 500— 007w 057 = 5,56
20|e — 7 p— 0,0989 v = 4,88 — 0,09-0-057 = 5,36
a1le — 6 u — 0,9269 =2 - 559 — 0,07’ 057 = 6,09
23|e— 5u—07503 y=2.. - - 8,91 — 0,01 + 0,57 = 9,47
23|e— 4u—o048g0v=:-, 9,68 + 0,04 + 0,57 = 10,29
24| e — 3#—0,17257—' 12,90 =~ O, -0-0,57 = 13,56
25| e — alt+61633v-“ ‘19,094—00‘94— ‘-*19,68
26l e — 1 -+ 04810y ""nh69-.-o,05-o-o,5‘"7 =23,31
7| e— Opn 074417 = 25,13 = 6,01« 0,57 = 25,69
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Anni ' e s "’ It u

1828} & «+= 1 4 4+ 0,9234 ¥ =220 37,37 — 0,07. +0,67. =-29,87
29| e+ 2 u-+09984v = 38,99' — 0,08 0,57 =-28,78
31je + 4pu+08148y = 27,17 — 0,03 =+~ 0,00 = 37,14
33fe+ 5p—+05768y =" 24,94+ 0,03 = 24,97
33|e+ 64+ 03737,y = . . 33,35~ 0,08 = 23,33
34{e 4+ 7 4 — 000603y = 20,50 =~ 0,09 = 20,99
35|¢+ 8 pu—0o3875v = 17,90 = 0,06 = 17,96
36/e+ 9 pu— 06711V = 15,94 =+ 0,01 = 15,05
37+ 104 — 6,8787‘1 = 14,28 — 0,05 = 14,23
38| 4 11w i=0,9873 v =’ 1528 — 0,09' = 15,19
gle+1aw—009843v= 1508 — 0,09 = 14,99
49[¢ -+ 13 ML 08708y =" 1574 — 0,05 ' = 1569
41|44 '14 '~ 0,6580 v = ) 17,89 -+ 0,01 "? ="17,90
43|e+ 158 —03715v = ' 21,38 4+ 0,07 = ag,35
43|e~+ 16 p — 0,0430 v = 24,01 =+ 0,09 = 324,10
44{¢ + 17 p +-0,2903 v = 28,64 +-0,08. = 28,72

~ Conservando, per compendio di calcolo, nel seéohd;)'membrq
- deélle equazioni la’sola parte dei minuti secondi e centesimi di

- secondo, € trattandole col ‘solito metodo de mnmmx quadrau,

o R ottengoﬂo"‘le L i -

’ ) 14 p— 3, 5632 v = - ‘ 566",44

?  ‘-;4,54-?;373»—551993u..*1365,99. -

-0-33 £ -~

3,5683 ¢—551993p.-o- 155007v ’-0-57,87, o
‘lqunhdanno e = 17' ",9979.
RIS = 034”848“-' v
‘v = ¢,55a532.. ~ " -

11 teovato valore di ¢ ci db la distanca media delleclittisa
dal vertice nel sqlstizio pel a1 giugno 1827
. 18",00'= 0"

== 22° o 02 =2 22° o 17
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essendo 0",52 il valore della nutazione solare nell’ istante
del solstizio, clte abbiamo ritenuta come costante ; quindi
se suppomamo la- latitudine geografica dell’ osservatorio di
45° a8’ 0",70,. verra I'obbliquitd media dell’eclittica per
I’ epoca suddetta: di  23° 27’ 43",23; e se adottiamo la la-
titudine the risultd dppe, applicate alle - osservazioni. delle
stelle: circompolari le cérrezioni dipendenti-dalla flessione del-
Pistromento e. dill’.erxo;e' delle scale. del barometro- e del ter-
mometro, cioé¢ 43° 37' 59",69, sard I’ obbliquitd ‘'media
23° a7’ 43",a1. -Secondo le, tavole Regiomontane . dovrebb -es=-
sere’ 237 a7 42",46.
La diminuzione annua dell'obbliquitd risulta: dalle: .nostre pre-
cedenti osservazioni' di ' 0",470848 , ed. é perfettamente d”ac-
cordo- coi. recenti computi del signor Peters., il quale iatro-
ducendo nelitespressione data dalla, teoria del signor. Vertier
i- pit certi valori delle masse dei- pianeti, ha trovato- una
diminuzione annua di 0",4738, .

Il coefficiente della nutazione ¢ risultato. di. ‘9’!,3263 mag-
giore di quello che ¢ stato dedotto dalle_ ascensioni. rette e
dalle declinazioni della stella polare istitnite col circolo meri-
dismo® nell’ esservatorio:dii Dorpiat’ dall’anno 1822 al 1338;: ed
in: vexo: pave che. a- quesi} ultimo. (sebbene. appeggiato: ad: una
sevie d’ omervaziomi: che non: abbraceia: unintero' periodo: del
nodo) delld: Lana): debbs accordarsi  la:: prefesemza.. Nulla di
niene: &) cos® impanisamte: il - peses: pavagenare: fia loro i va-
beris dolins nostinti | fundamentali’ dell’ astrenomia’,: quali riswle
tane:..dallai discnssione: dii fenameniv diwersi,.. oshervati: ocolla
maggion precisione: e fen i :lown: afisito) imdipsndenti.

-: Dalnconfoemtedei Aalora di; e:' dati:dalla formola:.

? s JEQUDS | iy

‘ ,9979 -+ 0" 470848 n —q" 55’3533 cos

LA SRR I )(

equldlnnmnndmhnienu oueuau.u hmn le differenze qui



Sarebbe inutil fatica il voler ricercare le tre incoguite
per mezzo delle obbliquitd dell’eclittica osservite nel solstizio
jemale, le quali, come si é veduto, presentano errori pro--
babili notabilmente maggiori ; non sard perd inutile il para-
gonare le obbliquitd jemali colle estive, onde porre in chiaro le
cause che rendono meno certe le osservazioni delle altezze prese
a maggiori distanze dal vertice. Per istituire una’tale indagine
senza farla dipendere dalla nutazione e dalla diminuzione del-
I’ obbliquitd, faremo uso delle obbliquitd ‘apparenti immedia-
tamente osservate, e porremo a confronto ciascuna obbliquitd
estiva colla semisomma delle due obbliquita jemali precedente
e seguente. -E siccome chiamando & la longitudine del nodo
della Luna nell’ osservazione intermedia, « il suo movimento
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nell’ intervallo di sei mesi, le tre obbliquita successive sfreb-
bero affette dalle nutazioni '

—vecos(@ — w), —vcosa, — vcos(@—+ w),
e quindi la semisomma delle due estreme differirebbe dalla
media della quantitd -
¥ cos (@ — w) =+ v cos(a = ) ,
Py

- Y CO0S Q@

abbiamo applicata alla semisomma delle obbliquitd jemali una
correzione di segno contrario, la quale si riduce a

. TSI 1
=+ 2ysin® — wcosa; quantitd piccolissima, essendo 30= 4° 60
3 .

Scorgesi, esaminando i numeri registrati nell’ultima colonna
della tabella seguente, che nelle prime osservazioni dell’ Oriani
(ritenuta la latitudine geografica di 45° a4’ 0",7) I obbli-
quitd jemale era di soli due o tre secondi minore dell’estiva,
ma che questa differenza andd successivamente crescendo sino
a sette, indi tornd a diminuire. Nelle mie osservazioni all’ op-
posito, cominciate I'anno 1831, Iobbliquith jemale era in
principio maggiore dell’estiva di circa due secondi, ma in
questi ultimi anni, rimanendo sempre assai piccola, ando oscil-
lando ora in pii ed ora in meno; il qual miglioramento pare
che sia avvenuto in conseguenza del sostegno dato al filo
orizzontale del micrometro per allontanare il pericolo del
rallentamento di esso nei tempi di massima umiditd. E perd
da osservarsi che la rigidita dei fili (e non solo dei metallici,
ma ben anco di quelli sottilissimi di seta o di ragno) é spesso
sufficiente ad impedire che le sinuositd procedenti -dall’allen-
tamento o dalla dilatazione obbediscano alla tendenza della
gravith ed a conservarle in posizione invariabile per rispetto
alle parti dell’anello del micrometro; il che succedendo non
ha pidt a temersi un errore nelle osservazioni istituite cogli
stromenti moltiplicatori, purché s’abbia I’avvertenza di col-
limar sempre sull’astro con un punto identico del filo.
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GENESI

DELLE FUNZIONI SIMETRICHE

ED

ALTERNATE

PAOLO FRISIANL

——

x.Innndetamimtospaziosilimitinoconpmnmi )
alcuni spazj parziali in emo compresi e siano questi contraddistin-
ti con lettere posts in alto come ()T, () ....8) ... ()%
Se si ha un namero di cose da distribuire nei detti spagj, la
quistione di cercare le diverse distribusioni che si possono fare
nei prescritti looghi sard indeterminata insino a tanto che
non si limiti la ricerca col fissare il numero degli spazj, la
relazion di distribuzione di essi rapporto allo spazio intero,
il numero delle cose e la loro specie, cioé di essere o tutte
fra loro disuguali od alcune egunali ad alcune altre, e final-
meate la condizione a cui dev’essere soggetta la soluzione
che sji cerca, cioé s¢ ammettere 0o non ammettere distribu-
zionmi identiche, se escludere o no nelle loro distribuzioni al-
cune predisposte combinazioni, e cosi dicasi successivamente.

a. Limitiamoci a considerare un numero fisso n di spazj
da occuparsi da altrettante n cose. Ammetteremo di non
aver alcun riguardo alla disposizione diversa di essi rispetto
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allo spazio intero, ma soltanto alla variabilitA della lettera

che 1li contraddistingue. Ammetteremo che le n cose
siano tutte diverse fra loro e contraddistinte da lettere pro-
gressive a, b, ¢....y, £ che chiameremo basi. Le
stesse lettere che contraddistinguono gli spazj le chiamerema
indici. Chiameremo gruppo una disposizione qualsivoglia delle
n basi negli n Iuoghi designati. Limiteremo la ricerca alla
formazione di tutti i grappi possibili colla condizione che nes-
suna delle basi compaja ripetuta in un gruppo, e nessuna di
esse esclusa, incominciando dalla determinazione del numero
de’ gruppi stessi.

3. Siccome la distribuzion degli spazj segnati da lettere ri-
spetto allo spazio intero e riguardo alla successione de’lore
indici ¢ affatto arbitraria, ammetteremo per rappresentare un
gruppo una successione lineare di spazj, uno a fianco all’altro,
cioe (Y()....()(). Chiamisi elemento una base
compresa in un determinato spazio ossia una base centraddi-
stinta da un indice, come (a)’, (y)‘ e« + . Siccome non
si tien conto della relazione degli spazj parziali allo spazio
intero, cosi si dovran considerare come eguali quei grappi
che nascono dall’ alternare fra loro in qualsivoglia modo gli
elementi che compongono il gruppo stesso. Cosi i diversi
groppi '

@ @ @@ ... 0"

@ @@ @ .. .. oY
@) @ @ ... )@,
e cosi di seguito saranno gruppi eguali. Parimente i gr‘nppi
@@ ... @06
© O @@ . ... ore
- e coi di altri saranno pure eguali.
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* 4. Ghiameregio alementi fissi quelli in ¢ui la base ¢ eguale
all’ iridice;. elementi - vamabili gli altri. Un gruppo formato di
elementi- fissi si’ chiamerd grippo fondamentale comunque siasi
la successione degli elementi fissi, e gruppo fondamentale or-
diadto .quello in cui gl elemend fissi seno disposti a- seconda
dell’ ordine -alfabetico. =

.8. Per ottenere il numero d¢ gruppi che avvetino le con=
dmom del-§ 2 si disponpano gli sparj in Rumero n nellor-
dine progressnvo de’ loro nndncx. ciod ()Y ()Y()Y...()
Si prenda fia le - » basi una qualsivoglia %, e si ponga
successivamente negli spazj segnati a, b, ¢....2z Ne
tisnlteranno n dispoizioni diverse secondo ¢he Lk éi tro-
verd in uno degli pazj a, b, ¢.... z Inciascuna di
queste si mantenga fissd la posizione di A, Si pigli un’al:
tra base k. In ciascuna disposizione gid formata questa %
non potrd occupare che n—1  spazj; si eseguisca tale di-
sposizione. Il humero delle risultanti dnsposnzmni diverse fra
loro sard n(rn— 1), in ciascana delle quali rimarranno an-
cora vioti #—3 spazj. Si ecelga una 3." base, e operato
conformemente alle precedenti, ne risalteranno n(n—1) (n—3)
disposizioni tutte diverse fra lord; si progredisca cosi sino alla
(n— 1)** base. Il numero delle disposizioni differenti fra
loro che ne risulta sara

nn—1)(n—3)(n—3).... (n—(n-a-a)).

In ciascuna di queste disposizioni rimarrd vuoto soltanto uno
spazio unico. Messo in ciascun posto la »n*=* ed ultima ba-
se, saranno tutti gli spazj occupati da basi, ed il numero dei
-gruppi risultanti sard ancora

h(n—1) (n—a) n—=3)... .(n—(n-s)) =1. 3‘. 3... .(n-Q 1)n.

6. In questo modo di formazione nessuna delle basi pnd
accader ripetata nello stesso gruppo. Nessuna delle basi ¢é
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esclusa dall’ entrare in ciascun gruppo, giacché tutti i posti
sono occupati ; finalmente una base qualunque viene nei di-
versi gruppi ad occupare tutti gli n posti: ¢ avverata dun-
que 1a condizione del § 2.

7. Ritenuto il numero de’ gruppi dato dall’ espressione
1.3.3....n, quando vogliasi passare alla reale deter-
minazione di esei, si procederh col seguente metodo semplice
ed wniforme. Sia R, il risoltato che si corca, sard

 R={@®. G®@lcldjel....}ed,
ave o intenda che il 3.° membro cosi disposto indichi uma
acrie di operazioni uniformi da eseguirsi sempre sui termini
a sinjstra, cioé la notazione {(a) @, & (a)}c} indica
che si deve portare la bgse ¢ successivamente negli spazj
estremi ed intermedlj dei gruppi gid scritti, e racchindere po-
scia la ¢ fra le sue parentesi (), sard cosi
@@, B@ld=@@E ¢, @c®, ¢ @O

B @ c. (B) ¢ (@, ¢ ()
=@ @) (), @) () @), () (a)(B)

B @@ @)@, ©)(O)(a

Parimente
i@ @), ®@fec ! d} =
{@®) @, @EE) ©E)E), B)a)e), (B)(c)(a), (©)(5) ()} 8}

Si dovrd eseguire rispetto alla base d} la stessa operszio-
ne di trasparto successivo negli spazj estremi ed intermed;
dei gruppi gid esistenti. Cid ottenuto e chiamato R, il
risultato, si dovrd cercare I’espressione { R,} e}, la quale
dard lo sviluppo della §(a) (), (B) (a)}c}d} e}, e cosi
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si progredird di seguito sino ad ottenere la  R,.. Gid ottemuto,
si scriveranno in cigscun gruppo gl'indici nell’ordine progres-
sivo a,d, 0c....2 al di sopra di ciascune spazie ( )
M(’d » i divu‘i “l.ri "’,3., 3-0 e o N “il\s
tendendo che R, indichi Ja base (a), i otterrd ]a serie
ricorrente di primo grado
- R=@®, ®)@ =R}s}
R;o'-.,.l.-qqoog.. =£3‘c‘

Byoevovvloo.. = Ry}a}
'.Rs........\..q-. s::R‘}e}

I-?,.v...-.'.....f.' =.R,.'_.;z}.

Potrd adunque il risultato finale R, incai n ¢ il nu-
mero delle basi essere espresso pit semplicemente da

R,.'=.(a)}b}c¥d;ex ce e izz '

8. Un altro mqdo di formarzione uniforme onde ottenere il
risultato -R, ¢ il seguente. Supponiamo da prima n = 3.
Si dispongano le tre basi a, &, ¢ sulla circonferenza di

a

an cerchio col loro ordine O (@) Si uv:rivanov i
b c

gruppi che pascano col leggere le tre basi incominciando da
una qualunque di esse, indi incominciando dalla sma vicina e
cosi di seguito sino a che si ritorni al 1.° gruppo. Se una tale
lettura fu fatta sempre da destra a sinistra, si ripeta la stessa
operazione da sinistra a destra serivendo mago mamo i grappi
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che:me :nascono. ‘Nelld Jestuioa .da:destra a sinistra. il cerchio
(a) - dard: i toe grmppi . (@):;(B(0) ,, :(B) (&) (@) s~ (c) (@) (B) +
¢ nella lettuna:da- sinistra. .a.- destra si avranno gh altri tre
grappi (@)0) B) 5. (40) @) i (B){a@) (o), sari pel'cld ‘sqris
vendo:.pabeia: gl indick progressivi . ;

B = (ay'(®)'(e)’, () (6) (@)’ (6)"(4) (b) (a) (0) (b) (c) (b) (a) (5)'(4)‘(0)

Chiamo cerchl fondamentah que1 cerch] nei quah eseguita la
lettura in senso’diretto ed'idverso danno il risultato R, che
si cerca. La R; ‘ non ammetterad che il cerchio fondamenta-
le (a) '

Se siano date 4 basi, cioé sia n =14, converrd prima cer-
care i cerchj fondawentali da cui dipende la formazione della

. d
R, Si sctivanb pure in ¢etchio 1é 4 date basi O,.
S N
si tenga fissa la base & e si stabiliscano ‘tanti cerchj ¢se-

guendo la rotazione diretta sulle tre basi a, b, ¢, essen=
do queste date dai tre cerchj

OO O
ngosta la base d a suo luogo, si avranno i tre cerchj fon-
damentali

GQO

su cmomlo de’ quah escgmta la lettnra diretta si avrebbere
4 gruppi per ciascuno ossia un numero = 3.4 di gruppi,
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ed esegunita su gli stessi la-lettura inversa, 'si otterrebbero aleri
3.4 - grappi, e-percid il numero totale de’ gruppi che entrerd
per formare la ' R, sard - 3.3.4. Sesard n=>5, il nu-
mero de’ cerchj fondamentali desunto dalle sole rotazioni di-
rette sui cerchj fondamentah spettanti ad n = 4 sarh 3.4
Biccome ciascuno di essi dd 5 gruppi colla rotazione diretta ed
altrettanti colla rotazione inversa, cosi il numero totale dei
gruppi sard 3.4 X 5x 3 == 2.3.4.5. Parimente siccome le
rotazioni dirette pel numero di basi =5 & 3.4.5, cosi
tale sard il numero 8¢’ cerchj fondamentali spettanti al nu-
mero n = 6 di basi, ed il numero totale de’gruppi risal~
terd 2.3.4.5.6. Cosi dicasi di seguito e si conchiada che
il numero de’cerchj fondamentali competenti ad »n sard
3.4.5. . (n—1), ed il numero de’ gmppl risultanti da
questi cerchl fondamentah sard

3.4.5....(n—1)xnx323=23.3.4.5....n "

9. Un gruppo formato delle basi a, ¢, 7, n ... . Y, %
e da una serie eguale d’indici e disposto nella forma

@@ @

in cui ciascuna base eguaglia I'indice del precedente elemento,
e I'ultimo indice ¢ egnale alla prima base, chiamisi gruppo rien-
trante. Essendo date due serie (1) (2), una di basi, I’altra
d’ indici :

g, T, @, pec. %, ¥ - (n)
Yy 2 ¢ p, @, ",vq’, (3),

si potrd sempre comporre un gruppo rientrapte purché i ter-
mini della 1." seric siano a due a due eguali ai termini della
seconda. Questa proprietd é inerente alla stabilita condizion
d’eguaglianza fra le quantita d’una serie e quelle dell’ altra ,
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anti ei pud dire che questa altro hon ¢ ché la condizione
stoasa espresia analitiosinente. Se umo degl’ indici non avesse
una base a lui eguale, tal disposizione non sarebbe pid.possi-
bile. §’immaginino dus cerchj contentrici; si dividano in parti
ogmli al aumero delle basi date, per es. = 8. Sa ciascusa
division® del cerchio ititerno si scrivaho in ua ordine qualsiveglia

le date basi, e sul cerchio esterno si scrivano le stesse basi
considerate come indici, in modo che le stesse lettere si cor-
rispondano come nella fig. (a). Si dia al cerchio interno
una rotazion¢ di @n arco = I di circonferenza in uno
o nell'altro verso, & 8i registri il grappo risaktante colle
scrivere nello stesso verso in cui ebbe luogo la rotazione le
basi e gl’indici che vi corrispondono ossia i diversi elementi.
Da qualanque base ¢ incominci la lettara, si costituiranno
tanti gruppi che tutti avranno la forma indicata in principio
di questo paragrafo. La fig. (a), esegunita ana rotazione du
destra a sinistra del cerchio interno, diventa la (b). lLa

lettura da destra a sinistra delle basi e nspetuu indici di

origine ai grappi eguali
(@ &Y &) (&Y €Y () (@) (1)
@ @Y @) @ @) @Y () )
O (2 6F @) (@ () ()" (=)

@ ) @ GY @) (& (5 (o)
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¥ percio che una tale disposizione o forma di gruppi fu detta
rientrante. Un gruppo proposto non-cambia di valore col di-
sporlo a seconda de’ gruppi rientranti parziali in cui pud de-
comporsi. Se la base é una sola . = k,. non si ha che il
grappo  (K)*, @& questo pure, dietro la costruzione grafica
adottata, un gruppo rientrante. Vi saranno percid gruppi
rientranti di 1%, 2", 3" . ... n™* specie secondo il nu-
mero delle basi. Gli elementi fissi costituiranno altrettanti gruppi
rientranti. ,

10. Un grappo qualunque risultante dall’ operazione indicata
al § 7 si potrd scomporre in un certo numero di gruppi
rientranti. Di fatti si consideri un gruppo qualunque risultante
dasobasi a,b,c,d, e, f, g, h,y,z, per esempio

A" @ @ @ € @ @F @ ¢ G~
Potremo per brevith di scrittura ommettere le parentesi. Si
scelga nel proposto gruppo un elemento qualunque per es. 7/,
vi si scriva a fianco I'elemento che. avrd f . per base,
poscia si scriva quell’ elemento che avrd per base I'indice
dell’ elemento precedente, e cosi di seguito. La base cor-
rispondente all’ ultimo indice gia scritto o si troverd o mon
si_troverd negli elementi restanti. Se si troverd, si dovra
continuare I’operazione, se non si trovera, converrd che questo
ultimo indice corrisponda ad una delle basi gid scritte, ma
non potra corrispondere ad alcuna di tali basi, tranne la prima,
in quanto gl’indici gia scritti corrispondono a tutte le basi,
tranne la prima; dunque il gruppo si chiuderd e formerd un
grappo rientrante che separeremo dai residui elementi con
una virgola. Nel caso proposto sard

Hrad b afg, &y
Gli elementi residui non avranno pit né basi, né indici in cui

si trovi alcupa delle lettere gia. scritte; conterranno adunque
App. Eff. 1846. 14
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de restanti basi del dato grmppo e loro corrispondenti indici
eguali. Questa condiziome avverata, si fard sul gruppo restante
la stessa operazione per iscomporio in un gruppe rientrante ed
in clementi residui, e coei di eeguito eino a che gli elementi
restanti costituiranmo per loro stessi uno o pid gruppi rien-
tranti. Nel caso proposto gli elementi restanti sono ¢°, ¢*, y’,
.d essi:costitniscono due gruppi. rientranti, percid il proposto
gruppo sard composto di tre grappi rientranti, e sard eguale
al gruppo :
hff‘a‘d‘b'z‘g",e'c‘,y’.

11 carattere essenziale di tale decomposizione in gruppi riea-
tranti si & che ad ogni formazione di tali gruppi la serie
degli elementi residui é costitnita come lo ¢ il proposto grup-
po da un certo numero di basi ed indici a due a due eguali
fra loro, e percid atti ad esser disposti sotto la foma di
rientranti.

. 11. Quando in un gruppo rientrante qualungue si alternano
‘tutte le basi coi loro rispettivi indici, il nuovo gruppo costi-
tuisce ancora un gruppo rientrante della stessa specie. Di fatti
ntornando alla fig. (a) del § 9, si vede che era affatto in-
dxﬁ'erente che il cerchio interno portasse le basi e I’ esterno gli
indici, o che il _cerchio interno portasse gl’indici e I’ esterno le
basn ammesso questo cambiamento e fatta la lettura nella (3)
nel senso contrario alla rotazione, ponendo per basi le quan-
titd cornspondexm al cerchio esterno, si avri ancora un gruppo
rientrante , il quale come ¢ evidente corrispondera al dato
gruppo rientrante in cui si sono alternate le basi cogl’ indici
rispettivi, Cosi nel 1.° modo abbiamo trovato § 9

2y e sPpd g
Se nel cerchio (5) si considerano ora le lettere esterne come
basi, e le interne come indici, fatta la lettura incominciando
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dalla base esterna £ ed in senso inverso alla rotazione, cioé
da sinistra a destra, si ottiene il gruppo rientrante

é’{ ralp sy
Se nel proposto si alternano le basi cogl’indici, si ha

yespa g,

il quale corrisponde al precedente quando si legga da destra
a sinistra cid che non altera il sue valere riducendesi ad
un gruppo eguale. Chiamo inversione 1'operazione di alter-
nare fra loro la base col rispettivo indice; elementi invertiti due
elementi della forma k*, K*, e gruppi invertiti dwe gruppi
di emi Puno comsti degli elementi invertiti dell’altre. Se in
un dato gruppo G  ¢'indica con b la serie delle basi e
con g la serie degl’ indici, prese queste nell’ordine in cui
si trovano nella G, un tal grappo potri scriversi colla no-
tazione (b)%. Il gruppo invertito di G sard dato da (g)".
"13. Quando in un proposto gruppo qualunque (b)Y #’in-
vertono tutti i suoi elementi, il gruppo invertito (g)* & com-
posto dello stesso numero e specie di gruppi rientranti. Di
fatti disposto il gruppo qualunque a seconda de’saoi grappi
_ rientranti, cié che non ne altera la sua natura, ed invertite su
questo le basi cogl’ indici, siccome ciascun rientrante si man-
tiene rientrante della stessa specie, cosi anche due gruppi
imvertiti  (3)¥, (g)) manterranno lo stesso numerc e specie
di rientranti. :
- 13. Siccome i gruppi rientranti di 1. o di a.* specie
sono eguali ai loro gruppi invertiti, cost un gruppo qualsivo-
glia fatto di soli rientranti di 1." o di 2." specie o di una e
dell'altra specie imsieme sard egusle al suo gruppo invertito.
14. Un gruppo rientrante G di una specie superiore alla
a* avrd un gruppo invertito disuguale, ciod mon riducibile
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ad eseo. Di fatto si consideri un clemento qualunque A* di
esso gruppo, nessuno degli altri elementi sard eguale all’inver-
tito k*, giacché se cio fosse, il gruppo dato G o sareb-
be un gruppo di 2." specie ovvero non formerebbe un grup-
po solo rientrante contro I ipotesi, giacché £* .... A% for-
mano un gruppo rientrante di 2." specie. Sia G’ il gruppo
invertito di G, sard esso un rientrante della stessa specie;
la G' conterra necgssariamente I'elemento k', il quale
non trovandosi in G, sard impossibile collo scambiar I' or-
dine de’suoi elementi di convertire la €' in G,
percié sard G' diverso da G.

15. Un gruppo qualunque G, il quale constl di rlentrann
né di sola 1.%, né di sola 2." specie, né disola 1." e 2." insie-
me, avra un gruppo invertito G' diverso da G. Si sosti-
tuisca a G il suo equivalente H fatto di grappi rientran-
ti. Uno almeno di essi sard di specie superiore alla 2." per
ipotesi. Sia H' I’imvertito di H, e percio eguale all’in-
vertito della G, H' avra lo stesso namero e specie di
rientranti di H, e percid almeno un rientrante di specie
superiore alla 2. equivalente a quello di A, ma inver-
tito. Ma questi due saranno diversi fra loro, e percidé H'
diverso da H eda G, ma H' é&lo stesso G' ordi-
nato pe’suoi rientranti, dunque sarA G' diverso-da G.

16. Fra i gruppi di cni consta R, ve ne sard un certo
numero fatto soltanto di rientranti di a." specie se sarA »n pari,
non ve ne sard alcuno se sard n dispari. Vi sard parimente
in R, nn certo numero di gruppi composti solo- di rien-
tranti- di 1." e 2." specie insieme, ma vi mancheranno i loro
invertiti, giacché ciascuno degh accennati gruppi riproduce sé:
stesso- quando venga invertito.

17. Quando in un grappo qualunque si scambiano di posto
due basi 4, £ col porre k dove ¢ la % e viceversa,
tale operazione che scambia il primo gruppo nel 2.° dicesi
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alternazione, ed i due gruppi diconsi alternati. Eseguire su un
dato gruppo G una, due, tre .... x alternazioni é tro-
vare quel grnppo G' che risulta, 1.° coll’alternar due basi
fra loro,. 3.° nel gruppo ottenuto alternar pure due basi pur-~
ché entrambe non siano. le stesse di prima, ed ottenere an 3.’
gruppo, e cosi su questo alternando due basi in. modo da non,
ricadere su uno degli antecedenti, ottenere un 4.° gruppo e .
cosi di seguito sino ad eseguire 2z alternazioni onde otte-
nere un x™™ gruppo. Si riterrd sempre nel seguito che il
numero x rappresenti il minor numero possibile di alter-
nazioni, ossia quel numero necessario e suﬂicxente per trasfor-
mare il dato gruppo G in G

18. Un’ alternazione fra due basi qualunque cambia un gruppo:
rientrante in un gruppo composto di due rientranti. Sia di
fatto proposto un grappo rientrante qualunque '

cZyesdpdrt,

si ponga una virgola innanzi alle due basi qualuvoglmno da.
alternarsi. Siano esse a, y, si scriverd

2,y sfpt,d

Se si fa l'alternazione di y con a, & per sé¢ manifesto che
il gruppo racchiuso fra le virgole diverrd un gruppo rien-
trante. Parimente gli elementi esterni alle due virgole con-
gianti insieme formeranno un altro gruppo rientrante, giacché
la 1." base dopo la virgola che é . eguale. all’ ultimo indice
dell’ elemento precedente ¢ portata al posto della prima base
del gruppo estremo, e percid insieme completano la condizio-
ne necessaria per divenir rientrante. Se in un’alternazione
viene a formarsi un elemento fisso, ¢ esso solo che forma il
gruppo rientrante compreso dalle due virgole. S’incontra
questo caso alternando due basi ‘prossime y, z come nel
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gappo ¢, 2%, YL p d !,  ove alternando si ha

| _qtayy:z‘f"?.p‘a'ﬂ=y’.q,’3“"pl’.d"~
Se Palternazione si fa fra una base intermedia ;;ualnuqne ed
una delle due estreme, peres. fra s e ¢, ofra s ed
¥, i scriverd
' T2y, dptd A
coye,dpd, A

I gruppi racchiusi fra le virgole costituiranno pure un gruppo
rientrante dopo I'alternazione, e siccome nel 1.° caso ante-
riormente alla 1." virgola non vi sono elementi, cosi gli ele-
menti residui costituiranno, come caso particolare in cui un
gruppo ¢ zero, per sé soli un rientrante.

19. Un’ alternazione eseguita fra basi di due gruppi rientranti
distinti fonde i due gruppi in un rientrante solo. Sia dato
un gruppo decomponibile in due rientranti che indico con
(¥ (B)”, ove b e S contengono due serie distinte dr
basi; sia ¢ una delle basi della serie 5, e p una della
seriec 3, esiano p, g le basi da alternarsi. Posta una
virgola innanzi a ¢ mella & ed innanzia p nmella S,
la b sarh divisa in due serie che diremo &, 3", ela
£ parimente in ', B". Supposta analogamente separata
in due serie ¢iascuna delle serie degl’indici g, y ponendo
g§=g,8, vr=7,7", s avriil gruppo

(B (B"F" (B')" (BYY".
Sia a cid che diventa 3" quando si sostituisce p alla
sua prima base ¢, ed « cid che diventa S" quando alla

sua prima base p si sostitnisce l]a g¢. Eseguita I’alterna-
zione, il det;o gruppo diverrd

(B @F" (B) (@



Seritto questo gruppo in ordine inverso, ciod "
@ @Y @ e
costituird un sol gruppo rientrante eguale a
@f ab’)7'7"""'

Sia per es. proposto il gruppo composto di due rientranti

CF (N =y rqg,desp,
siano ancors p, ¢ le basi da alternarsi, sard

GF ¢ @Y @V =y, g, d P
dopo l’alcemazione sard |
G (@ (B ()" =y 1, pe.de o, g
Scntu i precedentx gruppi in, senso inverso, sard
(afab)'7T8e =gt d S p Yy N,

che ¢ un rientrante unico. La' prova di ‘questa riduzione ri-
posa sugli stessi principj del § 14 ed esige 'la stessa avver-
teoza pel caso in cui una delle due basi da alternarsi appar-
tiene al primo elemento del gruppo proposto.

20. Un gruppo rientrante di un numero n di elemenu,
ossia di n™™ specie, si trasforma con un numero =n—1
di alternagioni in un gruppo di 7 rientranti di 1.° specie,
oseia in un gruppo fondamentale. Di fatto in forza della legge
con cui si succedono alternativamente le basi e gl’indici ogni
alternazione fra due basi prossnme del rientrante proposto
fard nascere un rientrante di 1. specie. I gruppo proposto
sard. in.forza del § 18 cambiato eon una 1. alternazione in
due gruppi rientranti, une di 1. e P'altro di (3—1)*
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-pecie Il gruppo rientrante di (m'— 1)  specie sard con
una’ a. alternaznone cambiato_parimente in due gruppi rien-
tranti, uno di 1.* e l'altro di (n—a)""" specie. Cosi pro-
gredendo si giungera:a render fissi, 0 di 1." epecie, gli n—a2
elementi del gruppo proposto con un numero n—2a di al-
ternazioni. Restera dunque un alternante di 32." specie della
forma & I(‘ _Un’alternazione sola ridurra questo a due ele-
menti fissi. Cid eseguito, si sard ridotto il proposto rientrante
in un grappo di'; n- rientranti di 1." specie ossia in n ele-
menti fissi con un numero 7n —1 di alternazioni.

21. Il numero’ & alternazioni atte a trasformare un gruppo
qualsivoglia di 7n elementi in un gruppo di. .#» rientranti
di 1."'specie, ossia in un grappo fondamentale, sara dato dalla
differenza n—m, essendo m il numero de’gruppi rien-
tranti di cui consta il gruppo proposto. S’immagini il gruppo
proposto ‘ordinato secondo i saoi m gruppi rientranti, e
¢ indichi colle m lettere «, B, 7, 8.... il numero
degli elementi che entrano mel 1.°, 2.°, 3°....m"
gruppo rientrante di cui consta il proposto. Sara

a+B-o-7+8 e h=mn

Le -alternazioni | bastanti a ponVettu'e i groppi sientranti in
elementi fissi saranno pel 1.°, "2.°, 3.° ...+ m"™ gien-
trante date rispettivamente da -

_'a—l, B—1, y—1, 3—1....,‘._,',.

Se si chiama dunque X il numero di alternszioni necessa-
rie a trasformare il grappo proposto in un gruppo fondamen
tale, si avra

= @— 1)+ @=D) =)@ = 1)+ (1 —1),

N

e siccome € m - il namero delle lettere «, B.... nu,
cosisara Xmavefeydescrrcpepu—m ossia X=n—m
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aa. Reciprocamente il numero d’ altermaziond atve a;trasfos- -
mare un gruppo fondamentale ordinato 4 di n elementi
in un gruppo G sard dato ancora da n—m, essen-
do m il numero de’rientranti di G. In fatti il gruppo
G' fatto di m rientranti ed equivalente a G verrd
convertito in un gruppo fondamentale 4' con un numero
n—m di alternazioni, ossia convertito nel gruppo fondamen-
tale ordinato A equivalente ad A4'. Dunque un numero
n—m di alternazioni eseguite in senso inverso snlla 4' = 4
ridurrd 4', ol suo eguale 4, alla G =G -
23. 1l numero x d’alternazioni atte a ridurre un gruppo
qualunque (6)* ad un altro gruppo (h)° sard dato da
x =n—p, essendo n il numero dégli elementi, e x
il numero de’rientranti che contiepe il gruppo (k). Di
fatto non essendo gl indici che una denominazione assegnata
arbitrariamente agli spagj, ma conservata la stessa nei di-
versi gruppi, se ciascuna lettera della serie g degl’ indici
del grappo dato (B) si fa eguale alla rispettiva base, il
gruppo (5 sard cambiato in un -gruppo fondamentale
(b)‘. Ma lo stesso cambiamento deve eseguirsi sul gruppo
(h)¥ , il quale diverra (®). Ora il numero delle permuta-
zioni per passare dal gruppo fondamentale (5) al gruppo
(k) ¢é dato da n—pu, essendo . il numero de’rien-
tranti di (h)’, e percid n—pu sard parimente il numero
delle permutazioni necessarie per pastare dal proposto (b)f
al grappo (%)¥: giacché eseguito il passaggio da uno all'al-
tro degli antecedenti gruppi e riposta I'antica serie d’indici,
si sard convertita la (5" in (B, ela (k) in (RF
Parimente se si cerca il numero delle alternazioni atte a
passare dal gruppo (8 ad.un gruppo (A4)*, si dovrd or-
dinare il grappo (A)* in modo che si abbia ®* = (),
ed il numero delle alternazioni atte a passare da (B)f ad
(h,)" sard -dato pure da n—pu, essendo ora u il namero
App. Eff. 1846. 15
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de’ rientranti che contiene il gruppo (p)’. Sia per esempio

BF = e B a5 df gt
W =fcdagtse,
la (&' si trasformerd nel suo eguale (p)f,
W= =cgfadetF, sr quindi
W=cgdraddE=ccdfa, g,
giccome ¢ n=7 e p=2a, cosiil numero d’alternazioni
atte a passare da () a (p)° sard = §, e percid ve
ne vorranno pur 5 a passare da () ad *» = (p)¥- Di

fatto eseguite le alternazioni sul gruppo (¥, eiha omumet-
tendo gl indici per semplicitd

®)=ebac fdg

alternazioni 1t....cbaefdg

a'....cgaefdb

8 ....cgfeadd

4 cv+.cgfaedbd
S'....ogfadeb = (p)

Ne deriva pure che per passare da un gruppo (5)* ad un
gnppo  (ba)° colla condizione che si debba nelle successiva
ajternazioni passare per gruppi intermedj dati da

(bl)‘ ’ (bl)‘ ’ (63)‘ LR A (bﬂ—l)‘
si richiederd un numero X d’alternazioni date da
X o= ma— (s fak Sy & o oo o fay o Sm) s

essondo Ky Ms M3 . ... s il numero de’ rientranti
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contenuti nspemvamehte ne’ gruppi -

(b,) , (ba)‘x , (b )‘l (b )‘i-—i

34. Nel processo indicato. per: detérminare il minimo nu~
mero d’altermazioni dtte.a scambiare un . gruppo quilunque
G in un gruppo fondamentale A4’ si evitano tutte le alter-
nazioni snperﬁue che pure potrebbero eseguirsi sulla G, che
congitnte colle altérnazioni utili condarrebbero all’intento. Tali
alternazioni superflue sono dovute alle alternazioni che 'si' fho
cessero fra due basi che comparirebhero in due gruppi rien-
tranti della . G. Giacché pesta la . G. “sotto la forma. di m
gruppi rientranti che indicheremo, con G', se si alternang
due basi fra due diversn nentranu questi si fondono in un, sol
gruppo rientrapte , 8¢ un altra base esjstente in questo grupgo
concentrato’ si alterna con una base esistente in un altro grup-
po, essi i fondono in un solo, ‘e percid fre rientranti della
G' sono divenuti uno solo. Se i progre&nsce in" tal modo,
si vede che con un numero: m--1. di tali alternazioni si
sard ridotto il gruppo G' ad un rientrante solo che diremo
H. Se si vaole ricondarre' - H = al. fondamentale A', si
dovranno eseguire: n—1 nuave alternazioni; dunque il nu-
mero totale di alternazioni compnese le m—1 g ﬁl;te sard

n—1+(m—x) = n--m-o-z(m-r-x)
-,

Ma dietro il § 21 bastano n—m alternazioni per couvers
tire G in 4'; dunque le 32(m—1) alternazioni aggiun-
te non sonod mecessarie. Uan tal numeré ¢ il doppio del numero
delle alternazioni che accaderebbe di fare negli scambi di due
basi . che appartenessero a due diversi rientranti di cui consta
la G, e che chiameremo per cid superfiue. Dunque le alter~
nazioni utili e necessarie sono quelle che si operano’ fra basi
appartenenti allo stesso rientrante, e lc superfiue quelle che si

facessexo fra basi appartenenti’a’ riemtranti diversi, = = =
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25. Se nei diversi gruppi- componenti la R, si suppone
che un certo numero =2 di basi dxvengmo eguali fra
loro, un numero =g~ di altre “basi eguali fa loro, un
numero » égumii fra lorb e cpsiv di: ‘seguite’, rimanende gli
ndna&mgnh,mgmmqwhnquodelh & ui troverdt
Hpehtounnn-uodltvoltb e

'_'=1 n... X, x;z..'..u I.a.,..v....

ednl nnmerodﬂ gnapx dnstum della R, mm.
"!.2.3‘..-71 .
- Vel slawe Mol o abew Rl o2 oo V. ‘.., .

La serie delle basi abcdef . .. 'zyz che in tatti 1
modi possibili alternate compajono nei gruppi della R si
concepuca, i ciascuno di essi, dmsa in due serie p, B, es-
sendo 2 il numero delle basi di p e n—2 il numero
Jelle restanu basi della B, per esempio

p=¢bmd Bq:cf.u...xys»,
oNvero: - . .
) paolaf, B—obg... x.y/z
6 in tut€altre modo: Sia o la serié generica degl'mdicl che
dorrispondé alla'serié p  di basi e £ quelta che corri-
sponde alla serie. B. I diversi quppx della . R,, raccolti
gli elemenn aventi per basi la serie p, saranno ridotti della
maw'\ b o el
@ Er@F . ,(p)‘.‘,'{_(.zaﬁ" | (p)“"‘ @
ové lé bisi dellr p - & quelie della . B ¢companiranvie pes~
nmtate i ciascuno-de’ gruppi.  (4). in tuttd: i nuedi pedsibili:,
ed dve imcineuho'il‘mfdcmplmm'dcg’iddid @, g
sardl egilale: ad x. ' Signo: ‘pf, p", p" ...l le 1232
permiutasioni delte basi p,.c B, B, B".... lvpee
mautazioni delle basi . B I & deixm (4) dard ik sistensn
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di groppi E -
(P EW, P EW, (P BV
@ EYEE, @EEE, @ EW.
@ @F N EE, @ E

. . . . .
.

)
i

ciascun de’ quah companri nella R, “Un sistema (C) si-
mile a} sitema (B) verra fornito dal 2.° dei gruppic (£
e cosi un terzo sistema (D) dal- 3.” dei gruppi (4 e cosd
di seguito, ed il complesso di tutti questi gruppi sark' equi-
valente alla R, Suppomamwmdmmlohm P dw
vengano eguali fra loro, sai

PP=p"=p " =ccco=p,
ed il sistema (B) dari un numero
1.3 ....a digroppi identici con ... (p')* (BHS",
uno stesso numero d'identici con . ..... () (B")¥,
un egual numero d’ identici conr ... ceee (o) (B
e cosi di seguito. Parimente il sistema. (C) dard un nnmera
.3 ...sA @& gruppi idemtici com.... (p)*(B¥",
mr egual numero di gruppi identici con. . .. (p')* (BN,
un egual numero di gruppi identici con .... (p/)*"(B")f"
e cosi dicasi di seguito. Parimente il sistema (D) dara un
numero 1.3 .... A di gruppi identici con - '

@@, @B, @ Em .
e cost dicasi de’successivi gruppi defla (4. Ne segue che
ciascun gmppo della R, comparirk ripetuto ‘un mumerv
2 r.a . %, el i gruppi distinti deffa R, in numerv
eguale a - ' ‘

1.2.3.... : _
OTYE ': =A+1)A+3) ... (R—=1)n




g
saranno compresi nel sistema di gruppi

@ @)W, ) @B, @) B ..
@ BW (@) B, @@ (H)
@) @M, (p')“'" B, )" B'")ﬁ"'

.
L]

- 8i connden ora un gruppo generito - (p)* (B)B  del distema
(H), e’si concepisca-divisa in dae parti Ia serie ‘B di
basi- che rappresenteremo con : §C, e laserie £ deglin~
dici pureiin dae:amaloghe parti : v, 3. Un gruppo. qua~
lunque del sistema (H) sard della- forma :(p')* (g)" (C)%
ove il numero degl’indici, @, 7, 8 sard ancora = n. Il
numero delle basi ¢ sia eguale a &, " e si componga una
serie di gruppi simili alla (4), avuto riguardo soimnto alla
variabilitd degl’ mdlcn @, 7, 8. Una tal serie sard

@ (?)7' o*, (P )“'(9)7" ©%F, @)@ (CF"...(B),
ed il ‘sistéima’ (H) - sard quells che risuka’ da ciascuno di
questi gruppi in cui.si. alternino in tutti i modi. possibili: le
basi contenute in ¢ e quelle contenute in C. . Dunque

ciascuno di tali gruppx dar un sistema simile al sistema (B)
qnando in questo, ritenato fisso il termine (p)“

ucambmolev ‘ p, By «, p‘
rispettivamente in . - g5 .C, 7, 6

Cosi il 1.° dei grappi (K) -dard un sistema- (Q) simile &
(B) . in cui ciascun gruppo sard affetto inoltre dal termine
costante (p')". Supposto che le basi- ¢ divengano egpali
fra loro, il sistema (Q) si ridurrd ai gruppi distinti

(P')at (ql)'I'A (C’)", , (pl)m (qr)yll(cn).gr , (pr)af (qr‘)yl (C’”)”' Ve v
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ciascan de’ quali - comparird . ripetuto. un numero di- wvolte

= 1.2....4 Il 3° dei gruppi (K) dard pure un si-
stema (Q") di gruppi distinti

@@ ey, @@y en”, ) @)y” (@"y-..

ciascun de’ quali sari ripetuto un numero di volte = 1.3....x,
e cosi dicasi del 3. gruppo componente la serie (K) che
dard una serie (Q") di gruppi ripetuti un numere = 1.2....4,
e cosi dicasi del 4.°, 5.°, 6.°.... gruppo della (X) che
daranno i sistemi (Q"), (Q"), (@) ...., i cui gruppi
saranno ripetuti un numero di volte = 1.3....ux Ne
deriva dunque che nell’ ipotesi in cui le basi della p siano
eguali fra loro e quelle della ¢ pure eguali fra loro, un
gruppo qualunque della R, sard ripetuto un numero di
volte = 1.2....A per la 1." ipotesi, e ciascun d’essi
un nomero di volte = 1.a....px per la a2 ipotesi.
Dnnque un gruppo qualunque sar ripetuto un numero di volte

=I.2-...A.I.2....IL

Procedendo innanzi col supporre che un numero » di basi. »
vengano scparate dalla serie C di basi sopra contemplate,
e seguendo lo stesso andamento, si conchiuderd che se, oltre
le basi componenti le p, ¢, anche quelle componenti la r
divengono eguali fra loro, un gruppo qualunque della R,
comparird ripetuto un numero .di volte :

=(1.2,.-. .-.'A)(_I.z . . #)(x.; . .l. .y,

e cosi si dird per un altro numero ¢ qualsivoglia di basi
eguali fra loro.. Ne risulterd che. nella: R,. un.gruppo qua-
Junque sara ripetyto un numero

(CRF TR ) I ¢ 2 SIRYT) Y ¢ B TRUSPIRNE ) RN
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od il numero de’gruppi dissinti si ridmrd a
1.32.3....n
(1.a.. ..A)(n.n....it)'(l;a.';’:ﬁ.i).ﬁ.=d'

Da cid risulta implicitamente dimestrato che essendo

. m,p, g, Tyt
mameri interi gualanque, 1'eepressions

p+1(p+i3)(p+3)....(p+m)
(1.2.3....9@.2.3....9(1.3.3....0¢cn.-.

si ridurrd u:mpre ad un pumero intero quando sia adesapita
la condizione

qer+taso. =0

Risulta parimente che supposto p il numero delle pia alte
potenze di 3, non escluso I'esponente zero, che sono com-
prese in n; p' il numero di quelle comprese in a; p'’
di quelle comprese in u; p” di quelle comprese in » e
cosi di seguito, il numero = d de’gruppi distinti compresi
in R, sard dispari o pari secondo che sari o non sari zero
T espressione

nd—"-.-p"-.-y'"... ¢ s 0 e —(P*A-..“...,... e o .)
26. Se nei diversi gruppi componenti la R, s suppose
che un certe nmmaro A dindici divengano fra loco egmali,
un altro numero x  d'indici pure fra loro eguali, un nDe-
mero » fra loro eguali, ¢ cosi di seguito rimanendo le basi
tatte fra lor disuguali, un groppe qualunque delle R, sara
ripetuto un numero di volte

LN ¢ O ISR [ ¢ J¥ TP 1 T YD) RPN
ed il momero de’ gruppi distinti si ridurri a
1.3.3....3
L SRS V T (T T T T T I
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Di fatti se si supponesse un numero = A di basi eguali fra
loro, un numero = p pure eguali fra loro e cosi di seguito,

si é veduto che un gruppo qualunque ¢ ripetuto un numero
(re23.0c)(1e3 00 p)ee.e=N |

Quei gruppi che compajono ripetuti in questa ipotesi si manter-
ranno ripetuti anche dopo che si eseguisca I’ inversione ne’ grup-
pi stessi, percid un gruppo qualunque invertito nella R, com-
parird ripetato IV volte. L’eseguire su ciascun gruppo tale
inversione € lo stesso che supporre nella primitiva R, un
nomero A d’indici eguali fra loro, un numero x d'indici
eguali fra loro, e cosi di segnito lasciando disuguali le basi.
Dunque anche nell’ anzidetta ipotesi di eguaglianze fra gI’ indici
un gruppo qualunque sard ripetuto XN volte, e percid il
nomero de’grupp: distinti si ridurra a
\ I.3....1n
(Te3 e d)(Tea e p).oas

a7. Se si supponesse congiuntamente un numero A di
basi eguali fra loro, indi un numero A’ d’indici eguali fra
loro, poscia due numeri ux, v di basi fra loro eguali, indi
due numeri ', ¥ d'indici eguali fra loro e cosi di se-
guito, ovvero si scegliesse un qualsivoglia ordine di succes-
sione fra I'eguaglianze fra le basi e quelle fra gl indici, il ri-
sultato R, sarebbe lo stesso di quello che si avrebbe inco-
minciando dall’eguagliare i numeri A, x, v.... di
basi fra loro, poscia eseguire I'eguaglianza fra i numeri
A, u, v.... didici, o viceversa incominciando dalle
eguaglianze successive fra i sistemi A, u', ' .... din-
dici, indi passando al sistema A, m, v, ¢.... di basi
Ne deriva che un gruppo qualunque della R, sard ripetuto
per lo meno un numero di volte eguale a quello dei due
prodotti

App. Eff. 1846. 6
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e .cyed)(1ea3. o). ,c09) .0

(1ea.... (3. K)(1ea i)l '

che presenta il valore pia grande.

28. Se nelle lettere che costitniscono la serie delle basi e quella
deg)’ indici si supponga un certo numero A di esse eguali
fra loro, un altro numero s egnali fra loro € cosi di se-
guito, lasciando o no alcane delle lettere distinte fra loro, per
es. osoltanto d=c=b=a, s=r=p=ygq,
totti i gruppi in questa ipotesi, non avuto riguardo all’ ordine
com cui le lettere si succedono, avranno ancora una serie di
basi eguali a due a due a quella degl’indici. Tali gruppi es-
sendo percid dotati del carattere essenziale alla disposizione
in rientranti come nel § 9, potranno tutti essere disposti, an—-
che in questo caso, sotto l'anmdetta forma. Si ¢ veduto al
§ 23 che il minor numero d’alternazioni atte a passare da un
groppo (8)* ad unaltro (4)* " & quello in cai, trasformato
in rientranti il nuove gruppo (&), si eseguiscano le alter-
mazioni sempre fra basi prosime in ciascun rientrante. Sicco-
me inoltre pel § 12 il numero de’ rientranti di un dato gruppo
rimane invariato nel suo gruppo invertito, cosi il numero atto
a convertire il gruppo (8 nel groppo (k) sara anche
dato da n—pux, ecmendo ora u il numero de'mentranti
che presenta il grappo invertito (5)*. Quando pertanto ab-
bia luogo I'ipotesi di un sistema di eguaglianze fra ua certo
numero.di lettere nei due gruppi (8)*, (k) si passerd an-
cora dal 1.° al 2.° gruppo col minor numero d’alternazioni ,
quando disposto il gruppo ()" sotto forma di rientrant, in
nessun de’ quali compaja ripetuta la stessa lettera, si esegui-
scano in ciascuno le alternazioni fra le basi prossime. In tal
modo dopo un numero- n—px dalternazioni la serie &
delle lettere diventa identica colla serie A Solo che, raen-
tre nel caso delle lettere non ripetute i rientranti di diversa
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specie si presentano da loro stessi qualunque sia I' ordine con
dei si prooeda alla. loré formazione, nell’assunta ipotesi im
vece si dovranno con ordine cercare i rientranti di 1.*, di
a*, di 3.".... specie, non passando ad una specie seguente
prima di aver esaurito il numero della precedente, onde render
massimo il numero de’rientranti distinti, e percid minima la
x = n—p. Ne deriva che, nell’assunta ipotesi di eguaglian-
ze successive di legtere, ridetti.i gruppi della. R, .ai soli
gruppi distinti si passerd da uno qualunqme (5)° ad un altro
(Ii)‘ icon tn numero x = n—pu- di alternazlom fra le baln
essendo il numero de’rientranti di 1.*, a2.*, 3. ...
specie, in nessuno de’quali compaja ripetata la stesea lettera,
ed in cui potrd trasformarsi il nuovo gruppo (3)*. Se per
cambiare con alternazioni suctessive. la serie. & nelld.: &,
con che il nuovo gruppo (essendo arhitraria la serie che rap—
presenta gl indici ) diveata un gruppo. fondamentale . (h)* ;. ok
facesse. un pumero =« di alternszioni. fra basi: di rien=
tranti, diversi, il numero. « ' rappresenterebbe come nel § 34
lg. alternazioni superflue. Il numero delle alternngioni earebbs
in. t3l.caso . .= A— w2, € NOR 8} avrcbbc pa'clbtllmo
nimo valore . x che si oerca.
--20, ‘Per_dare qualche esempio di. quanto venne qm esponto
si.cerchi il piti piccolo. numero . = d’alternaxioni .per: pae-
sgre dal nome Evangelista Torricellius -al suo anagramina (en
swrescit Gadileus altor, La serie delle- lettere componenti il no-.
me preposto €. quella del suo anagramma i consideripo tome
dwe serie di basi. Pongasi la prima =45 la secenda: == A
Le a3 lettere comnni di cui constdno &, & &ispbﬂ.e m or~
dine progressivo formeranno la serie arbitraria =g . d'mdl(:l
e.si-avid - Proce “ ' '

aacuaguzuluornuluo = g
Si' rarta’ danque di trovare il numero. x d'alternasioni per
passare dal gruppo- (8)¥- al gruppo ()%, ossia di cercare
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il namero . x di rientranti di 1.*, 2." ... . specie che
presenta il nmove gruppo (k)' od il suo invertito (b)'.
gruppo - '
W =ea g erifscatto it eI liu S
ridotto in rientranti ai ridnce a
AR NS TN T4 r‘g',s we*a I o*ulc

é Iinvertito (3)* che mantiene lo stesg0 numero e specie
di rientranti diventa :

"ee"l redi l‘sr’a‘g’r‘:t‘zc“uo’l‘a’d‘n. '

Essendo pertanto il numero di elemenn ne= 33 e p=28,
safd' x=n—p =15,
Se si avesse voluto trasformare la serie & nella serie k&,
inicorninciando ad alternare quelle lettere della & ~che for-
|mano successivamente la 1.°, 2.*, 3.*.... lettera della &,
come alternando ¢ con n, poscia a4 con o, indi a con
n, in seguito g con r e cosi via via sino a formare Pin—
tera h, si sarebbe nelle successive alternazioni in questo
modo disposte incontrata I’ alternazione di o con e. Ma sic-
comri¢ tali lettere non appartengono ad uno stesso rientrante, cosk
una ‘tale alternazione sarebbe stata superflua, ed é percid che
segtendo questa via ‘il numero delle’ alternazioni non ‘corri-
spoude pi&. al valor' minimo trovato =15, ma al pu-
mero 17 == al numero 23 —8w-2a, egualead n—pu aun-
mentato del doppuo delle alternzxom mperﬂne come al § 24
si ¢ rimarcate. o

Parimente il numero x d’ alternazxom per passare da
Ave Maria gratia plena’ Dominus tecum = b’ al suo anagramma
Deipara invensa sum ergo immaculate =15, siotterrd cercando
il valore "« 'di tutti i rientranti di 1., 2., 3.".... specie
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in cni pud trasformarsi ()' equivalente al gruppo

al e a Y ita'g r a it e p I e 1 d o’ it Ut e U

Siccome (b)* si trasforma in un gruppo composto di = 11
rientranti, cioé

a’,a’,0°, 7, di* " m' u't’, c"m'.e‘i't"n‘,e’t‘u‘a’r’o‘,a‘d‘g"n"m’ s°c*

cosi essendo 7 = 31, sard x = n—p = 20. ‘

30. 1l risultato R, composto di un numero sempre pari
di gruppi pud ordinarsi in due serie M, N di egual nu-
mero di termini che indicheremo con R, = (M, N) in
modo che a ciascun termine della serie M corrisponda un
analogo termine nella N che non ne differisca se non per
P alternazione fra due basi %, k arbitrariamente scelte. Di
fatto se nella R, si hanno di mira due basi 4, k£ e si
raccolgono tutti quegli elementi che sono congjunti collo stes-
so gruppo K’ &' in modo che detti H,, H., H; ... .
tali elementi, il complesso di essi ossia il termine .

‘(H,, Hi, Hy....)F’H

sia dndicato con P, kK &', e siano parimente indicati con
P,, Py, Py.... gliaggregati di elementi affetti rispet-
tivamente dai gruppi A" K, KK, B"K...., la R,
avra la forma-

‘Ro'= (P WK, P.BF, Psi™F, PEE ....)

Se'ora in questa serie si raccolgono tutti quei termini che
non contengono grappi alternati rispetto alle due basi %, &
ed indichiamo con . [ (Q.h’k’) = M il complesso di tali
termini, il complesso de’restanti termini della R, dovra
essere della forma / (Q. K h’) = IV : giacché se si chiama
Puh*K un termine qualunque della serie A, il termine
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Py k" kY - altermato ‘rispetto plle due basi .4, &  non potrd
trovarsi per ipotesi nella serie M. Supponiamo che non si
trovi, se ¢ possibile, nella serie  IV; uh-tal complesso di
gruppi non potra trovarsi nella R,, Ia gquale mancherebbe
in questa ipotesi di alcuni gruppi che pure possono formarsi
coll’ alternare in tutti i modi possibili le basi fra loro. Cié
essendo contrario al .carattere essenziale. della. R, , \dovrd.it
termine in quistione trovarsi compreso nella serie . V. Un
discorso eguale servird a provare viceversa che ad ogm termine
della corrlspon('{erh un termme analogo ecl a\ternato
nella }M. Siccome tale dnscorso ‘pus. rlpetersl per qualm-
VOglxa termine della serie”” M, ‘cosi la R potra ordmamn
in due serie ' M, N tali che tutti i termuu della 1t
trovmo i loro cornspondenn ternum nella 2" e vnceVersa,
non’ diversi fra’ loro a due'a due 'se non per I'alternazione
delle due basi %, % che ‘farono, scelte per “ordinare la
R, Ia R, posta sotto la forma (M 'Nj, ovele M, N
hanrio’ le sngmﬁcazlom date sopra, 'si 'dira ordinata a seconda
delle basi hk Lla' R, potrd ordinarsi in tal modo per
due basi qualunque della serie @, &, ¢ .. ..y, z come
si & fatto delle hk.

31.8e m ‘& il numero de¢’rientranti in Tui pud ecem-
porsi an gruppo qualunque della M, sard- m 31 ‘il nu-
mero de’rientranti competente al suo gruppo, altérnato’ nella
N. Si vede dai §§ (14), (30) chc st avida me~1 .6e le
due basl h, k appartengono allo stesso nentrante, ed
m—1 se appartengono a due rientranti diversi. '

- 32.:Se il grado n deHa 'R, ¢ pari, la Ry sard de-
componibile in tre serie  T', ¥V, V' chke esprimiamo con
R,= (T, 7V, V') incai T contenga twsti .i gruppi
ne’ quali entrano uno ‘o pid elementi fissi, Ia ¥ tattii quells
fra i restanti grappi che avranno per 1o meno um rientrante
di specie superiore alla 2., e F' tutti i gruppi composti di
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soli rentranti di 3." specie. S¢ la ~n sarh dispari, la R,
conterrd le sole due serie T, 7V, ossia R, = (T, ¥). Di
fatto. s¢ n ¢ dispari, non potrd la R, contenere gruppi
di sola 2." specie § 16, percié nella R, ordinata come si
€' detto mon entrerd la- 7",

33. La serie ¥ tanto per n pari che per n dispari
sard dcoompomhlle in due serie V= (I, I') talichei gruppi
contenuti in I’ siano gl invertiti due a due de’gruppi com-
presi in I, Si scelgano nella ¥ tutti quei gruppi che non
<compajono invertiti fra loro, sta 7/ una tal seric e chia-
misi I il complesso de’restanti gruppi. Si fissi un gruppo
qualuinque G appartenente ad 7, esia G' il suo in-
vertito. Siccome G per ipotesi contiene almeno un rien-
trante di specie superiore alla 2.", cosi G’ sard diverso da
G e non conterrid termini fissi, e riterrd ancora almeno un
rientrante di specie superiore alla 2.", dunque G' non potra
essere compreso nei grappi né della 7', né della- 7' se
n ¢ pari. Se dunque G’ mnon é contenuto nei gruppi ri-
masti alla ¥, non potrd nemmeno essere contenuto nella
R,. Mase G non é contenuto in H,, questa non con-
tiene, contro I'ipotesi, tutte le permutazioni possibili delle
basi, mentre G' distinto da tutti gli altri gruppi rappre-
senta una delle permutarioni possibili, dovrd dunque G' es-
sere compreso nei gruppi residuati alla 7 dopo la separa-
wzione da essa della serie L Ripetuto lo stesso ragionamento
rispetto a tutti i gruppi contenuti nella 7, ne risultera che
la serie 7 sara fatta di un numero pari di groppi, e sard
decomponibile come si ¢ detto nella ¥V = (I, I').

34. La R, tanto pex n pari che per n dispari pud
ordinarsi in due serie di gruppi R, = (S, W) ove la §
contenga tutti i grappi composti di soli rientranti di 1." 0 2.
specie (mancandovi quei di 2." se nr ¢ dispari) o di rien-
tranti di 1." e 2." specie congiuntamente, e la W -mutti i
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restanti gruppi, ciascun de’quali conterrd almeno un rientran-
te di specie superiore alla 2." La_ W sard inoltre decompo-
nibile in due serie I,, L., cioée W = (I;, L) tli che
i gruppi della 1, siano gl invertiti dei gruppi della I, e
viceversa. Di fatto si levi dalla ¥ una serie di grappi nella
quale non si presenti alcuna coppia di gruppi invertiti fra
loro. Sia J; wuna tal serie, ed I, la serie dei gruppi ri-
masti in ¥. Si contempli un gruppo qualunque G della
I,, sia’ G' il suo invertito. Siccome G contiene almeno
un gruppo rientrante di specie superiore alla 2., coei anche
G' conterra almeno un gruppo di tale specie. La G’ sard
un gruppo compreso nella Z,, giacché se nol fosse, non es-
sendo G' compreso né in I, per ipotesi, né in S, in
quanto in § non si contengono rientranti di specie supe-
riore alla 2.", non sarebbe neppur compreso nella R,. Ma
essendo G' diversa da G, mancherebbe nella R, una
delle sue possibili permutazioni fra basi e basi contro I'ipo-
tesi. Siccome cid si pud applicare non solo a tutti i gruppi
di I, rispetto a quelli di ., ma viceversa a tatti i grap-
pi di /. rispetto a quellidi 7/, cosila R, si potra
mettere sotto la forma R,= (S, I,, L.), avendo S, I,, I,
gli enunciati caratteri. :

35. Ne deriva che R, rimarra invariabile col sostituire
a tatti i suoi grappi i loro invertiti; giacché essendo S com-
posta di gruppi di soli rientranti di 1." o 3. specie separa-
tamente, e di soli rientranti di 1." e 2." specie insieme, essa
rimane invariabile coll’invertire i suoi gruppi. Mala W
rimarrd pare invariabile coll’invertir tutti i suoi gruppi,
giacché essendo W = (I,, L), con tale inversione si cam-
biano I, in I, e viceversa.

36. Se nella R,, posta sotto la forma R, = (M, N)
come al § 30, si alternano fra loro le due basi %, k, Ia
stessa R, si cambia in (N, M), cioé tutti i gruppi
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conténuti in - M si cambiano nei gruppi contenuti in:. N
e viceversa. Percido la R, rimane invarmta coll’ alternare le
anzidette basi. Siccome le- due basi scelte erano qualunque, cosi
R, rimarrad invariata coll’alternar fra loro -due qualunque
della » basi di cui essa comsta. . '

37. La R, rimane invariata dopo un' numero p qual-
sivoglia d’alternazioni fra le sue basi, o dopo un numero qual-
sivoglia ¢ d’alternazioni fra gl’indici. Essa rimane invariata
dopo un. nomero. :p d’alternazioni fra le. basi, ed .un nu-
mero ¢ d’alternazioni fra gl’indici, o dopo un' numero ¢
d’alternazioni fra gl'indici, ed un numero p d’alternazioni
fra le basi. Di fatto la 'R, rimane invariata coll’ alternar due
basi qualunque fra loro; se dunque in questa ottenuta si fa
una 3.', 3'....p* alternazione di basi, rimarrd’ sempre-
invariata. Si alternino nella R, due indici 4, £ fra loro,
esia X cid ch’essa diventa. Chiamiamo R, [Dinvertita di
R,, sard pel § 35 R. = R,. Si alternino nella R, le
due basi %, £ fraloro, esia R, il risultato di questa alter-
nazione, sard pel § 36 R, = R., percid R, =R,; chia-
misi R, ID'invertita di R,, sarA R/'=R;- Mala R
non ¢ che il risultato dell’alternazione-di due indici %, %
eseguita sulla R,, sard dunque R, = X, e percid
R’ =R, =R, = R, = X. Percid I'alternazione di due
indici qualunque %, £ lascia invariata la R,, - dunque dopo
una seconda alternazione, una 3., 4" . ... q¢" rimarrd an-
cora invariata la R,. Ne deriva da cié che anche dopo un
numero p d’alternazioni fra le basi, e dopo un numero ¢
d’alternazioni fra gl’indici rimarrd- ancora invariata la R, ,
e vi rimarrd parimente dopo un numero g d’alternazioni
fra gl’indici ed un numero p fra le basi. . ‘

38. Le basi a, b, c.... y, z destinate indietro a rap-’
presentare enti in genere si limitino ora a rappresentare
quantita, e gl indici che rappresentavano determinati luoghi

App. Eff. 1846. 17
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nello : spagio . rappresentino ora luoghi fiesi entro farmole o
funsioni analitiche qualunque. I diversi gruppi derivati dal
fondamentale ordinate rappresenteranno ora simbolicamente
la stessa fungion fondamentale data, nella guale siansi fra loro
permutate le quantith a4, b, ¢....y,z chein esa si
comsiderano. Siccome. nei. gruppi tamto - gl’ indici che le. basi
furono-designati collé stesse lettere, cosi.ng’ espressione qua-
lonque f@,:b,. c....y, z) ¢ intenderd tanto funzione
delle a, b, c.... y,z considerate come basi, quanto
fanzione delle stosse lettere considerate come indici di posti.
Una data - funzione f(z, y, &, f, m....) in cui s
sostituird slla serie delle quantita non ordinate £, vy, «....
1a: serie. ardinata delle a, &, ¢ . ... sard rappresentata
dal gruppo. ambtuoco ondmnto - . )

(a) (b) () . (n) —f(a b,c....n)

Quando si vorra, passare da un gruppo simbolico qualunque
peres. (@Y (®) ... (@ =(S). al swo corrispon-
dente rappresentato per la funzione. data che’ chiamero effes~
tipo, si considererd la f come fanzione d’indici e si segne-
ranno’' le " a, &,.¢....n  nella f con un apice. Lo
steseo ei fard rispetto agl’ md:cn del grappo simbalico (S) e
si avrd -

(B) f@, ¥, cd...n); @@ @B ....@" ()
8i passerd dal gruppo simbolico (S) al suo effettivo corri-
spondente col sostituire mella. (E) considerata come fun-
zione degl'indici a', &', ¢ .. ..n in luogo di essi.
quelle basi che laro competono negli elementi della (S). Sard
cosi f(n, ¢, b...a) = al gruppo stesso (n)* © G ..."
ove a ciascun indice si é levato I’apice. Cosi in particolare sia
data la fanzione

[
{x'(:ir;’a)(x+}3)”27; esiano x, y,«, f, 7
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le quantita pemmtduh cke si cantem[ahno Sn powh per
eunplimi ,

x=a, “=bv 5’=¢, H=do m==e,7='f,

aariconcld

{x'(cm'a) (1 -o-far;r = {a’(m b)(m d)‘ir = (a)' (b)‘(o) (J)‘(J)'( §2.2
Vogbau ora tmnformure 11 grnppo -
@ (o o o (e)f

.

nel suo eﬂ'ettlvo cornspondente La funzwne (E) ed il gmp-
po. (5). dxverranno mpettwamente C e

o in ¥ (:-»d'r’ 2f' ' dr'@" (b)"(f)'(#)" (->’~.

ed il gmppo eﬂ’emvo cbe si- cerca sari d:tov da

s

{d’ (m‘«» (1 -»fr}e = w (a)‘ wr m‘ (o)' («)f

serie R, di gruppi simbolici alla comspondente serie di
gruppi “effettivi, trasformando ogni gruppo simbolico’ ‘di R,
nel suo corrispondente gruppo effettivo. '

Si osserverd che nulla osta che tella funz:one data utia o pu‘l
basi siano ripetute in pitt Imoghi, purcbé' in ¢uesti lhoglu
maltipli ¢ intenda” pure ripetato I’ indice stesso; e’ che: ifoltre
nel"esegmre I¢ alternazioni si ripeta 4 stessa base alternata
in tutti que’luoghi muluph che furono contraddkaiﬁ collé
stesso indice. D’ora imnanzi' un  gruppo qunlsiVOglm di #
basi“si ‘riguarderd sempre come la rappresentazmne mmbobca
di wna funzione delle stesse n basi * @, b, c . . ‘Y, %
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Si potrd per comodo togliere nei groppa le -paréntesi ( ),
purché si avverta come si ¢ fatto al § 10 che i diversi ele-
menti non sono in forma di prodotti e che gl'indici non
indicano esponenti, per non confondere tali gruppi con quelli
che deriverebbero da una funzione proposta fatta di prodotti.
Cosi se la funzione proposta fosse ®(a) x(B) V(c) . - . . 6(n)
cove @, %y ¥ ... 0" somo simboli di funzioni da mol--
tlphcam fra loro, il suo corrispondente grappo sarebbe

abc . ...n"*, considerati.i snoi 'elementi come moltxphmti
fra loro, e per distingnere che gl’indici non sono esponenti, si
potranno racchindere essi fra (). e scrivere a®¥"c). .. .n™):
cid si esprimerd col dire che le basi sotto forma di prodotto
Tanno' 14 condiziorie di variar ‘di valore al variar di posto.

39. Sino al § 38 si & contemplata una'serie di gruppi iso-
lati che abbiamo separati con virgole, perché non soggetti fra
loro 'ad alcuna. relazione algebrica. Le basi indicando enti qual-
sivogliano e gl’ indici designando luoghi arbitrarj nello spazio,
i diversi gruppi non rappresentanti vere quantith, ma semplici
relazioni non potevano essere assoggettati ad operazioni algebri-
che. Ma in forza delle  limitazioni introdotte nel.precedente
paragrafo questi gruppi stessi possono assoggettann a relazioni
qualugque fra Joro. -

;. 40..Una. fumzione. quahmque dn a, qnanmh la qualg Ti-
manga-jnvariabile coll’alternar daue qnalunque delle q;umutz\
date, dicesi funzione simetrica, , . . .

;- Siccome, i. diversi gruppi delle due serie . M » IV in cui
.n ¢.decomposta la- R, al § 30 spno tali che coll’ alternar di
due basi qualungue, %, k - quelli di una serie si scambiano
in quelli dell’ altra ¢ viceversa, cosi la somma di tutti i grappi
gompopenti: la. . R,, . riguardati i gruppi come simboli di
funzjone, dara - -una funzione simetrica che indicheremo com
N 3(a) @ @) .oy () ; o piu brevemente .con S(n)s
Per distinguere Ia S() da altre egualmente dotate della
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proprietd sopraccennata la chismereémo funzion simetrica com-
pleta. S’ intenderd questa come derivata dalla pid semplice
- delle funzioni simetriche, cioé dalla 4+« B+ C+D=+....
costituenté una somma di un numero 1.3.3....7m = '
di basi, quando alle basi 4, B, €... . siano sostituiti
in quell’ordine che .ci piace gli ' gruppi della .R,.

La simetrica completa S(n) rimarrd invariata nelle stesse
ipotesi in cui si é mostrato nei §§ 35, 36 e 37 rimanere in-
variata la: R,. In queste ipotesi in fatti la R, rimarrebbe
invariata quand’anche i suoi: grappi - fossero affetti tutti dalle
stésso segno ~+ . considerato esso stesso come cosa, giaoché
qualsivoglia alternazione eseguita sa questi segm tutti 1dentwn
non porterebbe variazione al complesso de'suoi gruppi, e siceo-
me in tal caso la R, sicambianella A+B4-CuD-..-=8(n),
coel questa godrd delle stesse proprietd della R,. Parimente
le proprieta indicate ai §§ 25, 26, 37 e 28 competeramno colle
stesse condizioni alla funzion simetrica -S(n), la quale ia
questo caso, fatto I'aggregato dei gruppi identici, risultera
della forma HQ, ove Q rappresenterd la saomma dej
gruppi distinti, ela A il numero delle volte che un grappe
qualanque della  S(n) compare ripetuto in forza delle stesse
ipotesi per le quali nei citati paragraﬁ compare npetuto

nella - R,.

La proposta funzione da assoggettarsi all’operaznone indicata
con S potrd essa stessa essere funzione simbolica delle basi
congervando la stessa generalita del gruppo fondamentale della
R,, e potr& non ostante rappresentarsi col gruppo simbo-~
lico (@) B(e) ... ("

Quando una funznone flay b, ¢c....y, z) comunque
simbolica od effettiva consta dell’aggregato . :

fila,b....y, )+ fia, b....¥, 2) = fi(a, b....y, 2) &= ecc.

ove una qualunque f. contiene tutte lc basi che voglionsi
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soggette nll’operamone §, s awid
Sf(a b.. y,z)_Sf,(a .. y, z):tSf.(a,b Yy z)ist(a. ..y, z) - ecc.

Siccome .ciascuna - f., ¢ rappresentata dietro le - ualnbte
convengioni - dallo .stesso: grappo simbolico - fondamentalé
@ B ....(yV (®)'5 cosi quando si tratterd di passare dai
gruppi nati da una qualsivoglia Sz(a)‘(b)‘.. ‘o (y)’(z)’} ai
gruppi effettivi - corrispondenti ad uma f,., i dovrd por
meate che la stessa serie d’indici a4, b....y, z. hs wm
eignificanione ‘diversa per ciascuna delle  f.." - . = .
" "41.Se nella simetrica completa Sg(a)‘(b)‘ ...(y)’(z)*}z&n)
si suppone che il gruppo fondamentale ordinato affetto dalla. - 8
sia 1a rappresentagione simbolica della fanzione f{a, &; ci..y)
ove la 2° -indiea uma potenza qualunque della base =z - che
molsiplica la funzion' qualunque £, la S{n) monm cesserd
di essere fonzone simetrica quando 'si suppongd che: JPespo-
nente: della base -z 'si riduca @ zero. La S(s) rappresen-
terd in.tal caso' fa somma d&i tutti i gruppi che nascono’dalla
fl@a, 8.... %, y), permuatando in-tutti i modi - poesibik le
n' besi: va,’b....%,y,z megi 'n—1" luoghi- oecupati
mella:stdssh f daller a, b....x, y. Parimerte se il gruppo
fondamentale, rappresenta la fungione f(a, d....x)y¥z*, -ove
¥Yz" sono il prodotto di potenze qualunque delle due: basi
y,z, h S{'(q)‘(b)'....v(x)"y’z’} a cui ei ridgee, S(n)
non ceserd di esere funzione simetrica quando ne’ risultanti
gruppi si: riducano ' a gero gli esponenti’ designati con y, z
Siccome in questa un gruppo qualunque verrd ripetuto dietre
1§§ 26 e 40 un numero di volte = 1.2, - cosi diviso il ri~
sultato per 1.2, si avrd la somma di tutti i gruppi distinti
che nascerebbero dalla f(a, b6.... x) permutande in tutti
i modi possibili lq n basi a,b....x,y,z negli n—3
Tuoghi occupati nella f dalle sole n—2 basi a,b....%
Cosi sard pure una funzione: simetrica la
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S { (a)" (b)" . @)yt ‘

quando nei gruppn che nascono i riducano a zero i tre espo-
genti %, ¥y, 2z Diviso il risultato per 1.23.3, si avri la
somma de’ grappi distinti che nascono permutando in tutti i
modi possibili negli 7 —3 luoghi della funzione f le =
basi a, b, c....x, y, z, e cosi dicasi successivamente:
Quando la funzione stessa  f si riduce al prodotto di po-
tenze qnalsnvoghano delle basi, allora il gruppo fondamentale,
simbolico (a)*(®)’-. .. (%) (yV (z)* si riduce al gruppo ef-
fettivo _,alt_'  chee X y’z‘, ela S@n) alla .

S.{a'b‘c‘. . x’y’z’}'

ove gl'indici sono cambiati tutti in esponenti. Se nei diversi
gruppivdi questa si suppone un numero = A di esponenti
cguali~ a° zero, ‘per esempio I=U=p =X =y =2=0
ove A= 6, Ia funzion simetrica che ne nasce divisa per
1.2.3:...2 rappreoenterh la.somma de’grappi che nasco-
no -col: permutare in tutti i modi possibili negli n—2 luogln'
occupati dalle basi a, &, c....r, s nel prodotto a *pbe.

tatte le n basi a, b,c¢c....7, s,t, u,v, x, ¥y, 2
La fanzion simetrica intera che nasce quando si sappone che
nel gruppo a’b'c....x"yYs" i primi esponenti a, b, c....
in nnmero = u si conservino disuguali, e gli ultimi n—gu
assumano ,ma valor comune = z, -verrd rappresentata colla'
notazione pit compendiosa S(@, b,.c....2""#) .ove le.
a,b,c....z quiracchinse rappresentano esponenti, e la
notazione 2"~/ indica che I'esponente z ¢ ripetato n.—g.
volte. Siccome in questa un gruppo qualunque compare ripe-
tuto un numero di volte = 1.2.3... .(n — p), ‘cosila stessa
espressione divisa per 1.2.3....(n—pu) dard la. somma
de’gruppi distinti. .Se nell’espressione suddetta si riduce a
zero I'esponente z, essa diverrd S(e, b, c....0""F)
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Parimente se in questa gli esponenti @, b,¢.... in nu-
mero = p assumono tutti un valor comune =a, la pre-
cedente sard espressa da S(a*, 0"~F). Se in questa si
vogliono contemplare i soli gruppi distinti, si dividera per
(1.a....p)(1.3... (2— p). Le ulteriori limitazioni che pos-
sono introdursi negli esponenti dei gruppi nati dallo svilappo
della S(n) daranno luogo ad analoghe notazioni. In generale
quando lo sviluppo ' dell’ espressione - S { @°*®’. ...(y) (z)'%
si riduce in forza di limitazioni apportate alle generalitd degl’ in-
dici ad una somma di gruppi in cui compajano indici od esponenti
ripetuti, o che in ciascuno manchi una o pid delle n basi
che si contemplano, la funzione risultante si dird simetrica
incompleta.

43. Quando nella simetrica completa s{(a)-.(b)‘.-.;.(y)v(z)'g
il gruppo simbolico sotto la S si cambia nel prodotto delle
basi, e gl'indici si cambiano in esponeati, allora per non con-
fondere questi colle basi si potrd alla serie degli esponenti
espressa per le lettere romane sostituirvi una serie di ana-
loghe lettere greche. Se pertanto nella funzion simetrica
S%a“b-ﬂﬂ.. ..y"zZ;} " ai suppone che gli ultimi n—p
esponenti divengano eguali a zero, la somma dei grappi distinti
sarh affetta dal coefficiente 1.2.3....(n—u). Se I’espres-
sione S #> 7P ggata da molti analisti viene impie-
gata per indicare la somma dei prodotti delle n basi com-
binate in tutti 1 modi possibili a x, a ux ed elevate ri-
spettivamente alle potenze «, f3, 7....p in numero =,
si avra dietro la notazione adottata nel precedente paragrafo
la relazione

(s By 7eeeeps ") = (1.2.3 ....(u-n))S@, Bryeeeep)

Parimente. chiamato =4, il coefficiente generico della
2"~™ 'in un’equazione di grado n le cui radici siano in-
dicate colle n basi a,bd,c....y, z, 6l avrd
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sa™, 0"~ *)= A H4,, =~ . .

valendo il segno -— o < : secondo che . m - sard pari o
dispari. Dietro il paragrafo antecedente sappnamo che dev essere

H = (1.2.3..4. m)(l 2.3. ...(n--m))

Si pud determinare in questo caso direttamente Ia ~ H ‘o8-

serVando che il numero dei grappi della 1,. ¢ dato come
n(n—1)(n—2).. (n--m-h-l)
1.3.3....m S
e che ik numero totale dei gruppi- della §(1™y 0" ") .1com-
'pren i gruppi 1denno1 é = ra3.. .8, m‘a»la relazione

¢, noto dall’ esprcssnone .

—S( ‘ "‘") = -l-A “deve sussistere non soIo fra l

gruppi del primo membro con quelli’ del aecondo ma ancora
fra il numero dei gruppi del primo-e quello dei gruppi del
secondo membro, stante che la 4, consta di soliigrappi
. distinti; dunque sard

‘ IR .
{ L B I U

1.3.3....n nn—l)Yn—a)) (n—m-'-l)
H - _‘ o 1.3.3....m

Onde cavato. H ed osservando essere 1 eguale ovvero

maggiore di m, si potra ordmare xl prodotto in sensq' con-

trano ed ottenersx

. B R L
H— g (n'—m) (n—m—l) (B—'m-—ﬂ)u 03 2;)[} {t.3.3"‘.m2
ogsia. come doveva essere ;vz .‘ .-" . . S

H= (!.2'.3..'. .Om)(l 02.0'3 (ﬁ—m’)
Sesit ha m = n,. il'th;tqre., 12 .. (m—-—,m) mmpaﬂq
e qnindi H = 1.2.3.... 0. Cou in particolare la; mm-
zione S(a B, ¥, 8, 0*~'%), ovesard /i

*y

H (1.2.3.4.5.6)1 2.3. 4) (: 2. 3)(;.2) (1 2:3 (nvr-tﬁ))
App. Eff. 1846. 18
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equivale alla natazione a lettere ripetute

- S(a’ @ a, %, a,a, B, B,8,8,7,7,7,¢,9)

che viene generalmente usata, ma nella quale non ¢ espresso,
come nella precedente, il numero » delle basi che debbono
entrare alla formazione de’ gruppi.

~ 43. Fra le funzioni simetriche mcomplete di cui si & par-
lato nel precedente paragrafo esistono alcune relazioni che
non sono che conseguenze immediate delle note formole di
Wacing e delle relazioni fra le radici di un’equazione ed i
weeficienti di:questa. S’ indichi per abhreyiatione con p¢ il
prodotto dei numeri interi . 3.2.3....%k, e con .m un
numero qualunque di esponenu rappresentau da

!7"- ¢By.3...h,l£.

I

.i ."h L e
Ses By doneds b, "-")—Wsmo*'*'is(a,ﬁ.y...a,o--~*')
| , | @
A S s (Sacs §@ B 0. %)
« i ,'- “a MM+ - ] . Pu_: - 5

ove il gruppo (fondamentale (aa)"‘l (]3)° (7)° - s (A)° . € desti-
nato a rappresentare una funzione simbolica f(, B, 7....)
data.dal gruppo o fanziome (&~ p, B, ¥<u..d, 0" ")
fatta in parte di simboli ed in parte di segni algebrici dietro
quanto si & detto al § 40. In questala x ela o™
sono costanti non essendo soggette alle alternagioni. I gruppi
simbolici nati dallo svxlnppo della  Sn_, ((a)"' B°@)°ee. (A)° z
#i trasformeranuo - in effettivi con’ piu speditezza applxoando
all’'esttemo di ciascun gruppo il simbolo ©o*~™*', eepa-
rando con virgole ciascun elemento, sopprimendo la serie deghi
indici zero, e sostituendo al primo elemento la somma della

base e del’indice costante .
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Cosi supposto m = 4, la (a) diventa :

8, Br7,3, 0" = 8, =) 8(a, 8,7, 0*~Y)

( 3) 8-!
sf et @ (7)°§$ @

‘n— 3
e siccome sard
;Ss {@ B 0F} = @ B 0)° + B (@) + P @ @Fs
@ passando dai simbolici agli effettivi, si avri | -
=S { @0} = (@B 010" (B @0 0 ) (B, *)

=(x+38,3,7,0" ") + (3 +3,2,7,0" ")+ (y+3,a,8,0" %),

onde sari

. | o
1 sg S @ B’ Q‘—',,i 3 gs(a-o-ﬁ,ﬂ,r.o"")+S(ﬁ+3,¢,7,0“")+3(7*3’°"ﬁs°“)}

n-3 1.2 S

Sostituito questo valare in (a') se me otterrd il valor finale
effettivo. Giova osservare che il simbolo p, nato dall’ ipo-
tesi m = 3 dev’essere omesso.

La formola (a) per tutti i diversi valori di m sussi-
ste egualmente quando alcune delle lettere «, B, Yeeeo dis
ventano egnali fra loro. . ‘

Essendo « un esponente intero qualunqne si avr& pand
menté¢ la relazione

4 h=g-1 | :
.00 )=3 (M LSl N Sk )0 @)

A=
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ove per a>n, .. ossia per « = n~=nmt,
sarA g=n—m e Q=o0; per a=n

sard g =n e Q=uo0; eper a>n

sara g=ac e Q= (— e Ba=iPrmigie n-ay

Pre—a

Nelle stesse ipotesi sard pure

A=a Sh Oﬂ—l)&l“—h —C-Q")
& n-a Pac1Pr—a Y T (
S( L ) = Pr—x - 52, I ( ) Pa—hPn —z+4 (C)

Il valore % = a« darebbe per ultimo termine della (o)
I’ espressione ‘

) ( l)a...xpg—lpn_as(a O”.nl)s(I y O )
PoPrne—: P :

Ma osservando che
§(1°, o") - S(o") .
Po Pn Pn
la precedente si ridurrd a

’

ll-l

(— 1* Pas Pace S(t, ©

come dev’essere.
Dnetro le convenzioni adottate mdnetro l’espressnone umbol'ea
S(1%, o"""‘) '

R — PaPn—-a
rappresenta il coefficiente =4, della potenza 2% ia
un’equazione di grado n, le cui radici siano rappreoenta&e
dalle n basi .a, b, ¢....7, =

44. Chiameremo simetriche complesse quelle funzjoni sime-
triche che derivano da opportune combinazioni, sia delle sime-
triche semplici complete od incomplete, sia dei gruppi di cui esse
constano. Cosi una funzione qualsivoglia' F di una simetrica
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semplice. di origine ad una funzion simetrica complessa. Pari~
mente se in una funzion simetrica di - p,  basi 4,B,C, D..:
si sostituiscano a queste i p, gruppi di una fanzion sime-
trica semplice, il risultato sard una funzione simetrica com-
plessa delle n basi a,b,c....y, z. Si vede da qui
come sottoponetido i gruppi ad -una legge di relazione' sime-
trica o sottoponendo la simetrica semplice ad una fanzion
qualunque, si dia origine ad un indefinito numero’ di sime-
triche complesse che rimarranno invariabili, comunque siasi
la forma sotto cui si é impiegata la simetrica semplice. Inol-
tre una funzjone della stessa simetrica complessa od una fun-
zione di simetriche diverse aventi lo stesso sistema dn basi, darh
origine a nuove simetriche complesse

45. Cosi in particolare sia data I’espressione cos(p — q)r°.
11 suo gruppo fondamentale simbolico, osservando che cos(p~q)
¢ invariabile coll’alternazione delle due basi p, q, sara
dato da  (a)® (8)° (¢)° La funzion simetrica incompleta

plsg (a)* (b)° (c)‘s quando si riduca a zero I'esponente ¢
e si traducano in effettivi i grappi simbolici, dara

cos (p — q) =+ cos(r — q) <+ cos(r — p).
Il prodotto ABC ¢ una funzion simetrica delle basi

4, B, C, duuqueil prodotto dei-gruppi della ;‘_Sz(a)‘(b)‘(cf;-'

dara la funzion simetrica coinplessa cos(p-g) cos(r—gq) cos (r-p). |
Questa funzion complessa pus anche essere generata dalla som-
ma di tre sxmetnche mcomplete o

—6—.'S'ga b’c’thg’S{d’e’f’}-f-—;-S{g' h'l°}

quando pongasi ‘negli svilupbi. ottenuti

sinr

Il

a=sinp b=sing ¢

~d = cosp e=cosq f
= ad h = be l

cosr

f
(3
=
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La funzion simetrica (a--8)(a8~+¢c)(b~+c) sard originaes
tanto dal prodotto dei tre gruppi nati dallo sviluppo della

~S{e+ne} = 28{@ere}
qnénto dall’aggregato delle simetriche oemplici-
S(o, x,z)-r-%S(x’) = S{a’b‘cﬂq—%sga'lq'c';.
Cosi la fanzione simetrica
@+b)(@+c)@+d)B+c)(b+d)(c+d)
risulta tanto dal prodotto de’sei gruppi mati dalle sviluppo dl

I o I a e O
ZS{(a-o-b)c d°} = ng(a) (OX d°§
quanto dall’aggregato

8o, 1,2,3)+ %S(a’, o) + % S(3, 13)+ S(a* 1%
=8jab'cd|w 28{a* b w2 Sab - sfarbe ]

Se nel prodotto ABCD.... di un numero p, di basi
si sostituiscono alle 4, B, C..... i pa ' gruppi nati dalla
simetrica semplice S { a®bBcT. ...y zc} qualunque siano
gli esponenti «, B, v....%, non escluso lo zero, si avrd
per risultato I'espressione (abc....yz)n—1, ove sard
g=0a+fBay+----+§ Di fatti un elemento qualunque
m'  comparird in tanti gruppi quante permutazioni ammet-
- tono le restanti 7 — 1 basi ossia un numero = ps.,; lo
stesso vale per gli altri elementi m", mf....m& onde
nel prodotto di tutti gli anzidetti gruppi la base m avrx
per esponente il prodotto (x+S+7y....8)prms. Siccome
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lo stesso vale per tutte le altre #n— 1 basi componenti gli
anzidetti gruppi, cosi il prodotto in questione avra la forma
(@abc....yz)Ps=,

Parimente la funzion simetrica complessa (a-b)’ (c—a)’ (c-b)
potrd riguardarsi generata tanto dal prodotto dei gruppi .

;S:(a—“b)’c"} = -;-S{(a)‘(b)‘f} |
quanto dall'aggregato delle simetriche incomplete relative al
sistema a, b, ¢ di basi .
- 8(4,3,0) + 3283, 3, 1) — §(4,1%) — 8(3’ 0)— S(a%)

che equivale a '
S{atb%c °}-.-zsga=b= c'}—Sfatb'c '}—s{asm }-sga’b’ el
cosi la simetrica complessa C

@8 @=0 6~ G- o 6 —dy (d-wr.

potri essere generata tanto dal prodotto de; 6 grnpéx che
nascono dalla c ,

-(—;Sl(a bred} = s{(a) @) d°}
quanto dall’aggregato delle simetriche semplici

$§(6,4,3,0)+ 25(5, 4,3, 0) +25(6, 3,3, 1) —a8(5,4,3,1)
o 25(5,3, a%) = 28(4*, 3, 1)— 86, 4, 1°)— 8(6, 3°, 0)
— §(5% 3, 0)—2a8(5, 3*, 1) - 3834, 3%, 2)~+ 8( 5%, 1*)
+ S(4, 3= S(6,38)= S( 4, 0)+ S 3 )
in'generale la simetrica complessa '

(6-6)* (c-a)* (c~b)*(d-a)* (d-B)* (d-c)*(e=a)*(¢~b)".... (z~a)*(z=b)".... (z-y)’
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‘composta di un numero- = n di basi potri concepirsi ge-

‘nerata tanto dal prodotto di un numero =~ = —L*
- - PsRrcas

,&ruppi x_1ati dallo sviluppo della

p,pn_,ss(“ b)’cf’d"e }—p’ o ’s.g(a) ® .. ¥z}

'

quanto dall’aggregato dei grnppx che pascono dalla

S(R@ BV <o &F}), - quando

1° Si’ svildppi la simbolica R, fatta delle n  basi
a,B,7....% neswoi p, grappi. ‘

2.° Si sostituiscano alle virgole della R, i segni -+ ov-
vero — inpanzi a ciascun gruppo, secondo che la differen-
za n—m sard pari o dispari, essendo m il numero dei
rientranti del gruppo stesso. ‘

3.° Si, pasei dai grappi simbolici agli effettivi ammettendo
che il gruppo fondamentale (x) (13)p (7)7 cees (g)ﬁ corri-
sponde ‘alleffettivo (x+a, B+ B, y+7....8+&) che
nasce dal separare con virgole gli elementi e oosiituire a que-
sti la somma delle basi ed indice rispettivo.

4.° In ciascun gruppo effettivo affetto dal segno S si ponga

¢=O, B::l, 7&2, 8=3n’uo&=n—lo

Per dare un esempio di queste regole si supponga 2 = 4,
sard p, = 24, e si avra da sviluppare il 2.° membro della

6-ae-are-b (d-a)(d-b)(d-c)} -—s(m{(«)‘(m’(r)’(s)’f)

Posto it 1.° mémbro = P, e ritenuto che le «, S, 7, 3
debbono ms_ﬁ‘ne essere rimpiazzate rispettivamente dai valori
0,.1,2,3, siaved per la 1. e 2." delle precedenti regole
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P=S (-» @ B0 —@*BFO'®) + @B -0 2«)’03)’(7)
— @O+ YR — @S+ O @D B
+ @ B — DB + OB — OB
— B0 + @@ — @O @0+ OB
+ @R O — E DR + E O — OB o
=~ OO - GO - O OPE @ - )

Per la 3. P= '

S(-'-(aac, 3B, 27, 29)~(a, 38,347,748 # (30, 548, B, 708~ (Boi, w5, iy, 743)
= (20, 748, B+7, 28) (2, 743, 84, B48) - (32, 3+ B; 27, ,3*3)4('3‘1-&&?, 27, 8+3)
o Ry, 39 ot o, B, Bud) (o, B, ey, B (B yuf, o, Bod)
~ (B, aef, 27, 23w (o, 030y, 8) = (Bor 3o B, vy, v )+ (Bt 2, 0, 74 8)
o (B, 48,0007, 38)~ Bty B, 3oy, ) w (B, 3.4 B, 27, a-nd) = (Boecr; 28, 37, b §)
= (742, 3, 07, 28)+ (y+%, 3, 847, a+3) - (y+ 2, 848, By, «+3)4(3+§. ;/fﬁ. !34',% M))

Finalmente per Ia 4." si ottiene . o
P = §(o,2,4,6)— S(,2,5, 5)‘+S(o,4,.3,5)-;,8(_3, ;_,‘3,15)
= 5(0,3,3,6)+5(0,3,5,4) = 50, 4,4, )+ 53, 1, 4,4)
+8(2,1,3,6)—8(3,1,5,4) +~S(2, 4,’,3,4,) .--L.S(;%‘, :;;h-m)
— S(11 1, 4, 6) = S(1, 1, 5,5) — 8(1, 4,8, 5} G, 5;;::3)
-o-S(t 3,2,6)—S(1, 3, 5, 3)+S(r 4 4,3)—8(3 2 4,3)

- S(n 2,2,0)+ S(z 2,5,3)— 8(2,4,3,3)-0-8(3,3,3,3).
App. Eff. 1846. _ 19
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Raccolti in questa i termini identici ed ordinati sotto le §
i numeri in ordine decrescente e posto I'indice numerico
sui numeri ripetuti, si vedrd che un tal risultato coincide
coll’ aggregato superiormente ottenuto nella stessa ipotesi di
n = 4 e che fa verificato con calcolo diretto.

46. Dicesi funzione alternata di piu quantiti o basi a, b, ¢, d...
una funzione delle stesse basi che cambia di segno mantenen-
dosi di egual valore coll’alternar due qualunque delle basi che
si considerano. Riterremo la stessa definizione anche pel caso
in cui la funzione sia simbolica, uniformandoci in cid a quanto
si ¢ stabilito al § 40 rispetto alle simetriche. Una funzione
F(a) che goda della propriet espressa da F(a) = F(— a)
~ dicesi funzione pari di a, se in vece é dotata della proprieta

“espressa da F(a) = — F(—a) dicesi funzione dispari. Pari-
. mente una funzione F(a, b, c....y, z) dicesi funzion pari
" o dispari secondo che ¢ verificata una delle due condizioni

F@,b,c...y, ) = = F(—a, —b, —c.... —y, —2).

" La SF(a, b,c....y, z) sard funzione simetrica pari o
* . dispari secondo che la stessa F sara funzione pari o dispari.
Se A ¢& una funzione alternata, sard F(4) una fonzion
‘simetrica od alternata secondo che F(x) sard una funzione
pari o dispari di x. Si vede in fatto dagli esempi dati nel
precedente paragrafo che il quadrato delle funzioni alternate

(b-a) (c~a) (c-8) 3 (B-a) (c—a) (c-b) (d—a) (d-B) (d=c) ...

‘¢ una funzione pari e percid una funzione simetrica espri-
- mibile per le differenti § ivi indicate. Lo stesso vale di
una potenza pari qualanque di queste alternate, laddove le
"'potenze dispari ‘delle stesse riducendosi ad un aggregato di
, funzioni simetriche moltiplicato per la stessa alternata proposta,
' rimarrebbero funzioni alternate. Siano A4’ , A", A" 4

oy, o E
[ OREREE . ST I e T
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diverse fanzioni alternate rispétto allo stesso sistema di basi

a,b,c....y, z, sarhA F(4', 4", 4".... 4"

una funzione simetrica od alternata rispetto alle stesse basi
secondo che la F(x', 2", 2"....x") sard una fuozione
pari o dispari delle variabili «', 2", "....2*, e saranno
zero tutte le SzA !." Quando in una funzion simetrica §
si fanno due o pid basi eguali fra loro lasciando disnguali gli
indici, il risultato si riduce della forma HQ, ove H ¢é
un coefficiente numerico, e la Q una fanzione che si cons
serva simetrica rispetto agl’indici, e cessa di esser tale rispetto
alle basi. All'incontro quando si suppongono due o pi indici
eguali fra loro, mantenendosi disuguali le basi, il- zisultato &
parimente ridotto alla forma HQ, ove Ja ‘A ¢ un coeffi«
ciente numerico, e la Q un aggregato di grappi che si con-
serva simetrico rispetto alle basi, e cessa di esserlo rispetto
agl’ indici. Nelle simetriche complesse pud accadere che il ri«
sultato si riduca a zero quando si stabilisca I’ eguaglianza anche
fra sole due basi. Cosi per es. il prodotto 4'4"4".... A'= P
nell’ adottata significazione della 4  sard una funzione
simetrica od un’alternata secondo che % sard pari o dispari.
Se si suppone che due basi qualonque 4, £ divengano
eguali, risulters Q = o, e cid in forza della proprietd di
una fanzione alternata di ridursi a zero quando si riducono
eguali due basi qualunque, come vedremo qui appresso.

47. In luogo di stabilire fra i diversi gruppi della R,
una relazione di somma col far precedere a tatti i grupp: il
segno -, si formi in vece I'aggregato che risulta dal porre
il segno <~ innanzi a que’gruppi che possono derivarsi dal
gruppo fondamentale ordinato con un nnmero pari di alter-
nazioni, ed il — innanzi a quelli che derivano dal fonda-
mentale con un numere dispari. -
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L’ aggregato di tali gruppi fatti di un numero = n- & basi

verra rappresentato colla notazione D!  (@)° (b) (c).. (y)’(z)’z
ovvero semplicemente con D(n), ed anche ammettendo che
g rappresenti la serie abcd....yz delle basi e degli
indici, verrd espresso colla notazione D(g)®. - Ciascuna di
queste si chiamerd alternante completa. In generale si riterrd
positivo un gruppo qualunque affetto dal simbolo ..D quando
anche non sia il gruppo fondamentale (g)°.
" 48. Siccome pel § a1 il numero d’altérnazioni atte a:tras-
formare il gruppo fondamentale ordinato in un gruppo qua-
lunque G €& = n—m, coesi sesiappone il segno -+ . a
tutti i gruppi ne’'quali la differenza n—m ¢ pari, ed il —
a tutti quelli in cui la detta differenza é dispari, si otterra lo
stesso aggregato Dz(a) ® ... (2 2 Si stabilisce taci-
tamente che m—m = o0 sia da consnderarsi pari.

49. Ordinati i gruppi della R, nelle due serie M, NV
come nel § 30, se vi si appongono i segni ai diversi gruppi
secondo la regola del precedente paragrafo, ne risultera che
tutti i gruppi della serie M saranno affetti da segni con-
trarj dei rispettivi gruppi alternati della serie V. = Di fatto
in forza del § 31 se si considerano due gruppi gualun-
que G, G' alternati fra loro, uno nella serie M, Ialtre
~mella N, esia m il numero de’'rientranti di G, sara
m=+1 quello di G'. 1l segno di G dipendera dalla dif-
ferenza n—m, quellodi G' da m—(m=1), dungue
se n—m sard pari, n—m3 1  sard dispari e viceversa.
Percio i due gruppi G, G' avranno segni opposti.

50. L'aggregato D} (a)*(®)’ (e)° -+ .- (2)* } = D(g)* =.D(n)
¢ una funzione alternata rispetto - alle basi. Di' fatto conside-
rati due gruppi G, G' nelle due serie M, N ordinate
per due basi qualunque 4, k, alternando le dette basi, tutti
i gruppi della M si cambiano in'quelli della IV e vice-
versa § 30; dunque I'aggregato totale diverra eguale e di
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segno contrario al precedente.: Se si fossero:scelte per ordinare
le serie due altri basi - p,.¢q, si direbbe ancera- lo ‘stesso.
Dunque il. proposto aggregato ¢ -una funzione alternata. .

51. Ne deriva inoltre. che. se nelle stesse serie . M, IV. .in
luogo di alternar lc due basi %, X si pone da per tutto < &
in luogo di £, siccome a due a due i grappi delle dette
seric diventano eguali e di. segno contrario, il risukato di
questa sostituzione sard zero, e percié diverra.zero la

D{@*® ... Lo

52. 1 metodo indicato indietro onde ottenere le diverse
espressioni '~ R,, S(n), Dn) che rappresenteremo con

R,.:-a}b}c;....zz,, S(n)v=a}b}:c"}t.’...z},,
Dn) = a}bzc;....z}d

¢ un’operazione non meno analitica di quello che lo siano le
diverse operazioni algebriche. Ritenuto pertanto che la §
indichi I’ operazione stessa con cui si é formata la R,, fa-
cendo precedere il segno -+ a ciascun gruppo e la D,
I’ operazione stessa facendo precedere ai diversi gruppi il se-
gno - o il segno — secondo che un gruppo qualungue
G composto di m rientranti dara la differecnza n—m
pari o dispari, questi simboli § e /) apposti ad un grup-
po fondamentale indicheranno sia le anzidette operazioni da
eseguirsi , sia i risultati delle operazioni stesse.

53. La funzione .D{ @ (8. ... ('z)’g rimane invariata
coll’ invertere tatti i swoi gruppi. Di fatto la R, rimane in-
variata coll’ invertere i suoi grappi § 35. Ma pel § 12 Pin-
versione eseguita sui rispettivi gruppi lascia inalterato il nu-
mero dei rientranti in essi gruppi compresi; ma il segno che
si deve apporre a ciascun gruppo della R, per convertirla
~in D(n) dipende dal numero de’ rientranti in esso compresi;
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dungue tutti quei gruppi che nella D}(@)*()’... .(2)'}
avevano segni positivi, avranno ancor segno potitivo nell’ in<
vertita di D, e quelli che avevano segno negativo, avran
pure il segno negativo nell’ invertita della D, perci6 la pro-
posta D rimarra invariata, Chiamata D; I'invertitadi D,
sarA D; = D. Cid si vede anche dall’osservare che un
gruppo qualsivoglia nel passare a divenir invertito porta seco
il segno da cui esso é derivato nom ostante che il gruppo in
s8¢ stesso cambi di valore.

54. Se  D,(n) é il risultato di un numero p di alter-
nazioni successive eseguite fra le basi della D(n), sard
Dy(n) = == D(r), ove varrail + oil — secondo che
p sard pari o dispari. Siccome indicando con

Di(n), Dy(n), Ds(n)....Dy(n)

i risultati di una, due, tre ....p alternazioni sulla D(n),
sard .
' Di(n) = — D(n)

D.D,(n) = D,(n) = — D,(r) = + D(n)

D Dy(n) = Ds(n) = — D,(n) = — D(n)

D Dy(n) = D,,(n) = —D3(n) = +Dn
e cosi di seguito sino a p, cioé

D D,_1(n) = Dy(n) = — Dps(n) = == D(n),

cosi ne risulta che il segno di D(r) mnel a. membro sard
< o0 — secondo che p sard pari o dispari.

55.8e Df(n) indica il risultato di ¢ alternazioni eseguite
successivamente sugl’indici della D(n), sard Di(r) = == D(n),
valendo il + o il — secondo che ¢ sara pari o dispari
Di fatto si contemplino nella proposta D(z) due indici &, &,
e sindichi D) con D"¥n). Sia D'*n) il risultate
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di una alternazione eseguita sugl'indici 4, £ della D(n).
Sia Dj,i(n) Pinvertita di D**(n), sard § 53
D *n) = Dy i(n) (a)- .
Alternando in quest’ultima le due basi %, £, ed indicando
il risultato con Dy i(n), sard pel § 58
Dy, (n), = — Ds,x(n) ®)
Se si chiama X [Dinvertita di Dj (n), si avrd § 53
X = D, (r). Ma é evidente che la X non ¢ altro che
il risultato dell’alternazione degl’indici %, £ nella proposta
D"Yn), ossia sard quella denominata D'4m), esi avra
X = D"*n); dunque colla
D;,i(n) = D'n)
e colla: (b) risulterd
Dy, k(n) = — Dy i(n) = —D"‘(n). ‘
Sostituendo per D, i(r) mnel 1.° membro di questa il valore
D'Yn) dato dalla (a), si avra
D¥n) = — DM'm), (©).
Chiamando ora D'(n) il risultato di un’alternazione eseguita
su due indici della D(n), si avra dalla (c)
D'(n) = — D(n),
e seguendo 1'andamento stesso del § 54, indicando con
Dn), D’(n)....D'(n) irisultai di 1,3, 3....¢q
alternazioni negl’indici, si avrd come ivi
D'(n) = — D (n)
D*(n) = — D'(n) = -=D(n)
D¥(n) = —D*(n) = — D(r)

Di(n) = — D='(n) = <+ D(n),
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ove si vede. che .nell’ultima si: dovra prendere- il segno - ~-
oil — secondo.che ¢ -sara pari o dispari.

56. Ne deriva che la D(r) = D(g)*. ¢ una funzione al-
ternata non solo rispetto alle basl, ma ancora rispetto agli
indici. ' Ha' inoltre la proprietd di ridursi a zerd non solo
quando si fanno eguali fra loro die basi qualunque nei grap-
pi risultanti dallo svilappo della - D(s), ma anche quando si
suppongono eguali due indici qualunque.

57 Sia D)) il rlsultato 'di p alternazioni successive
esegunte fra le basl e dn q. ‘alternazioni fra gl’ indici nella
D), s avra D h(r) = F=D(n), valendo il + od il —
secondo che ' p+gq sarh pari o dispari. Di fatto partendo
dal risultato del § 54 e ripetuto su di esso cid che si & detto
nel § 55 rispetto agl’indici, e riflettendo che sarh p-+g¢
numero pari, quando p, ¢ saranno entrambi pari ed en-
trambi dispari, e che sard . p+g¢ numero dispari quando
uno dei due p, ¢ sara pari e l'altro dispari, ne risulta
Pénurciata proposizione.'E ‘da ‘avvertirsi inoltre che ‘sard in-
differente il far precedere le ¢ alternazioni fra gl indici o
le p alternazioni fra le basi..

58 Ritenute le denommamom de’ paragraﬁ precedenn si avra

Dj(n) = Dpuyls) = = DgF,
ove avra luogo il segno -+ od il — secondo che p+gq
sara pari o dispari. Di fatto si ha pei §§ 54¢ 55 D?(r) ==+ D(n)
D(n) = == D(n),. fatto p=gq, sard ' Di(n) = Dy(n) = == D(n)

ove varra il -+ od il. — -secondo che ¢ .sara .pari. o di-
spari. Si eseguisca sulla precedente eguaglianza un numero p
d’alternazion: fra le basi, sara

Di(m) = Dyuyln) = % (£.D(w)) = == D(n)

ove avra luogo il segno superiore se p, ¢ saranno entrambi
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pari od emtrambi dispari, e I'inferiore se sari uno di essi
pari ‘¢ I'akro dispari, val quemto dire avra laogo # segno
= od il — -secondo dhe p+q -sarh pari o dispari, cid
che gacovrda ‘el equavione  Dj(r) ==+ D(n) 8ata.dl pa-
ragrufo antecedente ‘€ colla D, (%) = < D(n) che risulta
da quella del '§ 54 quando ‘in ‘essa in luogo del numero qua-
lonque p si sostituisca ¢ -+ p,

59. Dal modo ‘con cui nel § 7 ei somo derivarti i diversi
gruppi della R, coll’ operazione indicata dal simbolo

gibfc}d}....y}z},
risolta non ‘essere necessario 1'ordine progressivo delle dettere
stesee, ‘e che si giunge sempre allo stesso risultate comunque
nel simbolo :stesso si alternino fra loro im qualsivoglia mode le
lestere dellaserie g partendo per es. dall’operazien simbolica
czb}a}y; ....d‘z;r.
Parimente rappresentando con g uma serie qualunque delle
lettere stesse, per es. § =cbay...dz, visulterebbe. dallo
sviluppo della
c}b}a}y}....d;zzd = D(@g'y¥
lo stesso risultato che fornisce lo eviluppo della
a}b*c}d'}....y'}z}d = D(g)¥,
purché nell’applicare i segni ai diversi gruppi che ne nascono
si scgua la regola del § 48, secondo la quale il gruppo fon-
damentale (g} comparira affetto dal segno positivo. Ma
siccome si ¢ adottato indietro di ritener positivo il grappo
(&)¢ affetto dal simbolo D, cosi chiamando p il namero

delle alternazioni per passare da (g))¥ al gruppe fondamen-
tale (g)*, si avra pel § 54

- D) = Dfg¥ = %+ D(n) ossia D(g = = D(gf

App. Eff. 1846. 20
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ove avra luogo il segno -+ od il — secondo che sara pari
o dispari il numero delle alternazioni per passare dal gruppo
(g') -al fondamentale (g)°, o in altri termini secondo che
sard pari o dispari la differenza n—m, essendo. m il nu-
mero de’ rjentranti. del gruppo (g} In .tal caso il gruppa
(g'). .nello svilappo della == D(n) - comparira sempre affetto
dal segno -+ come ¢é richiesto.

~ 60." Dietro le stabilite convenzioni si avra in generale
D) = +D(g")¥ ove (g)¥, (g'F rappresentano due
gruppi qualunque, ed ove avra luogo il segno + od il —
secondo che m'<m'" sard pari o dispari, essendo m', m"
il rispettivo numero di rientranti dei gruppi stessi; od anche
secondo che la differenza n—pu sara pari o dispari, rap-
presentando  x il numero de’rientranti del nuovo grappo
(g')¥". Dk fatto la condiziene necessaria onde si avveri la pro-
posta eguaglianza si € che negli sviluppi delle D(g)* e
D(g"¥ il gruppo fondamentale (g)* che ne verra prodotto
sia in ambo-i membri affetto dallo 'stesso segno; ora se sard
m'+m" pari, sara manifestamente pari il numero

an—(m'+m'") = (n—m') + (n—m")

ossia i numeri n—m' ed n—m" saranno entrambi pari
od entrambi dispari; ma cio essendo, gli sviluppi anzidetti
danao entrambi il gruppo (g)® affetto dallo' stesso segno, e
percid coaverra adottare il segno superiore accié la pro-
posta equazione sia verificata; se in vece ' m'+m" sard di-
spari,: tale sard pure il namero (2 —m') + (z —m"), ossia
dovia uno dei numeri n—m', n —m'" essere pari, e Pal-
tro dispari. Ma in tal caso gli sviluppi anzidetti danno il
gruppo (g)* affetto da segni contrarj, dunque perché la pro-
posta si avveri dovrd adottarsi il segno inferiore.

Il secondo criterio rispetto al doppio segno deriva dal ri-
flettere che il minor numero d’alternazioni per. passare dal
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gruppo (¥ - al gruppo  (g"f édatoda ‘n—p, . es-
sendo  p il numero-dei rientranti del nuovo grnppo 119 44
§ 23. Mase N é il numero d’ alternazioni . qualunque - per
passare dal 1.° al 2.° gruppo senza la condizione che debba
essere minimo, si ha N = n—pu 20, essendo ¢ il nu-
mero arbitrario delle alternazioni. superflue § 24: Se suppo-
niamo che = 27 corrisponda a quel numero d’alternazxom che
sarebbero necessarie per passare: dal 1.° al 2.° gruppo colla
condizione di dover passare pel gruppo intermedio (g)g si
avid dal § 23 N = an — (m' +m"), ora dall’ eguaghanza
an—(m' +m") = n—p+2s risulta che m'+m" sara
~pari o dispari insieme con n —p. Percid nella proposta
' equazione avra luogo il segno superiore od inferiore secondo
. che n—p sard pari o dispari. S :
61. Ritenuto che la g indichi la serie ordinata delle #
" lettere abc....xyz, ela g una serie nata da un nu-
mero qualunque di alterndziom: fra le stesse lettere;- per es.

g ==xaybc....hzkld....uv, :

", il gruppo fondamentale ¢ espresso, come gid si' & fatto, con -

() ed un gruppo qualunque con (g')%. Nella serie g o

fella g’ i dirh ‘che una delle sue lettere ¢ in posto ‘pari

od ‘in posto dispati secondo che ‘contando le’ lettere da destra’
a sinistra occupa nella g o nella g ‘un posto pari o
dispari. Potendo le g, g rappresentare o serie di basi, o
serie d’indici, cosi si dird base od indice di posto pari o
dispari secondo’ che pari o dispari sard il postoche occupa
nellh g o mella ‘g, considerate come serie di basi;- o)
come serie d’ indici. Indicheremo con # il numero del posto-
quando si tratta-di basi, e con 2 quando si tratti & indiei

- Quando nella serie g o g' vogliamo che sia ommessa
una lettera, per es. la lettéra p nmella g, ‘ela z nela

g, la serie delle restanti n— 1 lettere sard espressa per

.
N
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compendiocon g—p ¢ g'—z. Cosiritenuto che g' rap-
poesenti 1'anzidetza serie, le espressioni g—p, g —z s
dovranno. mterpratare. come segue.

g—p=abc....... mnqr....xyz
s’—z = ”nbo....hkld-- ool W

Se la base p tolta dal suo posto che occupa nella g sard
traslocata ad uno dei due estremi della serie stessa g, cié
sard espresso. con (g—p)p ovvero con p(g—p), e po-
stavi la serie g degl’indici, sard
(@=PIPY=@) B eer . (MY GP O .. 5T B Y =g}~ ()
(PE=P) = (@ @' (®).e .. () (3 @Y (& WY @ = G —PF ()"
Rgrappo (g—z)f~7 fattodi n—1 elementi sard dato da

@— 27 = @Y (). ...(n)" @)@ .. . &Y (P"
Parimente si avrd : ‘
(G- (g kb~ (Y = (a)" (B ~(hfor(z)'(m)’(n)“(pr(q)'mm’(z)‘(*)"

Smnomc un groppo q,nalunqpe non_ cambia.di valore. traslocando.
‘uno. qualnngue de’suei elementi. § g, cosi. I'ultima espres-
sione. equivale alla

(am)‘ (B EY O m) (o @ & @ P

ove la sexie. degl’mdun.é =.g Dunque L espresione.
@8—HBf ") nasce. dal traslosamento nel grappe ()
della. base £ sotto I'indice p o dalla, semplice. taslosn-~
zione di % fra le due basi p, ¢.. Le stemse notzioni sen-.
viranne pure quando. si rimpiazza, la g <eon, gl Se per
fissare lo idee si ritiene per g’ la eenie data in prinsipio.,
si avri
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(@-3=) =tg-2F " () = (3 (@ (¥ () (e o ¢ (kY (BY - @Y Y (=)'
Parimente _ | ‘
(@-2)onr=(g-eF Y= ('@ YO (o) - (A B O @ (wP )

e traslocato I’elemento (2)”, onde si xiproduca la sesie or-
dinata g degl’ indick, si avrd

=7 = @) @ @) B e B R () @ (@) e (0

il quale non & che la traslocazione nel gruppo (g')¥ della
base z sotto I'indice p ossia la traslocazione di z nello
spazio intermedio fra !, d. C€osi pure sard

& — RF(R)E = ()" (@ ) (B (cX- - - k) )™ @) (oo eoeeew ()P () (RY
ossia = (®)° (@) e eenermeneens (@ B @) (B) @)oo @) ()

Vedesi qui rappresentato il traslocamento della % sotto 1"indice
P eseguito nel gruppo (g'ff. In generale il gruppo (g')¥
si cambia nel gruppo ((g' —k)k)" o nel gruppo (£(g +k))";
gecondo che la base ¥ nella serie g delle basi si tras-
porta all’estremitd destra o sinistra della serie stessa. Quando
in vece Ia stessa R & traslocata fia due basi qualunque in
modo che applicatavi la serie g" deglindici cada In &
sotto I"indice p di posto =", il gruppo che ne nasce sard
espresso da (g’ — K¥'~P(RY. Una tale disposizione dirassi
traslocazione d"una base X sotto un indice di posto =

Ee precedenn notazioni dovranno ritenemsi anche quando
i gruppx vengano affetti dal simbolo D. Cosi sari '

 Pg—a =Dl@ .. L@ror}
. D@g—Pt = D{(a)’(B)‘....('x) or? |
vale. a dire che esegnite le altemagieni fra le basi g—2z,
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. ciascun gruppo che nasce dall’operazione’ D dev’essere affetto
dalla stessa serie d’indici indicata da g—y = abc....xz
Parimente I’espressione D(g — z)f~7(z)f sngmhca che a
ciascun gruppo nato dallo sviluppo dell’alternante di »—1 .
‘basi D(g—2)*"? dietro il § 52 deve aggregarsi od inter-

porsi I' elemento  (2). .

62. Rappresentando con g, una serie di’ n ' lettere co-
munque non ordinate, per esempio kv....bp, le n—4
- lettere intermedie essendo sottintese, ciascuno dei gruppi

(@ =k, (pE—p)

derivati da (g,)%:, il 1.° colla traslocazione della base % sotto
Pindice p di posto #'=1, ed il 2.° colla traslocazione
della base . p sotto I'indice . £ di posto #' = 7, ossia -
colla traslocazione di % o di p alle loro estremitd oppo-
“ste, consta di un sold rientrante. Di fatto si distribuisca la' se-
rie delle basi kv....bp sul cerchio interno della ﬁg (a)
del § 9 el egual seric d’indici k. bpg ) sul cerch:o
esterno nello stesso modo come .81 & ﬁztto in qug] paragrafo
delle lettere gzytspar ) Sx faccia una_rotaziome da
destra a snmstra nel cerclno mterno opde deuvarne uma dppo—
sizione analoga alla ﬁg (b) I gruppe, (p Koo b)) 9he
ne risulta della lettura fatta da destra; a.. qustm come 1v1 [
indicato & eqmvalente al grnppo (p(g, — p)}‘-. , Fma in
vece la rotazione da sinistra a destra, il gruppo che’ vnen for-
mato dalla lettura, da destra a sinistra ¢ dato da, (v cesep k”)
che eqmvale a ((g,— k)k)‘- ..., Ciagcuno di quem gruppn
constera di un solo, rientrante, gracche tatti i gruppi nati
fig. (b) in qualunque verso se me faccia la lettura danno ori-
gine ad un sol gruppo rientrante di specie egnale al numero
delle lettere impiegate nella distribuzione circolare.

63. Ne deriva che se nei grnppl ©%, (g)% una base k
di'posto 7 ¢ traslocata sotto un ‘indice di>posto ~ 7' “oteia
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va ad occupare un posto intermedio fra.la base d’indice p e
la susseguente che incontra nella direzione del suo spostamento,
la serie-delle basi spostate: ha subita una rotazione analoga
a quella del precedente paragrafo. Gli elementi fissi in nu-
mero $-+1 divenuti variabili formano ‘un rientrante solo
di (3~ 1)"*. specie, essendo 8 il valor numerico di
n—n', ed il numero degli elementi fissi o rientranti di 1.!
specie nel nuovo gruppo sar ridotto ad 7 — (8 -+ 1).

"64. 11 numero delle alternazioni fra le basi per passare dal
groppo (g —k)¥~F(ky al fondamentale (g)¥ o viceversa
sard egnale a J, essendo & il valor numerico di n—,
mdicando « il numero del posto della base % mella serie
. g dellebasi e #' quello dell’indice p nella serie g degli
indici.’ Di fatto dietro il § 61 il gruppo in quistione equivale alla
traslocazione nel gruppo (g)¢ della base k sotto I’ indice
p- 1l numero de’rientranti di 1.' specie sard ridotto ad
n'—(3+1), ed il complesso degli elementi variabili ad un
rientrante solo § 63. Il numero m de'rientranti del pro-
posto grappo sard = n— ($=+~1)+1 = n—3, e percié il
numero n—m _delle alternazioni cercate sard eguale a d.

65. Parimente il numero d’alternazioni fra le basi per pas-
sarc dal gruppo (g’ —KA)*'~7(ky¥ al gruppo (g')*¥ o vice
versa sard. eguale a 3, essendo & il valor numerico di
m#—n', ove n indica il numero del posto della base &
nella serie &' delle basi, ¢ 7' quello dell’indice p nella
serie g ‘degl’indici, ed il numero de’rientranti del proposto
gruppo sard eguale ad- #—d. Di fatto il-grappo in qui-.
stione nasce dal traslocamento di % sotto I'indice p ese-.
guito nel gruppo (g')¥". Gli elementi variabili che ne na-.
scono formano un rieatrante solo prodotto da una rotazione
simile a quella di cui si é parlato ai §§ 62 e 63, valendo
le stesse conseguenze rispetto a (g')¥" come rispetto a (g)%..
Ripetuto lo stesso discorso del § 64 col sostituire (g')%' a
€g)%, si giungera alle stesse conseguenze.
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66. Se nel gruppo del § 64 si pene z in lwogo di %,
siha #=1, 8=7—=1, ondeil numero m de rien-
tranti-del gyappo (g—2)""(z)} saridate da me=n—n'w1,
ed il homero delle alternazioni per passare da gmesto al fon-
damentale (gff sarhdatoda n—m=r—1.

Supposto sostitnitala z alla p, sard 7 =1, d=a-—1,
onde il nomero m de’rientranti del gruppo

E—kE*(k) = ((g—lc)k)‘ sard dato da m=n—-ﬁr-’o-l.

ed il numero d’alternazioni per passare da esso al fondamen-
tale (g)° sard pure dato da n—m =7 —1.

'Se si pone nel grappo stesso del § 64 in lnoge di p Ia
@, sard 7 =n, d=n—na Il numero m de’rien~
tranti del grappo (g AP T(B)* = (g — BH)¥ sari daeo
da m = 7, ed il aumero delle alternazioni per passare da
questo a (g)f sawd dato da n—m = n—m.

Parimente se nel grappo del § 65 si sostitwiece alla £ la
lettera z ed alla p quell'indice con cui termina la senie
g, sarh 7' =1, d=a—1, ove = sard il posto che
occupa z nella serie g. Il nomero u di riemtrami
del grappo ((g—-z)z)' al quale si ridaoe il grappo
g —RKFP(ky, eard dato da p=n—38=n~{x—1)
ed il numero d'alternazioni per passare da emo al grnppo
)Y srdhdatoda n—p=w—1

67. Il namero delle alternaviomd per paseare dal gruppo
@ —2z)*"*(z)" al grappo (g')¥ o viceversa sard dato da
71, essendo « il posto dell’indice da cui la =z & af-
fetta nel gruppo (g')* ovvero da 7 —1, essendo 7 il
numero del posto di z nella serie g. Di fatto il gruppo
proposto equivale a ((g'—z)z)‘ 11 pwmero adunque di al-
ternazioni per passare da questo al gruppe (g'}¥ sard dato
da n—pu, essendo ux il numero de’ riemtranti del mmovo
gruppo ((g'-z)z)" § 23. Ora pel paragrafo amtecedente
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sihh u=n—(r—1), dunque n—~p ='75—1 .od an-
che eguale a 7' — 1 per essere x =« :

68. Supposto che la base z nel gruppo (g')* sia affi

dall’ indice p, si chiami #' il numero comune sia del

posto di p nmella serie g, eia di z nella serie. g/, e si
chiami o« il numero delle alternazioni per passare da (g')*
al fondamentale (g)%, finalmente sia 2 il numero delle al-
. ternazioni fra le n—1 hasi per passare dal gruppo
(g —=z¥"? al gruppo (g—z¥™”. Sark « un numero

pari o dispari secondo che pari o dispari sard il numero’

A+ —1. Di fatto il grappo (g')°  potrd in tal caso met-
tersi sotto la-forma - (g' —2)*~7(z)). Ora il numero 1 di
alternazioni eseguite nella (g’ —2z)#~7 lo trasformerd prima

in (g—zy¥f~7(z)f, poscia un numero ulteriore di alterna-

zioni = o —1 lo trasformerd in (gY¥ § 66. Ma siccome
un tal ordine di alternazioni che conduce (g’ a (g)f po-
trebbe contenere nn numero ¢ di alternazioni superflue, cosi
il numero cercato « per passare da (g')¥ a (g)¥ sard
dato § 34 da a = A+7—1~—230. Sard dunque « pari
o dispari secondo che pari o dispari sard il numero A7’ — 1.

69, L’alternante D(g)® fatta di n basi potrd ordinarsi
per gli elementi affetti dalla stessa base z in un polino-
mio di » termini a segni alternativi espressi da alternanti
D(n—~1) dell’ordine immediatamente inferiore colla formola

D(g-2f~ (=)' - Dig-2)f /() + D(g-2)¢ ()"~ -+ )

D) = |
seveeisanese ok Dg-2f I oo £ D(g-2)F TN ()

ove nel termine generico ==D(g—z)¥ "(z avra lauogo

il -+ oil — secondo che il posto 7' dell’indice p

sard dispari o pari, e nell’ultimo termine avra luogo il -+ o

il —~ secondo che =n sard dispari o pari. Di fatto si sup-

ponga che. la serie arbitraria degl’indici nello sviluppo della

a;b;-...ytg sia g~p, essendo p uno qualunque degl’indici
App. Eff. 1846. ar

©®



162
della g. Siavrd in questa ipotesi a}b }....y}.g—_- D(g—z)5~P,
ed un gruppo qualunque di questo sviluppo sard dato da
(=1 g —2z¥"?, ove A esprima il numero delle alter-
nazioni per passare dal gruppo (g —2)¥”7  al gruppo
(g — z)¢"P.  Si consideri ora lo sviluppo della
a%b}c}....y}z}; = D(g)*

come formato dagli # termini che nascono dal portare la
z dietro il § 7 all’estremita destra di ciascun gruppo della
a}bz. . ..yir = R,_, indi al 1.° spazio intermedio, poi al
2.°, 3.°....(n—2)", finalmente all’ estremitd a sinistra,
cio¢ dal portare z sotto il 1.°, 2.°, 3.°....n° indice
nell’aggregato di gruppi nati dalla a}bic .. ..y}, supposta
affetta dalle serie g degl’indici. Sia il termine generico quello
in cui la z ¢ affetta dall’indice p. Un gruppo qualunque
di questo termine generico sard dato dietro il § 68 da -

(— 1)""‘”"’"(3’-—2)‘_"(2)’ — (_ I)).(SJ_Z)!-P(_ I)ﬂ'—l(z)’.

Ma la parte (—1)*(g—2)¥"7 ¢ un grappo nato dallo
sviluppo della D(g—2z)*~’. Dunque il gruppo in quistione
avra lo stesso segno o segno contrario al precedente secondo
che 7' —1 sard pari o dispari, cioé secondo che 7' sard
dispari o pari. Dunque anche I’aggregato dei grappi della
D(g —2)5"7(z)f sard affetto dal segno ~+ o dal — se-
condo che « sard dispari o pari. Val quanto dire che nel
termine generico == D(g — 2)§77(2)? dovra valere il -+~ o
il — secondo che 7' sara dispari o pari. Se ora si suppone
”=1,2,3,...n e per conseguenza p =2z, Y, X....q,
si avra il polinomio di =7 termini che rappresenta lo svi-
luppo della D(g)’. L'ultimo termine corrispondente a p=a
dara 7' =n, e percié sard affetto dal <+ o dal — se-
~ condo che n sard dispari o pari. Si avra dunque la D(g)*
espressa come si € annunciato, ove ¢ da notarsi che I'alter-
nante D(g—z)!"7, indicando p uno qualunque degli
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indici della g, eqaivale allo sviluppo della “alb}cl....y}s
ove a ciascun gruppo sia apposta la serie g —p degl’indici.

70. Siccome. un’alternante DY(n) dietro il precedente
sviluppo dipende da un’alternante di ordine immediatamente
inferiore D(m —1), cosi questa dipenderd da una inferiore
D(n—23) e cosi via via sino all’alternante D(a). Ne
deriva per la formazione di un'alternante di un dato' numero
di basi la seguente regola semplice ed uniforme senza ri-
correre ai rientranti del § 48. Ad ogni traslocazione dell’ ul-
tima base nei gruppi gid formati affetti dai segni che com-
petono all’alternante inferiore si dovranno assumere i nuovi
gruppi cogli stessi segni o con segni contrarj a quelli da cui
derivano secondo che il posto che la base introdotta: occapa
sard dispari o pari. Cosi supposto che siansi sostitnite alla se-
rie g le diverse

g =ab, g =abc, g = abcd
:per cui é ﬁqetﬁMme n = a.‘3, 4.. o o;-avr&‘
D@=alb) =(ab-baf: = @ B - G) @
D) =ajb}c ;.,=—.(ab-ba} b= ((abc-bac)-(acb-bca)-n-(cab-cba))‘a
=(a)" (b) (©)°~ (6)(@)’(e)~ () (c)‘(b)‘-o-(b) @@y *(0) (a)‘(b) ©°®) (@)’
D(4)_a;b} }d}, = (abc-bac- ach+boascab- cba}d}.. A
= (abcd—bacd—acbd+ bcad+ cabd — cbad)
— (abdc — badc — acdb + beda + cadb — cbda)
- +(adbc —bdac —adcb +bdca+ cdab —cdba)fs
— (dabc —dbac —dach +dbca + dcab —dcba)fs

e cosi dicasi di seguito, Siccome inoltre ‘un - tale processo &
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indipendente - dall’ordine progressivo delle lettere della g,
cosi la formaniene di una qualunque altemante D(g') sard
ancora soggétta alla precedente regola, solo che dietro le sta-
bilite convenzioni comparird positivo il gruppo (g')¥ da cai
siamo partiti. In particolare se g’ ¢ rappresentato dalla se-
rie data in principio del § 61, la. D(g')f - sard data dallo
sviluppo- déll’ espressione simbolica

- xza,.y;b}c:....;hzszzlld}....zufvz,,
nnpiegando lo stesso’ antecedente processo riguardo ' al traslo-

camento ‘delle basi' ¢ rispetto ai- segni che debbono -precedere
i gruppi. Cismcun gruppo sard poi affetto dalla serie g

d’ mdxcl It gmppo di partenza - |
(g’ ¥ = (@) @) @) ¢ (6) ----- - @) ()"

comparird positivo, ed il gruppo fondamentale (g)* compa-
rird affetto dal segno -+ o dal — secondo che la diffe-
renza: . .ni— m. . sard pari @ dispari essendo. . 2 il numero
de’ rientranti del gruppo (g')% Fu appunto per uniformarci
ad un processo uniforme nello sviluppo di - D(g)¥ o di D(g')*
_che 'si ¢ ritenuto sempre positivo il gruppo di partenza (g')%,
" comunque non sia esso il gruppo fondamentale. La relazione
- pob fra questi due sviloppi ¢ data da D(g)f = =+ D(g'¥
§ 59, ove varrd il + oil — secondo che n—m sard
pari o dispari. ‘

71. L’alternante completa D(g)® puod qrdmam a seconda
di una base qualunque & colla seguente formola

Dig— B0 — Dig— B -]
Digft =+ )
o+ D(g— h)“"(h)” i D(g— h)“'(h)
ove varra 11 + oil —  innanzi a { secondo che la
base i nella serie g accupa un posto # - dispari o pars,
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e varrdil =~ o il — nel termine generico ==D(g—AY~(ky
secondo che il posto 7/ dell’indice p nella stessa - g oa-
ra dispari o pari, e nell’ultimo termine si piglierd il « o
il ~ secondo che =n sard dispari o pan. Di fattdé pei
$§ 59 e 70 si ha - D) === D(g'}¥, walendo il « o
il — secondo che il numero 'delle altermamioni per 'passare
da (g')* a (g)f eard pari o dispari. Supposto g’ == (g—h)k,
il numero delle alternazioni per passare da ((g h)h)‘ a (g
sard pari o dispari secondo che dispari o pari sard il numero
x del posto che -occupa la % neln serie - g-- § 66; dun-
que nella D(gyf = -I-D((g h)h)‘ avrd loogo i} + o
il —' secondo che ' = sard dispari o pan Consxderapdo Ta
serle di basi (g— —R)k' come una serie in cui la %' occu';}il
il 1.° posto a destra, potra la D((g— h)h)‘ ‘ordinarsi a se-
conda della base %, come nella  D(gy = ,D((g—z)z)‘
¢ ordinata nel § 69 a seconda della base z, € P st ok
terrd nmpmzz'ando z ¢on 'k nella’ (3. Si'avra cosi

D~ PR = D — h~I(h i v

a.h)h e eI u'
(3 )' §uu:b.0(g—-h)‘?’(h)?-- 'i'D(g—-#)‘-T(h)'

ove avra luogo il 94 odt = nel termme genen’:o seébfnﬁ
che lf posto ',1; deII’mdnce P nella g sard d;spaxj;' ' p
pari, e nell ultimo termme secondb che n’ sagﬁ dus ari o pari.
Si avrd quindi la formota (b') quando si ponga il precegzq-
te sviluppo’ nel” 2. membro della D(g)‘ ﬁ((g

73. Se ora si suppone 'y = g§ = ‘abcil. 28" cdn-
siderando. una qualunque serie di -#~ lettere data da y—h,
Ialternante completa D(y — 4  potra essere “erdinats “n
seconda della nuova base & col' mezzo della ‘formola  (3).

Osservando inokre essere y —k § =g—=h,. [sx omene,,,
' De— h)‘““(ﬁ)’ h)“"@” '
. ..+D(g-h)¢-f(z)f. -iD(g-—&)"‘(&)‘l

4



166
ove avra luogo i <+ o il ' — nel termine generico secon-
-do che il posto" ‘w + dell’indice” p nella seric’ g sara
dispari o pari. *

73. Dietro .i riflessi” dei SS 53 e 56 ‘se 8’ invertono tutti
i gruppi delle formole (b), (3'), (B), si ottengono-rispetti~
-vamente le seguenti (i), (i'), (8'). le quali forniscone gh
.svﬂnppx a seconda di uno stesso indice. Si ha cioé

jmg)? gl’fs-z)‘”(z) ~D(g-y ¥ (y)'+ Dig-2 "y = %
tevsrusesssn e Dlg=pf T (p)' e+ e ok Dig-a)f (@)

ove. nel termine _generico avrd luogo il segno + o il —
secondo che il posto # della base p nella serie g sard

dispari o pari.
Dg- )“"'(z)" D(g-*—y)“‘"‘(y)‘dm ~‘~~' : .')

ciovck D mp) NP <k Dig maf Al )

ove avra lnogo:l - 0 il — innansi alla parentesi { secondo
che il posto # della % nella serie g sata dispari o pari,
ed il 40l :— " nel termine generale secondo che il
posto . della base p sard dispari o pari, e nell’ultimo
termxne i =+ o0il — 'secondo’ che x' sard dispari o
Fmalmente dalla B del§. 72 coll' inversione . dei
suox gruppl ° dalla (1) camlnando la_gerie . arbltrana g
degl’mdxcx in y—k el eetremo mdxce -z, in, g, mdn
rlponendo g in luogo dn 7—&. 51 avrd

@v-:. D@:—-z)"“(z)‘K —Dg— y)"*(w‘+~---§
O ot Dig = pf gy Dlg—a M)

ove parimente avra luogo il '+ o il — nel termine gene-J
rico secondo che il posto # della base p mella serie g
eard dispari o pari, e nell’ultimo secondo che dupan o pari
sard il numero n. -

serms

)
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74+ Siccome pei §§ 51, 56 un’alternante qualunque di-
venta zero quando si fanno fra loro eguali  dne basi qualun-
que o due indici qualanque, cosi supposto nella (5) del § 69
che la z divenga eguale ad una qnalnnqtie base, per es.
z=14k emnella (5) del § 71 che si pongalabase &=k,
si avrd

D(g-2)**(k)*- D(g-2)2 7 (k)++- £ D(g-2)s (kY2 D(g-2)~*(K)* = 0
D(g- kY (K)'=D(g~h)s (kY4 £ D(g-h) P (kY- + D(g-hYF~*(¥)* = o

Parimente supposto nella (i) ed (i') del § 73 Pindice
z ==k e l'indice » = £, si avranno le due

D(g-2F~"(2)- D(g-y)* )"+ D(g-p)* " (p)' £ D(g-af (@) =0
D(g- z)'-‘(z) -D(g-yF ) iD(g—p)“(p) ~iD(s-a)'-*(a)*—o

che sono le- invertite delle (©, ().
. 75. Abbiansi le due serie una di lettere, I'altra di numeri
espresse da

a b C d ..-.h....p,u..x y z‘" =8

R, Be=1, N2, B=3cc@en.T e (3), (@), (1) =2

Se alla serie g si sostituisca la serie A, ove ogni lettera
della g viene rimpiazzata dal numero del posto ch’essa oc-
cupa contato da destra a sinistra, le formole (3), (¥') date
indietro saranno comprese nell’unica formola compendiosa

T=n

DO =3 (—1)**° DA — )" ()" ®)

e le formole (;) @i@" nella
D=3 (=" Da—ap@* (D)

T=1

()
©)

()
G"
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che ¢é I'intertita della (B).
- Parimente essendo date le due serie

a ':b) ¢ ....h....p . y z b =
By m-T, med..0... (s) @, M, © =3

ovela 8 ¢ l’aggregato della serie 2 e del snmbolo 0,

. se ai termini della. y del § 72 si sostituiscono rispettiva-
" mente i termini della 3, le formole (B), (3') dlvengono
 espresse compendiosamente dalle

DG -t = §=m( — 1) Da—w)~"©° (B

- T T I A—cr o ]
) ¢ =3 (-)TTIDa—of @ ().
. =1
Per lo stesso modo supposto che la base « diventi eguale
ad un’altra base qualanque 68 della serie 2, il 2.° mem-
bro della (B) ‘ove I’clemento (w)® venga rimpiazzato da
(6)®, diverra zero, e le due equazioni (c), (¢) ove
la & sard rappresentata da- 6, saranno compondiosamente
rimpiazzate da quest’ unica
. We=n . .
3 (=" Da— T = o ©
. oms
Anche "le” (/)» (j') si compendiano nell’ unica formold
' T=n ‘
3 (—1)° D(A cl""(a) =0 (D)
. 1 T=f
la quale si deriva dal 2.° membro della (I) quando all’ele-
mento (@)’ si sostituisca (@)b. |
76. Quando una fanzione proposta F(a, b, c....x,y, 2)
rappresentata dal gruppo -fondamentale simbolico

@@ ... 07 = @
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¢ di tal forma che nello sviluppo dells D) scompajzno
gli elementi affetti dalla stessa base genmerica 4, il risultato
¢ una funzione alternata fra le g — % restanti basi. Di fatto
il 2.° membro della formola (&) del § 71 si riduce in
tal caso a

o+ {D(g-h)l-'-p(g-h)l-y...p(g_h)l-".,....tp(g..h)l"}’....;.

I diversi termini eséendo alternanti rispetto ad 17— 1 hasi
comungque affette da diverse serie d’indici, un’alternazione fra
due basi qualunque della g—# ridurra i termini stessi eguali
e di segno contrario, ed il risultato sara eguale e di segno
contrario al precedente.

77. Si presenta il caso del precedente paragrafo quando la
funzion proposta fosse per modo d’esempio un prodotto della
forma @,(a) $a(8) P3(c) ... Pa(z), * € che inoltre le diverse
funzioni ¢ fossero tali che per una determinata base 4
oi avesse §,(k) = Qa(h) = P3(h)....= Qu(h) = C, es-
sendo C una costante. La D(g)* data dalla (4') si ri-
durrebbe in questo caso a

& C{D(g—hyf~*—D@Eg—hY~Y -+ £ Dg—hF"....},

la quale sarebbe una funzione alternata rispetto a tutte le
&—h restanti basi. :

78. Quando la funzione proposta di cui (g)Yf é la rap-
presentazione simbolica si riduce a tale forma che nello svi-
luppo della D(g)* scompajono gli elementi affetti da uno
stesso indice generico %, il risultato é una funzione alternata
delle = basi a, b, c....x, vy, z. Di fatto se nel 2.° mem-
bro della (z') del § 73 si alternano fra loro due basi qua-
lunque k, p, tutte le alternanti D(g—z)f~*, D(g—y)¥~"...
che contengono nei loro gruppi le due basi £, p diver-
ranno eguali e di segno contrario. 8i chiamino X, P cid
che divengono le altermanti = D(g— k¥ ~*, =+ D(g — pyF~*,

App. Eff. 1846. 22
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Dopo eseguita I’ alternazione la (i') si cambiera in
(—De—2 '@+ De—y)fHp) o)
— D(gf == s . (a)
voeot K(p)*e+ o o= P(R)* -« IF D(g—a)*(a)*

Sommata questa colla ('), avuto riguardo ai termini che
scompajono, si otterra

o = K(p)* + P(k)* == D(g — kf~*(®* == Dg — pF~"(p)’
ossia
(£ DE—pF~*) (p)' + (P Dg— M) ® = o

Questa dovra avverarsi indipendentemente dagli elementi (p)",
(B, sard percié

K=FDg—py¥t, P=xDg—k"
Il 2.° membro della (a) diverra percio
'_ Dg—zf @ —DEg—y¥ty et )
+ .
£ D@E-p)F=H(p) -+ & D(g-RF k) - £ D(g-ay~a) |

Ma il 2.° membro della (i') quando scompajono gli elementi
aiffetti dallo stesso indice %, si riduce a

i% Dig—zf*—Dg—yf P,
v ok D(g—Rf v £ D(g—p)F - = D(g—af~*
e la precedente in cui si ¢ esegnita I’ alternazione fra &, p alla
| Dig—2f*—Dg—yf Pt 2
i D(g—pFte £ DEg—EFE. ... + D(g—a)*~* 5

Stante che il posto dell’indice 4 € lo stesso, dovra in en-
trambe valere o il segno superiore, o il segno inferiore. Essendo

®

—
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questa eguale e di segno contrario alla - (5), sard.la stessa
(6) una funzione alternata.

79- Il caso del precedente paragrafo si presenta quando la pro-
posta funzione fosse per es. della forma f(a, b, ¢----x, ¥) ¢(2)
ove la funzione <p_ fosse tale da verificare ‘la. ‘condizione V
Pla) = ¢(b) = = @(z) = C essendo C una costante.
In fatti il 2.° membro della (') ' diventa in questo caso -

£ C{ D(g- 2 - Dlg-yyf 4o+ £ Dg-pf oo +D(g-a)"“}

e questa pel paragrafo antecedente sari una fanzione alter-
nata rispetto alle n basi a,b,c----y,z

8o. 11 risultato del § 78 essendo l’ invertito di quello del
§ 76 e viceversa, ne risulta che se la funzion proposta.¢é tale
che nello sviluppo-dell’alternante simbolica D(g)’ ‘s avveri
la disparizione o degli elementi affetti da. una stessa.base o
di quelli affetti dallo stesso indice, lo sviluppo stesso -¢ una
fanzione alternata, sia rispetto alle basi, sia rispetto agli‘
indici che esso contiene. Una funzione alternata di tal specie
s1 chiamerd in ambi 1 casi alternante mcomplem. .

81. Quando la funzione F(@, b,c:---x, ¥y, ) rap-'
presentata dal gruppo simbolico (g)‘ é tale che nello svi-
luppo della D(g)®* scompajono gli elementi affetti dallo
stesso indice generico &, e quelli affetti da altro indice di-
verso k, scompajono cioé gli elementi.compresi nelle due serie

2", (y)", (@) (P)". N O (O ("
e @ @ @00, @

Palternante della funzion proposta ossia la  D(g)®. si ridurra
a zero. Di fatto ¢’ immagini lo sviluppo della D(g)¥ ordinato
a seconda di tutte le coppie di elementi che nascono dai ter-

mini (p)" o*, (@ quando si- sostituiscano alle basi
—1)

(@)

n(n
P, t tutte le

combinazioni a due a due delle n
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basi date. Raccolti tutti i termini affetti da una stessa  (p)* (1"
o (p'(®", un tale svilappo sard della forma

A2 )+ B @) @) et F) (1) C () 0) oo H (p) (1)
Dlg) = AN S A L ¢ , .
@ 4@y +B(@) @+ s FlyY@ls € @) o) e () 0
ove si deve intendere che a ciascuno de’ gruppi contenuti per
es. in H deve unirsi la parte (p)*(®* non in via di
prodotto, ma per semplice aggregazione. Nei diversi gruppi
contenuti nelle serie .
A, BeeooF, GieonHivio 5 A') B'eeen F!') Gleeee H' oooe
mancheranno gli elementi affetti dagl’indici A, &  §i ese-
guisoz nella (5) D'alternazione fra i dve indica 4, £, ed
il risaltato si sommi colla stessa (§), osservando che in tal
caso la D(g)* si cambiain — D(g)¥, si otterrd I'equazione
(4+A') (2N (y) s (B+B) (@) (@)oot (FF) (y Y (2) o oo (e H) (p) (1) 4
0= ! Ral _
(L+2) D' @)+ (B B) () (@) rree o (P FNy) (e (B I+ HY(p) (1)

Questa equazione non potrd sussistere, a meno che non siano
separatamente zero tutti i bhinomj che affettago le diverse cop-
pe ('@ @ ondo si avrd

A'—=—4, B=—B ... Fl=—Feie.Hl=—H-...
ela () diverra cosi espressa da

Dy =1 AR )+ BE @) e oo Flh @) oo HPY O
= A ) — B — P = — B
Nell’ipotesi pertanto in cui tatti gli elementi dati dalle serie

(a) scompajono dallo sviluppe della D(g)%, ridotte all’unitd

le diverse coppie di cui le generiche sono  (p)* (9, (p)*(®*

si avra D(g)¥ = o.
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Si arriva egualmente all’enunciata conclusione quando si
rifletta che il risultato a cui si giunge nell’ipotesi in cui nello
sviluppo della D(g)¥ scompajono tutti gli elementi della serie
(a) @& lo stesso, astrazion fatta dal segno, di quello a cui si
giungerebbe quando si supponesse il gruppo (g)* della forma

@ = @@ . T

ove y'z* ¢ il prodotto di due potenze h,k delle
basi vy, z, e che, asviluppo eseguito, si supponessero zero
gli esponenti %, k. La scomparsa di tali elementi accade-
rebbe qui nel ridursi le generiche p*#, p*#¢* eguali all'uniti.
Ma il supporre h = & = o ¢& quanto supporre che nella
D(g)* due indici qualanque &, £ divengano eguali fra loro.
Dunque pel § 56 il risultato dev’essere zero. .

8a. 1l caso del precedente paragrafo si presenta in parti-
colare quando la proposta funzione F(a,bd,c....x, Y, 2)
fosse per esempio della forma f(a, b, c.... x)¢(y) U(2)
ove le ¢,y fossero tali funzioni da verificare le condizioni

¢a) = Pb) = P(c) =+ ++ - = @(z) = C
Ya) = YB) = Ye) =+ -+ = Y(2) = C"

essendo C, C due costanti. In questa ipotesi in fatti il ri-
sultato dello sviluppo della

D@g¥ =D { @B ).... @ yz z
si ridurrebbe a quello stesso che si ottiene dallo sviluppo della
CCDi@ @ ... @y }

ove gli esponenti y, z che qui tengon luogo di %, £ del
precedente paragrafo si riducano a zero.

83. Quando la funzione F(a,b,c....x, 7y, z) ¢ tale
che nello sviluppo della D(g)¥ scompajono tutti gli ele-
menti affetti da due basi /4, £, ossia tatti gli elementi
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compresi nelle due serie

B, B, B et (B oo c(® oo (), B)°
®, B, B ... ® . E® . ®, @

I'alternante della funzione proposta ossia la D(g)f si ri-
durra a zero. S’immagini in fatti ordinato lo sviluppo di
D(g)¥ a seconda de’gruppi parziali che nascono dalle gene-
riche (k)? (K)’, (k¥ (k)’ quando si sostituiscano alla coppia

n(n — 1)’

p,t dindici tutte le coppie che nascono dal

combinare a due a due gli = indici della serie g come
nel § 81 si ¢ detto rispetto alle n basi. Lo sviluppo . di
D(g)* verra allora rappresentato dal 2. membro della (8)
del citato paragrafo quando- &’ invertano i diversi gruppi di
cui é composto e si rimpiazzino le

A,B,C....F....H, A4,B,C....F....H

con un indice in basso. Seguendo allora lo stesso processo ivi
indicato, avvertendo solo che nel 32.° modo di dimostrazione
si dovranno ridurre all’unitd le basi %, k, si giungerd alla
enunciata conclusione. .

84. Il caso del precedente paragrafo si presenta in partico-
lare quando la F(ez, b....x, y, z) sia della forma

¢:(a) $a(®) ¢3(c) -« + « Gaces(y) Pa(2)
ove le diverse funzioni ¢ verifichino le condizioni .
Pn_1(a) = Pa_:(b) = Grer(©) oot = Gai(z) = C
Pu@) = GuB) = Ga(e):-:+ = Gulz) =C'

essendo C, C' due costanti. In questa ipotesi in fatti il
risultato dello svilappo di D(g)* si riduce a quello stesso
che si ottiene dallo svilappo della

cc D{ @ @ ). ... (02 ;
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quando le basi y, z, che qui tengon luogo delle %, &
del precedente paragrafo, si riducano all’unita.

85. Quando la fanzion proposta rappresentata pel gruppo
simbolico (g)* sia tale che tutti gli elementi affetti dalla
stessa base gemerica &, ovvero tutti gli elementi affetti
dallo stesso indice generico % sono zero, I'alternante D(g)y
si riduce a zero. L’equazione (¥') del § 71 rende manifesta
la prima proposizione, e I’ equazione (i') del § 73 rende
evidente la seconda. Potrd servire d’esempio pel primo ‘caso
la forma a cui fu ridotta la proposta funzione nel § 77, col
supporvi C = o, servird d’esempio pel secondo caso la
forma a cui si ¢ ridotta la ‘proposta fanzione nel § 79 col
supporvi ridotta a zero la costante C.

86. Si esprima con E la serie di tutti gli- elementl che
nascono dall’ elemento generico (B col sostituire ad* & e
p in tutti i modi possibili le n lettere della serie g. Po-
tra la E ridursi alla forma E = (9, 2, »'), ovela - ¢
rappresenti la serie di tutti gi n elementi fissi, 2 una

n(n — 1)
a

serie qualunque di elementi soggetta solo alla

condizione di non contenere alcuna coppia di elementi di cui

. . . . . nn—1
uno sia I’invertito dell’altro, € 1’ una serie degli e — 1)

elementi restanti che saranno gl invertiti di quelli di A
Siccome la Z deve contenere tutti gli elementi che in
tutti i modi possibili possono derivarsi dal gemerico ()
colle successive sostituzioni delle lettere della g, se alla E
si leva il numero = n di elementi fissi, i residui elementi
saranno in pumero = n'—n = n(n—1), e percid in
numero pari. Scelta fra questi una serie qualsivoglia a di
n(___n;- 1 elementi colla condizione che nessuno di essi compaja
I'invertito di un altro, si proverd con un ragionamento ana-
logo a quello usato nel-§ 33, ove si ¢ mostrato essere la ¥
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della forma (I, I'), che qui parimente i restanti —('-':l—)

" elementi non possono essere che glinvertiti di quelli della
serie A

87. Tutti i gruppi di cui constano le serie [, I' del § 33
saranno composti di un numero ¢ di elementi appartenenti
alla serie 2 ¢ di un pumero #—e di quelli appartenenti
a A,. o viceversa, potendo & avere tutti i valori da o
ad n, colla condizione perd che nessuna delle basi e nes-
guno degl’indici vi compaja ripetuto. Siccome tutti i gruppi
della I' sono gl'invertiti di quelli della J, ne deriva che
a ciascun gruppo della 7 fatto di un numero ¢ di ele-
menti appartenenti a A e di un numero n—: di quelli
appartenenti alla A' o viceversa corrisponderd nella 7' un
gruppo fatto di n—¢ eclementi della serie 2 e di ¢
elementi della A o viceversa.

88. Quando a tutti i gruppi delle serie T, ¥, V', I, I'
dei §§ 32 e 33 s’intenda applicato il segno =, verranno
esse contraddistinte colla lettera s posta al loro piede, quando
a ciascun gruppo delle anzidette serie sara applicato il segno
4+ 01il — a seconda della regola del § 48, verranno esse
indicate colla d al piede. Siccome la R, si cambia nel
1.° caso in S(») e nel 3.° in D(n), cosi si avrd dai ci-
tati paragrafi essendo 7, = I, + I

Sn) = T,+V,+V, ovvero 8@n)=T,«+V,
secondo che n sara pari o dispari
e parimente essendo V; = L + I .

D(n) = T,+V,+V, ovvero Dn) = T,+ V,
secondo che 7 sard pari o dispari. Nelle quali formole

I, I, conterranno gruppi, in ciascun de'qnah entrerd per
. lo meno un elemento fisso o rientrante di 1.* specie; V,, ¥:
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conterranno gruppi- fatti soltanto di rientranti di 2." specie ;
I, ed 1] od I, ed I, conterranno i restanti gruppi, ma
distribuiti in modo che i gruppi di 7'  saranno gl invertiti
di ‘I,, edigroppi della I; glinvertiti di quelli della
I, ed affetti rispettivamente dagli stessi segni.

89. Nel caso di n 'pari la D(gf = D(n) sard espressa
da D(gf = Ty+VsxV,, oveavrd lnogo il + .oil —
secondo che =n ' sard un numero paro-pari od un numero
paro-dispari. Di fatti la 7' constando di gruppi fatti sol-
tanto di rientranti di 2." specie, il numero m -di rientranti

di ciascun gruppo della 7’ sard eguale ad g Dunque i
gruppi della 7, saranno tutti affetti dal segno -+ o dal
n . . . N
segno — secondo che n—m = 5 sard pari o dispari
§ 48, sard dunque V;==V;, valendoil -+ o il — se-
condo che g sard pari o dispari, val quanto dire secondo
che 7 sard un numero paro-pari o paro-dispari.
go. Sia la funzione proposta come nel § 84 della forms

61 (@) $a(B) B3(c) + « + « Pu(2) = @BV () .. .. ()" = (g,

le diverse ¢ di questo prodotto essendo funzioni qualun-
que. Se fra gli clementi della serie Z si stabiliscono le re-
lazioni che nascono dalle espressioni generiche

@ @ =o, @ = — (kY @)

quando alle basi ed indici p, A si sostitniscono le diffe-
renti lettere della serie g, sard D(gf =0 quando =n sia
numero dispari. Di fatti in forza della condizione (a) sard
T,=0 esiavrd dal § 88 D(gf = I,+1I,. La serie E
del § 86 sara ridotta a E = (a, A') per essere ¢ = o,
ove i gruppi di 1’ saranno eguali e di segno contrario ai
gruppi della serie 2 in forza della (4). Si consideri un

App. Eff. 1846. 23
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grappo qualunque G della serie J; Esso sara della for-
ma (—1)'""HK, ove intendiamo per H il complesso
di tutti quegli elementi che trovansiin G in numero =
che appartengono alla serie 4, e per K il complesso dei
restanti n—¢ elementi ‘che apparterranno alla serie A,
Il gruppo G, invertito del gruppo G che si trovera nella
seric I; avendo lo stesso numero m di rientranti § 1a,
sard espresso da  (—1)*""H, K., ovepel § 87 la H,
conterra un numero . = ¢ di elementi appartenenti alla serie
A e K, un numero = n—¢ di elementi appartenenti alla
scrie A Si sostitniscano nel gruppo G = (— 1) """ HK
agli n'—e elementi della K i loro invertiti che saranno
eguali e di segno contrario in forza della (3). Il gruppo
G diverrdA (—1)"""H(—1)""°K,, ovegli ¢ ele-
menti di H egli nrn—¢ elementi di K, apparter-
ranno ora alla stessa serie A Si sostituisca nel gruppo
G, = (—1)""H,K, dellaserie I, atuttigli ¢ ele-
menti della H, che appartengono alla serie A 1 loro
eguali e contrarj invertiti appartenenti alla A. La H, si
cambiera in (—1)'H ed il grappo G, diverrd
(=) ™ (—=1)HK,, sara percid

GfG, = (— 1)"""HK,((—— 1) 4+ (— 1)"").

Ma per essere n dispari, 'uno dei due numeri &, n—e¢,
sard pari e I'altro dispari, onde risulta G-+ G, = o. Sic-
come a ciascun gruppo di I; corrisponde un gruppo invertito
della 7, cosi ripetuto lo stesso discorso su ciascuna coppia
di gruppi invertiti, I’uno della 7, e l'altro della I;, si
avra I+ 1I; =0 e percié D@F = o.

- 91. Nelle stesse condizioni del § 9o, ma nell’ipotesi di n
pari, sard - D(g)f = all =Q, valendo il ~+ o il — se-
condo che =# sard paro-pari o paro-dispari, essendo II
ci0 che diventa la J; quando in ciascun gruppo di cui
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consta si sostituiscano agli ¢ elementi della serie A' i
loro eguali e di segno contrario della serie 1 ed essendo

’Q=g‘-g’*83 ""*8)‘ ove &1 & gs....g"
' o e .« C .. B
sonoi u gruppi della P, omessi in ciascuno gli 5 cle-
menti invertiti appartenenti a 1A' che ciascun gruppo con-
tiene. Di fatto nel caso di # parisi ha T;=o0 perla
condizione (a) del § 9o ed in forza dei §§ 88 e 89
risulterd
Dy = Din) = VitV = L+ L £ V..

Dalla dimostrazione del paragrafo precedente risulta che G + G,
gara eguale a (—1))""*°aHK,, ossia eguale a due
volte cid che diventa il gruppo G, della I, quando agli
¢ elementi della ' che contiene si sostituiscano i loro
eguali e di segno contrario della seric A Percid chiamato
I ci6 che diventa la I; con tali sostituzioni in tutti 1 suoi
gruppi, sard I, + I; = 2all. Oservando poi che V/, fatto
di un numero u di gruppi conmsta soltanto di rientranti
di 2." specie, si vede che ciascun suo gruppo conterrd un nu-

n .. . . no,.
mero  — di elementi della serie A ed un numero 3 di

elementi invertiti della A, Fatta percid la sostituzione in
questi ultimi dei loro eguali e contrarj della serie A, cia-
scun gruppo diverrd un quadrato, ed avato riguardo al § 89,
la V7, si cambiera iIn 2. Giova osservare che la
sard il prodotto di tutti i numeri dispari contenuti nel nu-
mero n. .

92. Se si suppone che la serie delle basi a4, b, c....x, y, z
sia indicata inversamente colla serie

Z,Y,X....C,B, A= G,

se abbiansi cioé¢ le eguaglianze fra i rispettivi termini delle
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due serie
a b ci..ihooox ¥y oz
0 . : . E : . .. : ( P,
Z Y X C B A ’ :

i)osti rella stessa linea verticale, e si stabiliscano tutte le re-
lazioni che nascono dalle generiche

BF =0, @; P=—ay, @

quando agl'indici p, & si sostituiscano tuttc le lettere della
serie g ed alle basi P, H tutte quelle della G', e che
indi si rimpiazzino le lettere grandi colle lettere piccole che loro
corrispondono nella (P), la D(g)* sard zero nel solo caso
di n dispari. Di fatto in forza dell’eguaglianza stabilita fra le
basi della serie g e quelledella G' siavrd D(gy = D(G'y.
Se si chiama G il gruppo (4BC....XYZ), siavrd
pel § 54 D(G'Y = %= D(Gy¥, valendoil + oil — se-
condo che il numero d’alternazioni pet passare da (G')* a
(Gy sard pari o dispari, ossia secondo che n-—m sari pari’
o dispari, essendo m il numero de’rientranti del gruppa
(G'y. Ma per essere n dispari il gruppo (G')* consta di

un numero di rientranti di a.* specie e di un

— 1, percid
n—m= Risultando pari la differenza n —m, sara

D(g)y = D(G)‘ Ma pel § 86 la JXG) si annulla se siano
verificate le relazioni che nascono dalle generiche (4), (B)
quando gl’indici p, & ricevano tutte le lettere della serie
g ele basi P, H tatte quelle della serie G, dunque
anche D(g)* sard zero quando siano verificate tuttc le
equazioni comprese nelle (4), (B) dopo aver sostituito alle
lettére grandi le lettere piccole the immediatamente loro

. . n
solo rientrante di 1.%, sard dunque m =
n—




181
corrispondono sulle linee verticali della (P). Un discorso ana-
logo a quello del § 91 persuade che quando la ». & pari, i
gruppi- della D(GY non potendo distruggersi colle sole
condizioni (4), (B), nemmeno la D(g)* potra. ridarsi
a zero. : ‘ T .
93. Le proposizioni dei §§ 90, 91 € 92 vengono compen-
diate quando alla serie delle lettere si sostituisca la serie dei
numeri indicata’ al § 75, quando cioé si sostituisca ala: - serie

a, b ¢ «eooh..op.x y' z
la n, a—1, B—2¢e..0....0....(3). (3 (1)
ove w, 8 sono due numeri qualunque della seric numerica
che indicheremo ancora con g. Sesard »n numero dispari,

la D(g* sard zero quando siano verificate tutte le relazioni
che nascono tanto dalle generiche

@'=oc, (@=-0"
quanto dalle
n+1—0)"” =o0, n+1—0)f = —(a+1—0"

col dare ad ©, 0. tuttii nomeri della serie g. Se.le dette
condizioni sono verificate, ma la 2 ¢ numero pari, allora
la D(gF cessera di ridursi 4 zero.

04. Se si limita ulteriormente la generalit¥ col supporre
che le fanzioni @; ¢a.... @, - indichino diverse poten-
ze della base rispettiva ch’esse contengono, allora gl’indici
(@) (8) ... (z) della D{a“) 5?....2* f data al § 38 diver-
ranno altrettanti esponenti che indicheremo con o', ¥, ¢'.... 2
onde distinguerli dalle basi a, b, c....z dalle quali .sono
essi affatto indipendenti. Si avrd cosi . o

D(n)=-1)§(a)'(b)“...(z)f}=D§a°'b"c".;.z"~}=D{abc..._yz§‘
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ove la g indica la serie degli esponenti ', b'....2. Sup-
poniamo inoltre @' =o, V=1, d=a....2=n—1,
srd D(n) = Dfd¥8'c*.... 2" | ¢ questa sard un caso
particolare della D {¢.(a) $s(8) .- - Gu(z)} in cui siasi
fatto @, (a)=a° G.(d) =b' OPs3(c) =c ....Pu(2) =2""".
Percid la  Dfa’b'c*....2*'}, ridotti all'unith tueti gli
elementi affetti da esponente zero che compajono nello sviluppo,
sard un’alternante incompleta e particolare che rappresente-
remo con D;(n).

95. La Di(n) ¢é una funzione intera di grado n—1
rispetto a ciascuna delle # basi a, b, c....z. Inoltre
essendo una funzione alternata, diverrd zero col supporre
una qualunque delle basi eguale ad un’altra. Considerata come
una funzione intera di grado n—1 rispetto ad a, diverrd
zeroper a=25b, =¢, =d....=z, sard dunque
divisibile per ciascuna delle differenze

b—a, c—a, d—a, y—a, z—a

e percid divisibile pel loro prodotto. Sard dunque .D;(r)
della forma

@ Din) = P'b—a)c—a)(d—a)....(y—a)(z—a).

Mala D;(n) -considerata come funzione intera rispetto alla
b aiannnlhper b=c¢c, =d, =ecce=y, =2z,
sard percid essa divisibile anche pel prodotto delle differenze

c—b, d—b, e—b....y—b, z—=b .

Ma il fattore di P' nel 2.° membro della (a) non essen-
do divisibile per dette differenze, lo dovra essere P', onde
sard P' della forma

P'= P'c—b)(d—b)(e=b)....(y—b)(z—b),
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colla stessa induzione si otterranno le

P" =P"d—c)(e—c)....(y—c)(z—0)

P" = P"(e—d)(f—d):-..(y—d)(z—d)
P" z{"(f—e).........(y—-e)(z—e)

P — .i"""’(y — ) (z — x)
Pr=N= P™ (z —y).

Colla sostitnzione successiva e col disporre le differenze a
seconda delle basi ordinate si avra

D;(n) = P™(b-a)(c-a) (c-b)(d-a)(d-B)(d~C)....(z=a) (z~b) ....(z-y) (B)

Se s’immagina eseguito il prodotto indicato nel 2.° membro
si riconosce subito che il grado massimo rispetto a ciascuna
delle n basi sarhA = n—1, cioé eguale al grado massi-
mo della D;(n), dunque P™) non potendo contenere al-
cuna delle n basi sard indipendente da esse, e percid co-
stante. Ma stante che una tale costante indipendente dalle basi
manca nella D;(n), ne deriva P™ = 1. Se in luogo di
supporre  ¢,(e) = a° si fosse supposto @, (a) = ka°,
sarebbe risultato P®™)=k. Supposto che il 2.° membro della
(8) ove faccissi P™ = 1 sia rappresentat6 da P, il
risultato che si otterrebbe dall’eseguire tutti i prodotti indi-
cati mella P si otterrA con maggiore speditezza svilup- -
pando la Dz @ ®'.... (z)'z, colla regola data al § 70
levando nel risultato le parentesi, sostituendo alla serie degli
indicic a, 5, ¢c.e.. y, z i corrispondenti espo-
nenti o0, 1, 2....R2-3, R-1 ed omettendo i fat-
tori affetti da esponente zero. '
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96. Comunque la funzion proposta rappreaentata sempre col
gruppo fondamentale (g)* nonsia della forma a%'c’..y"=22"""
contemplata indietro, ma ‘sibbene una funzione qualunque
fla, b, c...y, z) - lalternante completa D{(a) ®’ (). Qy)’(z)’g
potra rappresentarsi simbolicamente coll’ espressione P del
precedente” paragrafo, purehé esegmiti i prodotti delle diffe-
renze contenute in essa ed omessi i termini che si distrug-
gono, si completi ciascun gruppo che risultera di g— /% basi
coll’elemento %° e si cambino tutti gli esponenti

0,1,323,3.e..0=23,0—1 cogl’ indici rispettivi
a,b,c,d.... y , 2

raccogliendo fra parentesi le basi. Si avrd cosi

(b-a) (c-a) c-b)....(y-a) (y-b) ._,_(y-x)'? = {Pl
(2-0) (z-5) (z=3) (&= d).ovrne (s=2) e=3)§ L

ove si sono sostituite le parentesi { ; alle (----) per
avvertire che tale espressione del prodotto P ¢ simbolica.
L’espressnone {P} comunque indicata simbolicamente colle
basi a, d,c....y,z non cesserd di godere di tutte le
proPneth che competono all’alternante ch’essa rappresenta.
97. Nelle stesse ipotesi del § o4 ritenute le notazioni
del § 43 e chiamata g la solita serie delle =n basi
a,b,c,d....x,y, z ; g laserie degli n indici
0,1,3,3....n~2, n-1; p laserie degli n+r numeri
0,%,32,3....0-2,n~-1, n, essendo a un numero
qualunque della serie x, si avra .

Dig =

P_P,_.D, (g)l‘-""‘“’ = Digh" S(x“, T, @

la quale contiene un numero n di relazioni distinte fra le
diverse simetriche incomplete e le alternanti incomplete e



185
particolari 'D; a seconda dei valori di « da zero ad =n
inclusiva. Di fatto se nella serie (b) del § 69 si cambia Ia
seric g delle n basi in una serie di n-+1 basi desi-
gnata da g& = 7, ed alla serie g degl’indici si sostitui-
sce una serie p di n» <1 indici, osservando che in tal
cisola D sicambiain D; e y—¢ diventa g, si
avra

D (7)" (Di(g)""" - D-(g)““(h—l) &u- '+ D; (g)]l.-.-(u—a) c,. —-a_,
f — é ........ <+ D (g)"-(n..a) &u-—a Veeeee + Di(g)P“‘° fad

ove avrd luogo il <+ o il — nmel termine generale secondo
che il posto ' dell’indice n—a nella serie u letta
da destra a sinistra sard dispari o pari; ma per essere
o/ =a-+1, varrd il +- o il — secondo che « sarid pari
o dispari. Se il primo membro della data equazione si pone
sotto la forma composta del prodotto di tatte le differenze fra
le basi della y dietro il § g5 e si sviluppi I'ultimo fattore

(%-a) (G- 6)(&-::)....(&-5»)(3;_,),___.%""( -1)*S(1% 0" L

=0 PzPrn—a

chiamando 1, 4,, 4., 43....4a.... 4, i coefficienti
delle decrescenti potenze d1 C, si avré

D = D -4, = APk Ae &"-“ +An&°}

ove varrd il <+ o il — nel termine generale secondo che -
« sara pari o dispari. Paragonando adunque i coefficienti della
stessa potenza &"~* mei due valori di D;(7y)* ed osser-
vando essere p—n =g,, siavid D;(g)%d, = D:(g)~"~%),
«a 7 O
Ma pel § 43 siha A = M, e percid sostituen-
- PaPr—g .

do un tal valore, si avra la (R)
App. Eff. 1846. 24.
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" 98. Conservata alle: g, g, la stesea significazione del pa-
ragrafo antecedente, la simetrica complessa del § 45 diventa
il quadrato di un’alternante iacompleta D;, e la relativa
espressione si cambia nella seguente

(D@ ) = S(D @ @ - GF)), @)

In fatti il prodotto dei quadrati di tatte le differenze delle n
basi a,d,c....x,y, z dato al citato paragrafo diventa
in forza del § 95 il quadrato dell’alternante incompleta e par-
ticolare designata con  D;(g)*~ Parimente avuto riguardo
che la 2." delle quattro regale del § 45 é la stessa regola
per ‘la formazione di un’alternante, dietro il § 48 si vede
che la R, si cambia in D;. Percid la formola (R') non
¢ che la traduzione pii compendiosa dell’espressione simbo-
lica data in quel paragrafo. Gjoya osservare che il 1.° mem-
bro della (R') equivale all’ultimo- termine di un’equazjone.
al quadrato delle differenze che si denvetebbe da una proposta
equazione in & di grado n, cioé dalla

A (Gl e ot

a=0 Pan—.a

=0

le cui radici fossero espresse dalle n basi a, b,c....x,y, 2z
Per ottenere il valore espresso pei coefficienti dell’equazione
proposta, si sviluppera il 2.° membro della (R') seguendo
le 4 regole del § 45, dietro cui si verrd a formare una
‘'serie di simetriche, ciascuna delle quali sard in generale espressa
da S@, p',7....&") Colla ripetuta applicaziene della
formola (a) del § 43 si ridurrd ciascuna di esse a non
contenere che S della forma S(p, 0®~'). La ripetata ap-
plicazione della formola () dello stesso paragrafo convertira
ciascuna di queste in altre -8 della forma s, o*=%, 1e
quali non essendo che i coefficienti della proposta equazione, si
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sara ottenuto 'nltinto terminé dell’ equagione ai quadrati delle
differenze espresso pei coefficienti noti della proposta, cid che
basta, comé ha dimostrato il sig. Cauchy, per ottenere i li~
miti delle radici. Il precedente processo parmi piti breve ed
uniforme del metodo dal citato autore esposto negli Exercices
de mathématique, quatriéme année, p. 103, ¢ di quello dato
da Lagrange nell'opera Traité de la résolution des équations
numériques.

99. Nella stessa ipotesi del § 94, se nel prodotto ABCDE....
di un numero p, di fattori si sostituiscano ad essi rispet-
tivamente i p, gruppi pati dallo svilappo dell’alternante
Di a¥ oY ¢..., ’z”}, il prodotto stesso qualunque siano
gli esponenti a', ¥, ¢'....y’, z' si ridarra alla forma

+(abcd....yz)!P-1  essendo § = a'+b4c'+ciiaynr,
valendo il = o il — secondo che n sard > di 3
ovvero < 4. Siccome i gruppi di S(n) e D(r) non difr-
feriscono che pei segni, cosi, astrazion fatta dal segno, avra
luogo lo stesso discorso del § 45. Ma siccome i segni negativi

nello sviluppo della D saranno in numero % Pn, cosiavrd
luogo il ~~ o il — nel prodotto in questione secondo che
i Pa sard pari o dispari, mta avato riguardo a cid che rap-
presenta p, § 43, sard S P pari o dispari secondo che

n sarh >3 ovvero < 4
100. Se si suppone, come nel § 40, che la funzione pro-
posta f(@,d,c....x,y, z) sia della forma

tfi(@,b,¢..002,y, 2) L fu(a, b, Coco, y, 2)E fi(a, by €.c 0 iX, Y, 2) K uow

ove una qualunque f.. contiene tutte le n  basi che vo-
glionsi assoggettare all’operazione D, si avrd

D{f@, b,c....x, y, )} = 2 Dl fi} £ D{f} £ D{fi} k...



188
ossia, poste le. funzioni sotto I’adottata forma simbolica, sara

D(gYf = = D(g)f: £ D(g)5: = D(gfs %....

ovele g, g, g.... rappresenteranno una seric di n
indici distinti, giacché esse si riferiscono a fanzioni di forme
distinte alle quali si dovra aver rignardo quando si passerd
dai gruppi simbolici agh effettivi, come si ¢ osservato al ci-
tato paragrafo '

r01. Se si assoggetta 1a stessa alternante  D(g)f, sia all'ope-
razione S, sia ad un ripetuto numero = r di operazioni
D che indicheremo con D‘”(g)' si avra mel 1.° caso
SD(g)f = DS(g)‘ =06 enel 2.° D(g¥ = (p.) ' D(gy.
Di fatto nel 1.° caso i differenti gruppi che nascono dall’ese-
guire I’operazione 8 enlla D(g)f, ovvero I'operazione
D sulla S(g)¥, si distruggeranno a due a due in forza della
proprietd dell’alternante di cambiar di segno ad ogni alterna-
zione. Nel 2.° caso supposta la serie dei gruppi della D(g)f
rappresentata da

G-— c,...c,.._.....i.c_ ..... +GC, 1,

ove nella generica avra Tuogo il <+ o il — secondo che il
numero m dalternazioni sard pari o dispari, ed essendo
G = (g)f, si avra pel paragrafo precedente

DDy = D"’(g)‘ D(C) - D(G;) + D(Ga) - - -.ip(c, Y

Ma si ha D(G..) = 4+ I(G), valendoil + oil — se-
condo che il numero d’alternazioni per passare da G. a G
sard pari o dispari, ossia secondoche m sard pari o dispari,
sard dunque nel caso mnostro

D gf = pa DIC) = pa Dig).
Se alla  D(g)* ' di questo 3.° membro si sastituisce lo stesto



18
sviluppo in grappi alternati di segno, eome si.¢ fatto so;?ra,
si avrda DOG)g)f = (p,)* D(g)%. Procedendo ad ulteriori ope-
razioni D, si avra D(g)f = (pa)=" D(g). .

102. Se la funzion proposta f(a, b, c....x, v, 2) = (g)f
di un numero. n di basi é simetrica rispetto ad un numerp
di basi egvale ovvero minere di 2, siavrd D(gff = o.
Supponiamo in fatti che la. fanzione proposta sia simetrica
rispetto alle sole due basi %, k£ della serie g. In tal caso
nel gruppo simbolico (g)* che la rappresenta dovranno sup-
porsi eguali fra loro gl’indici rispettivi %, £ in quanto
rimane invariabile coll’alternazione delle corrispondenti basi
k, k. Ma Dlalternante D(g)* essendo una funzione alter-
nata, sia rispetto alle basi che rispetto agl’indici § 56, di-
.venta zero quando si suppongono due indici eguali fra
loro. Dunque in tale ipotesi anche I'alternante della funzion
proposta dovri ridursi a zero. Se la proposta funzione sard
simetrica rispetto ad un numero di basi maggiore di 3, un
maggior numero d’indici dovranno eguagliarsi fra loro, e per-
cid a piu forte ragione dovrd ridursi a zero I'alternante in
quistione. Il caso di D S(n) = o del paragrafo precedeute
‘€ compreso in questo in cui la proposta funzione sia sime-
trica rispetto a tutte le n basi. :

103. Ne deriva che se la proposta funzione si puo ridurre
a due parti fi(a, b, c....x, ¥, 2)Xfi(a, b, c....%, ¥, 2),
la seconda soltanto delle quali sia simetrica rispetto ad un
namero qualsivoglia di basi, siccome pel § 100 si avrebbe
D(f) = D(f;) & D(f.), e pel paragrafo precedente sard
D(fJ) =o0, cosi si avra D(f) = D(f,). Percid potra esi-
stere I’ equazione D(F) = D(F,) senza che sia F = F,,
purché la differenza F —F, sia una fanzione simetrica di
due o pitt basi della serie g . rispetto a cui intendesi ese-
guita Poperazione D. _

104. In forza del § 83 risulta che non potrd esistere fra
8 basi una funzione alternata desunta dalla D(g)* i cui
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gruppi non conténgano almeno un mimero 7 -1 di basi
In questo caso I'alternante ¢ incompleta ¢ potrd considerarsi
come un caso particolare di un’alternante completa, alla quale
verrd ricondotta quando si moltiplichi ciascun gruppo o colla
base che vi manca elevata ad un esponente destimato a di-
venir zero, o con una base destinata a divenire eguale all’unita
elevata ad esponente eguale all’ indice che manca nel gruppo.
Diconsi fanzioni alternate semplici quelle che derivano, o im-
mediatamente da un’altetnante sola sia completa, sia incom-
pleta, o dall’aggregato di pid alternanti come nel § 100. Or-
dinati opportunamente i termini in un namero p, di gruppi
per ciascun sistema d’indici g, g1, g3.... fattidi » o
& n—1 basi, si cercherd fra essi il gruppo fondamentale
(®* o il grappo completato (g —z)¥~*2" in ciascun siste-
ma d’indici g,, ga.+... ove I'esponente z sta per lo
zero. La fanzione alternata semplice di cui’ si tratta sard il
risultato dello sviluppo di

D@gF odi = Dig = Digh- Dighsck....

fra le quali potranno trovarsi delle alternanti incomplete.
Diconsi poi funzioni alternate complesse ‘quelle che derivano
da variate combinazioni di alternanti, si complete che in-
complete, sia da particolari funzioni delle medesime o da un
opportuno modo di disposizione dell¢ diverse basi fra loro,
al che basteranno gfi esempi che offro nei seguenti paragrafi.

105. Cosl in particolare se si rappresenti come nel § 46
con A', A", A".... 4 un numero A di fanzionm
alternate rispetto alle stesse 7 basi della serie g, Ia
Fd', 4", 4" . ... 4%, nel ipotesi che la fanzione F sia
una funzione dispari delle stesse 4', 4".... 4", sarh una
fanzione alternata complessa delle n  basi in questione. Po-
tranno le 4, 4".... essere le stesse alternanti designate
indietro con D(g)%, D(g)5.... e petrebbero anche essere
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esse stesse fnnzlom alternate gid complesse, ed in questo se-
condo caso piu complicata ne diverrebbe I’espressione.

Giova avvertire che le alternazioni potendo aver lauogo fra
enti o cose in genere non limitate come nel § 48 a rappresen-
tare quantitd algebriche, la proprietd della fanzione pari comune
colla simetrica, e della fanzion dispari cumune coll’ alternata,
e 'analogia che esiste fra 1alternazione di tutti i segni -»
coi segni — innanzi alle contemplate basi nelle funzioni
pari o dispari coll’alternazione fra due qualunque basi nelle
simetriche ed alternate, rendomo pii consentanca la denomi-
nazione di simetrica od alcarnata pei segni che quella di fan-.
zione pari o dispari. :

106. ‘Sia data una funzione qualuaque f(x, B, 7....4)
fra m variabili, ed n>m sia un nomero di besi
a, b, ¢c,d....y, z=g Se colle g bausxfanno
tutte le combinazioni ad *m ‘ad m indicate dalle serie

©)s @ B) ooy @) (@

esia ¥ lasene arbitraria degh m wdxcl «, B, Vs Peeeikt,
destinata a nppmentarc almhohcameqtc la propom funzio-
ne, il prodotte - .

DY Digy' Dgs)” <« - - Dign-1)’ Diga )’ S ®
i cui fattori nascono dall’alternante fondamentale D(7)7 . ove
alla serie 7 delle basi si sostityiscano gli m termini della
serie (a), sard una funzione complessa alterpata o simetrica
secondo che sard o non sard zero I'espressione p'~p"—p,
essendo p, p', p" inuameri delle diverse potenze del 2 conte-
nute rispettivamente nelle differenze w—a, Mm—a, n—m.
Esso sara sempre un’altermata complessa per m =532 qua-
lunque siasi n. Di fatto scelte due basi qualunque A, %,.
la serie potrd ordinarsi in quattro serie della forma '

(nkP, RQ, kQ, R) ‘ ©,
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ovele P, Q, R consteranno di tutte le combinazioni
rispettivamente a m-—3 a m—2; a m—1I & m—1;
ad' m ad m ‘delle n-—a Dbasi contenute nelle serie
g— (k, k), Tlalternazione fra %, £ cambierd la (c) 'mnella

(2P, RQ, hQ, R)f @

A ciascun grappo delle quattro serie (c) si apponga la serie
7 d'indici ed applicatovi il simbolo D, si componga il pro-
dotto (b). L’alternazione fra %, £, ' che cambia la (¢) in
(d), lascera invariato il ‘prodotto di tutte le alternanti che ri-
sultano dai gruppi delle tre serie 2Q, kQ, R, e ridurra di
segno contrario tutte le alternanti che appartengono alla prima
serie - hkP. Eseguita I alternazione, il prodotto in que-
stione ¢i cambieri ‘in :

(=) D) D(gy D@sY . . . . Diga_)! DigaY,
essendo 3 il numero de’gruppi delle serie P. Siccome an
tal discorso vale per due qualunqne delle basi della g 1l
produtto (b) sarii una fanzione simetrica ‘od un’alternata
secondo chie :3' sarh pari’ o disparl: Ma il nowero ' &, die--
tro i principj delle combinazioni, pué ridursi all’ espressione
in cui si cambja la  d del § 25 quando ai numeri 5, 1, &,
omessi tutti gli alm. si sostituiscano rispettivamente i numeri
n—a,; m—=2, n—m. "Per 16 stesso pardgrafo sar dunque
& d:sparx o pari, e percno la (b) ‘una funznone alternata o
sxmetncq secondo che '

(n—2) +p wp" - (p-'-('n~n)+(n—m)) =p' ~p'—p

sard o mon- sard zero. Se poi si suppone ‘m = 2, siccome

uno solo:sard il fattore IX#&k)’  .della (5) in cui entrano

~ congimntamente le due designate basi %, k, cosisard d=1,

e percid il ;prodotto stesso sara sempre una funzione alternata.
Supposto n = 171, .m =.17, si avra

n-2=2"+2%+2%42° m-2=a%2%+2'+2°% n-m=27+2%+2%2"',
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onde risultando p=4, p =4, p'=4, I espressione
P ~p'—p non sard zerg, ¢ percid il prodotto in questione
sard uypa funsiope simetrica. Ma per n = 171, m = 11,
siccome risnlter}. p=4, p'=23, p"=2, e parcid
pP'+p"—p = o, il prodotto stesso sara una funzione alternata;

- 107. Per m = 3 il prodotto (5) sard una funzione si-
metrica od alternata secondo che # sard pari o dispari. In
tal caso ip fatti l]a m—2a2 =1 dard p'=1, e supposto
@, B,7...+4, 4 una serie di numeri interi e decrescenti,
si avrd generalmente - '

n—a=a%+afalu gk

ove sara . pu  zero o diversa da zero sccdndo the n sara
dispari o pari. Ma essendo n—m = (n—3)—1 = (r—2)—2°

si avra n—m= 2%+l 2t mal 2o
Ma si ha a3 = AP e e et e 2t - 2°

il coi ppmero di termini € =, e pereid =o0 per x=o,
Sard donque p' =p—14+p, opde p'+p'—p=p
Dunque per » dispari, essendo p = o, il prodotto ()
sard una funzion alternata, ¢ per =» pari non essendo i
zero, sara una funzion simetrica. _

. 108. Nell’ipotesi i m == a2 in cui il predotto (b)) ¢
sempre ung funzion alternata, e ammesso che la proposta fun-
zione che si ridurrd 8 f(x, f) sia data da  sipBcosa, il
prodotto (4) nel casodi g=a, b,c, d, diverra

D{3)’@*] D} ()" @)} Di(d)*@F} D{(a* ®)#| Dj(d)* &)* | D} (@) ()}

ove eseguita operazione D e passando dai gruppi simbo-
lici agli effettivi risulterd la funzione alternata complessa

sin(b — a) sin(c— é) sin(d — a) sin(c = ) sis (d — b) sin(d — ¢),
4pp. Eff. 1846. 35
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Parimente supposto m =3, f(«, B, 7) = sinacosfBtangy
e 'g =a, b, ¢, d, essendo n numero pari = 4, il
prodotto (5) dovrd dare pel paragrafo precedente una fun-—
zione simetrica. Di fatto I'espressione (5) diverra in questa
ipotesi '
D@ ®)P ()"} Dj(@* @)@y } D} (@) @y} Dje) ) f @y}

Sviluppate le alternanti D e ridotti i gruppi simbolici in
effettivi ed introdotti i seni delle differenze, si riduce alla si-
metrica complessa ABCD, essendo

A = sin(a — b) tang ¢ + sin(c — d) tang b + sin(b — c) tanga ,
B = sin(a — b) tang d + sin(d — a) tang b —+ sin(b —d) tang a ,
C = siu(a—-c)?angd-a—sin(d-—a)tangc*sin(c—d)zanga ,
D = sin(b — c) tang d + sin(d — b) tang ¢ + sin(c — d) tang b.

109. Dalla dimostrazione data al § 106 risulta pure che se
le diverse alternanti date dai gruppi della serie (a) in vece
di combinarsi fra loro per via di prodotto come nella -(b)
si aggreghino per via di somme o di differenze, il risultato
non sard in generale né ‘una funzione simetrica, né una fan-
zione alternata rispetto alle n basi della serie g, giacché
Ialternazione fra due basi qualunque 7%, ¥ indurrd bensi
cambiamento di segno nelle alternanti provenienti dai gruppi
della prima delle serie (c), ma rimanendo invariate quelle
che provengono dalle altre tre, il risultato non potrd né ri-
manere invariato, né cambiar di segno conservando lo stesso
valore.

110. Il prodotto  D(g-z)¥*D(g-y)*"D(g-x)*".... D(g-a)* "
1 cui fattori sono le ~n  alternanti che ottengonsi dallo svi-
luppo della D(g)¥ a seconda di uno stesso indice =z, dietro
la formola (i) del § 73, sara una funzione simetrica od una
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alternata secondo che -~ - sard pari o dispari. Di fatto chia-
mato Q il prodotto in questione, il numero de’ fattori di, Q
in cui entreranno congiunte, due basi qualungue A,k sgard
n—a2a, giacché non possono comparire disgiunte che nei soli
due fattori (g — hY¥~*D(g — k)¥~*, il cui prodotto rimane
invariato coll’alternazione di %, £. Ma D’alternazione stessa
inducendo segno contrario agli altri n—a fattori, la Q
si ridurrd al termine (—1)7°Q, il quale essendo posi-
tivo per »n pari e negativo per » dxspan ne segue che
il proposto prodotto sard una funzione simetrica od "alternata
secondo che n sard pari o dispari. ' :
Considerato il prodotto Q .come un caso partxcolare del
prodotto () del § 106, cioé il caso in cui si faccia

m=n—1, nederiva n—m=2°, onde p' = 1.

Essendo in generale n—2 = 2%maB .o -o-a"-o-a’",

sl avra
m—a=(n—3)—2° = 2%+a2f ... Pl

sard dunque p' =p— 1+ % e si avrd come nel paragrafo

precedente p'--p"—p = u. Ne segue che Q sard una

funzione alternata o simetrica secondo che u sari o nom sard -
zero, ma il caso di x=o0 @& quelloin cui n sia dispari,

dunque sarA Q una fanzione simetrica od alternata secoado

che &z - sara pari o dispari come si & gid provato. '

~ 111. Oltre le gid esposte, altre combinazioni possono con-

cepirsi, i risultati delle quali siano fanzioni alternate ancor pid

complesse delle gid trattate, di modo che qualora esse venis-

sero originariamente proposte, meno manifesta comparisse la

genesi della loro formazione. Deriva di qui che per quanto

uniforme e determinata sia I’ operazione con cui si producapg. .-
funzioni simetriche od alternate, altrettanto complessa ed in-
determinata ¢ la questione inversa di risalire da una fan-
zion simetrica od alternata’ complessa alla sna generatrice.



196

Ci® iron ostante, contanque compleida possa essere uma fun-
zione proposta di tl specie, eveguiti su di essa gh opportund
sviluppi potrd sempre ridursi ad una fanziote alternata sem-
plice tutt’al pm della forma

o D(g¥: 4 D(g)h o= D(gskz - -

ove i diversi termini potranno essére alternanti complete od
incomplete o in parte complete ed in parte incomplete, come
si & avvertito ai §§ 100 € 104, € si potrd cosi risalire ai
primitivi gruppi fondamentali da cui coll'operazione D pud
intendersi generata.

Cosi in particolare la funzione alternata complessa

sin(b — a) sin(c = a) sin(c — §)

1a cui formazione & contemplata nel § 106 qualora sia svilup-
pata si riduce alla piu semplice delle forme superiormente
accennate. Giacché si trovera per gruppo fondamentale desi-
gnato indietro simbolicamente con (a)* (5)’ (¢)’ la funzione
1sin’acos’bsinac e percid sarh

sin(b~ 8)sin(c—u) sin(c~b) = D{ } sin*a‘cos*d sin ac} = § D} sin*a cos*b sin ac}
Risulterd cosi la. fumzione altermata proposta espressa sempli-
cemente per um’alternasdte completa, che ¢ il caso pit semplice.
Parimente se si sviluppa la funziene alternata comiplessa del
§ 108, il grappe fondamentale simbolico  (g)* = (a)* (8)’ ()" (d)*
ei troverd espresso dal .grappo -effettivo
(c:o.c3 (a)) (sin3b) (co.f”c;rin ) (sin*d cos d) = % Q‘ co._c’d sin’b cos ¢ :m acandsin nd*
e petcid '
{ ‘;vi;l(b—a) sin(c -a) sin(c - b) sin(d-a) sin(d-b) sin(d-c) =

= -}D{ca:’a sin®b-cos ¢ sinac sind sin ad }
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ove la funzione proposta ¢ espressa sotto la forma che i &
indicata sopra, ridotia pér qaesto caso particolare ad unma sola
alternante completa. Potrebbero. addursi esempi in cui si avreb-
bero piu alternanti aggregate fra loro composte di differenti
fanzioni fra'le stesse. -'# od n—~1 basi.

113. Per mostrare qualche applicazione dei risaltati ottenuti
ne’ precedenti paragraﬁ rispetto alle alternanti, supponiamo che
sia dato fra n mcogmte Xi; %a, X3.es.ZX, UN sistema
di n# equazioni non riducibili a zero pcl valor zero delle
incognite stesse. Si riterrd per le quantitd cogpite la denomi-
nazione di parametri del sistema. Comnnque i parametri siano
quantitd fisse e determinate o numeri fra loro indipendenti,
ovvero siano funzioni di quantith arbitrarie, potranno le date
n  equazioni rappresentarsi col sisterna nmbolxco

(@G @) @ +{a)* ()" — S@ =

O @+ (z:>‘-(b) e el G = O
: ©®

@@ B 0 @ e PP YO =

()" (% (2 (0 (2 O o) O+ (@ Q) = (2)F
o pr oompe-dionmnte ton ' '

((@@r) = ¢, 3(erey) = &F, @) =aF)
isevessnes E((p)'(z)') (pF eanes .2((:)'(&)') =@°)

ove il simbolo S indica la somma dei termini che na-
scono col sostituire alla. g wuna dopo Paltrale n lettere
a, b, co...hcpo.x, Y, 2 di cui essa comsta
ele n qluntnti (4 (Z,) <+« (G)" rappresentano le in-

cognite, e le altre espressioni tengon luogo dei parametri.
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* Si moltiplichi ciascuna equaszione della (S), . incominciando
dall’ultima progredendo verso la prima rispettivamente per -

(De—™. —Dg—yrt, +Dg—ayt o)
.......... ,':,’:,D(g-,-' ¥t icienseeet Dg—a -‘)

ove nel termine generale abbia luogo il <+ o il —. secondo
che il posto 7 della base p sard pari o dispari. Sommate
tutte queste equaznom e raccolti i coefficienti delle incognite
@", (Z;) (?;) L, s vedra che in forza della Gh
del § 74 ove pongansn per. k£, z tutte le lettere della serie
g—h, tati i coeﬂicxenn si annullano, ad eccezione di quello
dell’incognita genenca %" chein forza della (") del §73
si riduce a =+ D(g)t, ~ valendo il segno supenore od inferiore
secondo che il posto 7' della % nella seric g degl’in-
dici sard dispari. o pari. Il secondo membro in forza della
(B") del citato paragrafo si ndurri a D(g)7“", ove 7 equi-
vale alle serie ordinate - &, &;'c, d....h.... Y z, &
L’equazione risultante, portando il dopplo segno nel 2. membro
si ridarra a D(g)‘(&) =D’ ove avra luoge il segno
« o0il"— secondo che la ' riella' serie ‘8" degl' indici
occupa un posto «' dispari o pari. Si chiami g, ~cid che
diventa g quando si sostituisce & alla %, ossia si faccia
gi=a,b,c...t....y, z che si esprimerd con g(k =2{)
e si chiami g, cid che diventa: g, quando si. trasporta la
& all'estremitd a destra. SarA g, = y —hA. Il numero del
posto della & nella serie g essendo . ', il numero
* = ¢ d’alternazioni fra gl indici- per passare da ,(g)‘- a (g
sard dato § 66 da ¥='n"—1. Ma dal § 55 risulta
D(g)t: = :tD‘ (g):. ove vale,il + oil — secondo che
8 & pari o dispari, € percid secondo che 7' ~ sard dlsparl
o pari ed essendo D"(g)‘x = D(g)‘ v per cm ’

Dight+ = :I:D(g)‘- = :::D(g)’-"
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si avra ) o
Dig¥ (@) = D(gF*=¥ ©

113. Se un dato sistema di n equazioni i pone in vece
sotto la forma

2@ =", 2’0" = G2l =0 2@ =0 ()
in cui le n .incognite sono ora espresse da
@, ®%, ©%....®%....@"%,

ed i coefficienti sono rappresentati da altre serie di elementi,
siccome il sistema (S') ¢ I'invertito del sistema (S), I'e-
quazione risultante rispetto . al sistema (S') si otterrd coll’in-
vertire I’equazione (¢) del precedente paragrafo che ¢ la
risultante rispetto al sistema (S); essa sard data da

DF(®)° = D(gh =8)F - ()

Questa poteva anche direttamente ottenersi seguendo lo stesso
processo impiegato per ottenere la (¢) servendoci in questo
cago delle equazioni (¢'), (&), (B) dei §§ 74, 71 € 7a
in luogo delle (j'), (#"), (8") che ne sono le invertite.
114. Abbiansi due sistemi (H), (K) di =» equoazioni
lineari fra le n incognite (£)*, (&), (&) .... (&) pel
sistema (H) ele n incognite (a)f, (b)‘E Y (c)E cees @F
pel sistema (K). Siano rappresentati con (a)>, () ....(z);
1 secondi membri delle equazioni del sistema (H) e com -
@ &'.... (" quelli del sistema K. Se i coefficienti
delle incognite della 1.*, 2.*, 3."....n" linea orizzontale
del sistema (H) sono rispettivamente eguali ai coefficienti
della 1.*, 2., 3.°....n" linea verticale del sistema (X),
potrd il sistema (/) rappresentarsi col sistema (S), ed in
tal caso il sistema (K) verrd rappresentato dal sistema (S').

Si deduce allora dalle due precedenti equazioni (e), (¢'), in
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cui I'alternante D(gf ha un valore comune, che due in-
cognite omologhe &*, (h)e nei due sistemi staranno fra
loro come le alternanti invertite D(gf*=%, D(g(h 4) 8

115. Se nel sistema (S') si suppone che la serie g degll
indici che rappresentano in generale funzioni qualunque si
cambi in una serie di esponenti rispettivamente rappresen—
taida o, 1,2,3....(—1), ossia che, tolte le paren-
tesi alle basi che possono avere valors qudunqua, si stabiliscano

. fra gl'indici le seguenti eguaglianze

a=0, b=1, ¢c=2a, d=3....y=n—z, z2=n—1I

le quantiti cognite del sistema (S') cemeranno di essere
simboliche e saranno potenze intere delle basi @, b, ¢....y, z, &
Un’ incognita generica (b)c in un tal sistema sard data
dall’espressione effettiva ° :

G=a)E—8E—9--..&—72)
(k—a)(h—0)(h—C)<-..(h—2)

o =

ové manchera nel(n_umeratore il fatore ({—4%) e nel de-
nominatore il fattore (k— k). Di fatto pel § 95 si ha nel-
I’assunta 1potesn C v : o

(b—a) (c-a)(c~b)....(h~a) (h-b)(h~c) ... (h-g) (i- a) (i-b).... )

B ) 5B (=B A=)

e siceome la D(g(h = L)) . éla stema D) in cuisi
runpnzu labase & colla &, sard

(5-0) (6-) (c=Bere(63) (§-) (50 wng) (i-8) i -B).---
voe =) e 0 (2=a) (2= 8)eu s (2= 8).:. (z-2) (z-y)

Posti questi valori delle alternanti gell’equazions (¢') del
§ 113, tolti i fattori comuni al numeratore ed al denominatore

o

D(g(h—ﬁ) =
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nel valore dell’ incognita (h)‘. non resteranno che i fat-
tori che contengono la % nel denominatore e la & nel
numeratore, e si otterra

W = G D Cop=D ;=D (-0).... (r-1) (z-2)
(k=0)(h=B)....(h—g) G-B) (k=) (= R)..... (y—B) (z- )

Cambiati i segni ai fattori (i— ) *k—8....;z—Y nel
numeratore ed all’egual numero di fattori (i-k)(k-h)....(z-h)
nel denominatore, si ottiene per I'incognita I’ espressione in
questione. E da avvertirsi che quando si sostituisca ad %
un’altra lettera della serie g, per esempio la ¢ onde otte-
nere la relativa incognita (c)®, si dovra mel numeratore om-
mettere il fattore & —c, in quanto nel denommatore _non
pud esistere il fattore (c — c).

116. In un sistema di n equazioni lineari i parametri
che supporremo quantitd finite possono avere valori fissi e
determinati o possono essere funzioni di quantitd arbitrarie da
determinarsi. Nel 1.° caso si diranno parametri costanti, e nel
2.° parametri variabili. Se non esiste nel.sistema alcuna con-
dizione a cui i parametri possano essere assoggettati, ossia ri-
manendo i parametri affatto indipendenti, I’equazione (¢) ov-
vero la (¢') fornird un sistema unico di valori delle inco-
guite atte a soddisfare il proposto sistema d’equazioni. Ma se
esistono condizioni che vincolando I’ assoluta indipendenza dei
parametri ridacano a zero una delle alternanti che entrano
nella (¢) o mella (¢'), si dedurranno particolari conse-
guenze secondo che i parametri saranno 'costanti 06 variabili.
Chiameremo determinato quel sistema di # equazioni che ¢
soddisfatto da un sistema unico di valori finiti dellé : # in-
cognite ; indetcrminato se pud essére soddisfatto con pii di-un
sistema di valori delle incognite, ed incompatibile quandd non
puo essere soddisfatto con aloun sistema di valon ﬁnm dnlln
incognite stesse.

App. Eff. 1846. 26
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~117. Ne dexiva che cavato dalla () il valore dell’ inco-
guita generica dato da -

*h=¥)
(L’,)" D_(gl‘;__

. . Dig¥*
relativo al sistema (S), o dalla (¢') il valore dell’ incogpita
gqnena dato da

O}

Dig(h = L))
D(g)*

relanvo al sistema (S'), nmell’ipotesi dei parametn costanti
i sistemi (S) (S) saranno determinati se le incognite gene-
nche (&) , (h) si conservano finite e determinate per
tutti i valori di % compresi nella seric g; saranno in-
compatibili se le incognite stesse per qualche valore di %
8i presentano o 1mmedmtamente a dopo opportune riduzioni

1
sotto la forma - ,(6)-3 ‘saranno indeterminati se per ciascun va~-
- lore di k presentandosn Te- mcognite sotto la forma (-E) )

per nessun valore di r possano ridursi a quantitd finite od
mﬁmte, vale a dire se tutte le mcogmte nmangano assoluta-~
mente mdetermmate o

T sistemi (S), (S’) ‘a parametn varmbxh cesseranno in
generale dx essere mcomp;mbxh quando i possa disporre delle

ar'fntraue n modo che nessuna delle mcogmte assuma 1l va-
o

lore , ( } Se alcune presngposte condleqm annulleranno per
cisseun rvalore i k< # numeratore delle ‘(¢), (¢'), le ur-
bitrarie. dei ‘parametri saranno ‘vimcolate alla condizione di
dovere adempiere I equarione - D(g)¥ &= o, la quale sardh la
risultante: dalf’ eliminazione ' delle “incognite dal eistema (S)

o-dal sistema. (S'). Se all’incontro alcune presupposte con-
dizioni -asmullano. la  D(g)¥, i paramem allora saranno - vin-
colati dalla condizione D(gff*=%) = o rispetto al sistema

®F = )
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() o dalla D(g(k = §))f ='o rispetto al sistema (S},
le quali condizioni dovranno avverarsi per tutti i valori di
h della serie g.
‘118, Cosi in particolare ammesso che s annullino ~tutti ghi
elementi o parametri affetti dalla stessa base, per esempio dalla
base z onde abbiansi le condizioni -

@=@=@=-=F=@E"=0 @

si avrd pel § 85 D(g)® = o. "Il sistema (S) supposto ¥
parametri costanti sard incompatibile, e sapposto a parametrd
vanablh le ammesse condizioni mvolgeranno la condizione
(z) = o. In fatti equazione (¢) dard il sistema delle

incognite o
D (:—{) ty=®) . ' §(e=2)
&)= (g)(‘g)‘ » @)Y= D%)Zg)( ce '(;)' D(‘SD)(E)‘

Sviluppando i numeratori a seconda della bmse z ed intros
ducendo le condizioni (@), si ottiene :

g—2)f " ' (4 Ry =) &
(&)'=D—‘5—f)-:—‘f, @Y= ____D“ PETVES gy DB T

04

Nessuna condizione riducendo zero i 'numeraton nel caso dei
parametri costanti, i valori delle incognite si ridurranno ad
(-:—)) s e percid il sistema sarh incompatibile. L' incompatibilitd
del sistema (S) in questo caso é dovuta ‘soltanto all’ultima
equazione di cui esso & composto, giacché il 1.° membro & zero
per le condizioni (a), mentre il 2.° membro non & zero.
Se pertanto i parametri sono_variabili, una delle arbitrarie
sard legata alla condizione (z)c =0 ,' ed il sistema cesderi
di essere incompatibile. ° .

'Se nel caso de’ parametri costanti si sopprime l'nltuna equa-
zione col supporre la condizione ulteriore (z) =o, il
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ouovo sistema di nm—1 equazioni fra =z incogmite dark
fra le incognite stesse la relazione

(10 ()" 32 D= =1~ Dig=2f 7 D{g=2f 1o £ Dig— 2
M sistema di n—1 equazioni risulteri in tal caso inde-
terminato, giacché per la precedente relazione riuscendo le in-
oognitedetem:imninfunzione.dimﬁ'aeue,rimrri
quest’ ultima affatto arbitraria e vi sard un numero arbitrario
di sistemi di incogpite atti a soddisfare il sistema delle = — x
equazioni. Se oltre le condizioni (a) si stabiliscono altre
condizioni, per esempio

== =--=0=o"

il 2.° membro della (¢) ¢ annallato in forza di quest’ultima
condizione per tutti i valori di % della serie g. I valori
delle n incognite si presentano sotto la forma () Ma di-
vxdendonlnnmmtoreedmmatoredlcmcnm&mone
rispettivamente per

Dig—z2f~", D@g—=zF"?, Dg—zFf""....Dg—=zf"*

I indeterminato valore (g) delle incogite s ridnce a | %),
e percid il sistema é pure incompatibile. Ommesse qui parimente
le ultime due equazioni che contengono esse sole I’ incompati-
bilitd, e ridotto il sistema ad un numero n—32 dequa-
zioni, esso sard indeterminato in quanto tutte le incoguite
saranno date per due di esse che rimarranno affatto arbi-
mne.Losteuondxripernnmaggmrnumaodleondmom
di tale specie.

119. Se supponiamo ridotti a zero gli elementi affetti dallo
stesso indice, per es. dall’indice z, ponendo cioé

@)= === (y) =@ =o, (@)
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sarh pel § 85 D(gf = o. In tal caso il sistema- (S) a
parametri costanti sard incompatibile, ed a parametn variabiti
condurra all’ ulteriore relazione D(g)‘(’"' )= o0, laquale
potrd verificarsi o col porre le n relazioni

o colle n relazioni |
D(g-z)¥~" = D(g~y)~" = D(g-x)* " = R D(g_a)c'-'*__:o' §(cv)

ovvero con un numero qualunque m delle (c), o con un
numero n—m delle (¢c') scelte in modo che queste non
contengano le basi che entrano nelle .m .condizioni delle
(¢)- Di fatto i numeratori delle incognite (%), (&)"... (&) (4
desunti dall’ equaznone (¢) saranno rispettivamente dati dalle
quantitd

DEFD,  Dighrb.. D™, 'D‘g)“‘""’- .

Se ciascuna di queste alternanti, tranne la 1.; 8i svilﬁbpa colla

formola (i) del § 73 a seconda dello stesso indice z tatti
i termini degli sviluppi avranno per fattori alcuno degh ele-
menti (a), e percio tutte si ridurranno a zero. La 1.* al;ernan-
te non contenendo I'indice z, si ridurra alla quantitd finita

D(g)g(,.,z) D(g-z :—z(z)t_ D(g—y -'(y)"? wtD(g-a _,(a)z; '

che risulta dall aver sviluppata la  D(g)® a seconda dell’in-
dice z indi posto z=2{& Una delle incognite (£)* pre-

sentandosi sotto la forma (%) qualunque siano i valori delle

altre, si dovrd conchiudere essere incompatibile il sistema
quando esso sia a parametri coetanti. Ma se i pnmmetnsbno
variabili, I’ equazione DE)y*=% = o, che deve avverarsi
per la condizione stessa’ del-sistema, condurra,-dietro la for-
mola (d), alle condizioni enunciate nella- proposiziore.

@
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. 130. Se ia luogo delle condizioni (d) si fossero stabilite
le condizioni generiche

@@= === =@=  ®

essendo % un indice qualunque della serie g, i valori
delle incoguite si sarebbero presentati sotto le forme

= (%) v @Y= ,(9) @ = (1) N - (2) . @ = (E;.)

e risulterebbe ancora mcompatnbnle il sistema. L’ mcompanbxhti
in queoto cago risiede in una qualunque delle equazioni del dato
sistema in quanto una di esse non pud generalmente essere
verificata 'pei valori delle incognite somministrati dalle altre
n— 1 equazioni, vale a dire che il sistema di n equazioni
essendo in forza delle condizioni (k) fra sole n—1. in-
cognite, né essendo verificata la condizione D(g)‘“'"t’ = o,

una qualunque delle equazioni del sistema non pud essere
conseguenza delle altre.

Parimente se si supponessero le condizioni che risultano
dalle (k) col dare all'indice % un numero =m di
valori della serie g, scomparirebbe dal sistema un egual
numero m ' d'incognite. Il sistema di # equazioni fra un
numero n—m d’incognite sarebbe incompatibile non po-
tendo esser verificato con alcun sistema di valori determinati
delle incognite stesse. In tal caso la questione si riduce a sod-
djsfare- al sistema, se non completamente, almeno-il pii pros-
simamente possibile col cercare i valori delle n—m inco-
goite in ‘modo che i valon nsultantx dai 1! membn se non
egnaglnano qnelll dei 2., se ne discostino il menomo possibile.
La quistione in tal cas0' si cambia ‘nella ricerca dei valori pn‘1
probablll delle incognite ebe s ottengono col metodo dei mi-
nimi quadrati. oo

- Per un skro ésempio, se sono verificate, olcre le eondmm
(a) del precedente: paragrafo, anche le condizioni (a)
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§ 118, il sistema a parametri costanti -sard ancora imcompa-
tibile. Di fatto per le condizioni (a) del paragrafo prece-
dente la D(g)"("‘= ) osi riduce a zero per tutti i valori di
k, tranne per k =z, ossia la D(g)‘("’a’ non sard zero
per le sole condizioni accennate. Supposto che le ultenon con-
dizioni (a) del § 118 ¢’ introducano in tutti i termini della
D(g)‘("":’ dati dallo sviluppo (d) del precedente para-
grafo, il termine D(g— )“"(z) non ¢ annullato dalle
dette condizioni, giacché la (z) non é zero, né la
D(g—2z)f=" .pud esere zero, non contenendo z né nella -
serie delle basi, né in quella degl’indici. Una incognita per
lo meno comparendo della forma (é) sard avverato il sin-

tomo dell’ incompatibilitd del sistema.

Finalmente se oltre le condizioni (a) del paragrafo pre—
cedente i stabiliscono le condizioni ‘(c) dello stesso para-
grafo, si ha DY = o per le (a), e D(g)‘“"’z:’ =0
per le (¢) qualunque slasl il \alore di k della serie g

Tutte le incognite si presentano costantemente (g » né po-
tendo ridursi il valore (3) a quantith né finita, né infinita, il

sistema in tal caso ¢ indeterminato. Ommessa.in fatti I’ nltima
equazione del sistema (S) a parametri costanti che € avverata,
il sistema si ridace ad n—1 equazioni fra =#—1 inco-
gnite coi 2. membri zero. In tal caso »n—a incognite sa-
ranno date per un’altra qualunque che rimarrd affatto arbi-
traria. Siccome dietro cid si potrd verificare il sistema non
solo con un sistema di valori tutti zero delle incognite, ma
con un numero arbitrario di sistemi, quali risultano da valori
qualunque attribuiti all' incognita che rimane arbitraria, il si-
stema sard indeterminato.

- 1321, Se due basi qualanque 7%, p della serie g diven-
tano eguali fra loro, per cui abbiansi fra gli elementi le &
relazioni
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=), Y =Y, O =F . B = (),

il sistema sard incompatibile, a meno che non sna contempo-
raneamente .ver;ﬁcata la condizione (h) (p) Di fatto
la D(g)* per le ammesse ipotesi sard zero § 51, e ammettendo
per maggior semplicitd che le basi qualanque %, p si ri-
ducano alle due eatreme y, z, la D(g)“""g’—-iD(gY"‘ '
sviluppato il a. ° membro a seconda dell’indice & colla for-
mola ()] del § 73, dard

D(gf*=% = +{Dig~2F~*(2)° - Dig-y) " )* +-+- tD(g-a)"“(a)c}

ove avra luogo il <+ o il — innanzi alla parentesi secondo
che 4% nella serie g degl indici occupa un posto dupan
o pari. Tutte le alternanti

D(g— =t p(g_u)«~"-....1)<g.-b)'-". D(g —ay~*
saranno zero quando si fanno ;:guali fra loro le due basi vy, z
che entrano in ciascuna serie g—x, g—u.. g-—b, g—a
delle loro basi. Percid la precedente eguaglianza si ridurrd a
- D(g#*=® = | Dg—2f*0)* = Dig— ).
Se inoltre nell’alternante D(g—1y)¥~" si pone la base y
in lnogo della sua eguale z, essa diventa D(g—z)f~*,
onde si ha . o
Dert=% = + Dg—FH (=), .
Non divenendo zero questa espressione per alcun valore di
h, le diverse incognite si presenteranno sotto la forma (%)
Il sistema sard percid incompatibile e cessera di essere tale se
si stabilisce la relazione (z)t (y)c La forma (g) © che
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assumono in tal caso le incognite non essendo riducibile a
quantitd né finita, né infinita, il sistema sard indeterminato.
Cio in fatti risulta manifesto stante che I’ nltima equazione del
dato sistema divenendo identica colla penultima, il sistema é
ridotto ad un numero n—1 di equazioni fra up numero
n d incognite che sappiamo essere indeterminato.

123. Se due indici si suppongono eguali fra loro, per es
z = vy onde abbiano luogo le 5 relazioni

@& =@, 0 =0, @=@"..O)=0E, (@ =@y
il sistema (S) sard mcompaubnle a meno che non si sta-
bilisca Ia condizione D(g¥*=% = 0. Supposto in fatti che
&i» &, 83----8s Tappresentino cid che diventa la serie
degli indici g quando si sostitnisca rispettivamente alle
lettere z,y,x....5,a la &, le alternanti

D(g, D@, D(g)s....D(gl»

saranno i valori che assume la  D(gf*=%) pei valori di
h=z,y, x...b,a. Tutte lealternanti D(g)%, D(g)‘4 +D(g)~
diverranno zero quendo si fanno eguali fra loro i due indici
z, y che si trovano congiunti nelle serie g3, g4.... g
de’loro indici § 56. Ma le due alternanti  D(g)%, D(g)%
mantenendosi quantitd finite quando si famno eguali fra loro
gli anzidetti indici che entrano disgjunti nelle g,, g., men-
tre la D(gy si annnlla § 56, i valori delle incognite assu-
meranno la forma

@-() @= @) &= o=()

ed il sistema percid sard incompatibile. Ma se si pone z =y
nella serie g., si ha D(g)% = — D(g)f:. Posta dunque
- la semplice condizione D(g)f: = D(g)‘""'g’ = o0, tattele
incognite assumeranno la forma (g) .

dpp. Eff. 1846. 37
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Tale condizione essendo quella che riduce un’equazione del
sistema, per es. I'ultima, ad esserc uma conseguenza delle
altre, il sistema constera di #n—1 equazioni fra n inco-
gnite. Ma in forza delle fatte sapposizioni essendo tutti eguali
fra loro i coefficienti delle incognite (£)*, (%), si fonde-
ranno queste in una sola (§)’+(£)’ = Z. Comunque in
tal caso il sistema somministrando valori finiti per le n—1
incognite  (£)*, (&)'....(©)*, Z sarebbe rispetto a que-
sto determinato, pure rimanendo sempre arbitraria una delle
&), (&Y la cui somma costituisce la Z, il sistema sara
eﬂ'ettxvamcnte indeterminato. Se si vuole verificare I'equazione
D(gF®=" = 0 col numero n di relazioni

@ =0 =@ ==0f =@ =o,

il sistema in tal caso consterA di n equazionifrale n—1
incognite (1)*, (&)'.... (%), Z. Un tal sistema sara
bensi verificato con un solo sistema di valori tutti zero delle
n—1 incoguite stesse, ma la Z = ({)’+ () =0 Ia
scerd ancora indeterminata una delle duae incognite (%)*, (Z),
e percié anche in tal caso il sistema sard indeterminato ri-
spetto alle 7 incognite che si considerano. Le conseguenze
di questo e del precedente paragrafo possono facilmente esten-
dersi al caso in cui il numero di basi o d’indici che dxven—
gano eguali fra loro sia superiore a due.

123. Se fra i parametri del sistema (S) si stabiliscono le
relazioni (a), (b)) del § 9o, il sistema sard determinato od
incompatibile secondo che # sard pari o dispari; ed in que-
sto secondo caso. accié il sistema possa cessare di essere in-
compatibile dovranno inoltre avverarsi le # condizioni

D(gy*=%=o0, D(g)é‘y=&’=o , D(g)t*= 5= 0. Dy“=%=0 (m)
Di fatto i valori delle incognite  (5)*, (&), (§)%....©&", ©)"
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desunte dall’equazione (¢) . del-§ 177 avrapmo per ‘nume-
' ratori rispettivamente le alternantl

D(g)'(“'c’ p(g)s(y=t,') D(g)elmt,’) D(g)s“mt) D(g)s'“-ti)

Ma per "la formoia' ( ﬁ') del § 73 e per la relazloné
D(g)‘”’“ﬁf = -l-D(g)"‘“" del § 112 i 'avid " ‘;“
@) =0=« { D(g—z)‘_’(z)‘:-D(gay)""(y')z-r g_x)o-n x)‘: ¥ D('g—a)“"(a)z}
(@) =P= {D<g—z)H(z)‘—D(g-y)*’<y)¢-D<g-x)'-’(x)¢ +D<g«=)'-’<a>‘z

'(g)“"i;’;*{D(EfZ)’T’(ﬁ)g,rD(g—y)‘T’(y);+.D(6-“f“(x);,f",.7-‘1?(8:4)"’@‘:}

BT f : l'..,'i..v

SR, | - ; o
)(g)‘(" = Z)— + {D(E‘Z)J“(Z) D(g—y)““‘(y)z:-o-D(g-x)M(x); e D(g—a)“’.(a) 4 &
Suppongasl n dxspan Le altemann ' e

D(gv—z)‘ *, .D(g y)"" D(g-‘—x)“ .o -D(g—a -,
oL g ! e Y allnh an. TN BEPEE ;;’u
ﬁhe entrano rnspetuvamqnte pel nnmeraton ln quesuone PS-

lendo fra .un pumero pari di elemeqtl non: si-annullano § 9r
non ostante siano avverate le’ condxznom (a), (b) del s 90.
Qualunque slano pertanto i valon delle altre alt.ernantl ch?
eatrano net al menﬁm delle .(H‘),A i- valori delle _incognite

si presenteranno tutti sotto la formia - ( ) - ansuilldndosi 'in

essi il denominatpre comune D(g; ,, - ed il sistema . (S) sard
percxé mcompaubnle. Potrd esso ceosare di essere tale quando
vi- introducario le nuove relazioni - (m). --Ma per mostrare che
tali condizioni non possono ridufsi a forme p'iﬁ semplict, si dovra
provare che nessuna delle alternanti dei a. membn delle (H)
si riduce a zero per le ammesse ¢ondizioni. Di fatto consi-
derata la D(g —y)Y¥~*. :.della. a.* dellc (;H), |18 8k aﬂmet-
téssero: le ulteriori relazioni daté:da : SRR IR
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E=0Y. =0V @'=01-E'=t), (F=0Y, €

la. D(g—y)Y¥~" si cambierebbe in D(g—zf~*. Ma
questa non si annulla, come si é detto, per le sole condizioni
(@), (6) del § go; a piu forte ragione non potra annullarsi la
D(g—y)Y¥~", non avendo luogo le relazioni (c,) - le quali
limitano la generalita degli element (2)’, (2)*....(2)° che
eatrano in esta. Parimente la  D(g—x)*"" i cambia in
D(g—- z)‘" ~ quando si stabiliscano le relazioni

@'= @), @'=(), @ —(x) - =(x‘).. @ ==, ),

e come non si annulla per le (c,), non potra annullarsi a
pia forte ragione se le (c.) mnon si ammettano. Cosi la
D(g-u)®~* della stessa 1." equazioue si cambia in D(g-z)“",
ol vincolare i suoi elementi alle relazxom ‘ - '

@ =, =0 @F=@.. &= @.«9
e percid non potra essere zero colle sole condnzxom (a), (B)
del § 90: Cosi progredendo sino-all'ultima aiternante D(g-a)f —*
della stessa 1. equazione delle (H), si proverd che nes-
sana delle alternanti che entrano nel valore del numeratore

' )'c"-i@ sard ridotta a zero per le sole condizioni (a), (5)
del S 90- Comnderando ora le alternanti che entrano nel va-
lore o D=2 i osservera'che 1 D(g—y)*~? non
si annulla, M3 1a D(g—z)f~Y i cambia in * D(g —y)¥~?
oéllo stebilive de relaziomi. . . TN

OF =6 7= & 0 =@ =@, @)
la .D(g—-x)"" si cambm pure in- .D(g&-y)‘" colle
wiabilire le relagioni- - . . . , '

’U)t ’=) ‘(x)t ‘y')# (x)x . (y)-u ="(x)’t".‘":("")¢ = (x)-” (d;)

e vesl ‘dicasidelle altre, essendo manifesta Ia legge di queste
relazioni. Onde si conchiuderd che nessina delle alsernanti che
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entrano - nel valore di D(g)“"g’ si annulla. per le: sole
condizioni (a), (b)) del § go.

Ripetuto lo stesso discorso sulle alternanti che ccnnpongono i
restanti numeratori  D(g)* ("‘:’ D(g)““"'c’ , D(g)‘("‘z:’
si conchinderd che nessuna delle alternanti che entrano nei
2! membri delle (H) si annulla per le sole condizioni
(@), (6) del'§ go. Perché¢ dunque si annallino i numeratori
suddetti non esistono altre piti semplici relazioni Che queﬂe
date dalle equazioni (m). -

. Sia ora n pari. Negli sviluppi dei: nameratori: dnu dalle
(H) scompanranno rnopetnvamente le altemnnn v

D(g—z)‘-’ ' 'D(g y)" ) D@—x)"" D(g—a)‘-'

in' forza delle (@), (p) del § go, pet essereffra tn nutnero
ne1 dupan & elemenn, le altre alternanu Teyoow j’

DE=y¥™", Dlg— 5" 11 Dig— )~ ‘-.-D(g-a)‘"
Dig—="7, .l?(g, - ,er,)‘,", N .'D(g —uf. L /D(g.— q)"'

e e

. l’
,‘,,, o

D(g-:z)v" D(g Y b(g—-u)ﬂ*-‘ ' D(g ’ 6)5"”'

¢ o aTHn
constano - puc dz un ‘numeéra. dnpan dn elomentm Sviluppata
cisscuna di queste a sedonda di-.um indice oppbrtiinamente: scelve
come i ¢ fatta dei’primi mesnbri delle: . (&), le alternamti
di cui consteranno gli sviluppi saranno fra‘un: mumero.’ pasi
= n—2 di elementi. In ciagcuno di questi sviluppi entrerd
un’alternante, in cui la serie degl’indici sard eguale alla serie
delle basi, ossia un’alternante dela forma D(g,)%. Tali
alternanti non sarapno zero; nom ostantp ¢he sianogvverate.le
condizioni - (a),-(5), dal §.90. per esserp. pati, il ;spumero des
loro elementi § 9r. Si dimostrerd, quindi. he e altre altcraanti
dl cmcum svnlnppo nea sone Tt neguenda Jo stesho processo

A A [\ . g ¢ TN ) BN Sy e
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chenénmpetprovarechenonerano zero le alternamts
dei 2° membri delle (H), cosi, per esempio, P alternante
.D(g—y)"" svxlnppata per 'indice y dard -

D(s-&‘-Z)‘""’(z)’ Dg-y-sf~" 26y g
+D(g-ty- )""”’(u)’ e D(g y—a)“""’(a)’

ove ln D(g—y—zf""" che é della forma Dig): es-
sendo fra un numero pari di elementi non sard zero, non cstante
che in esea si' verifichino le conditioni (@), (b) del § go.
Ora si provera come. si é fatto per le (H) che ammesse
ulteriori relazioni, tutte le altre alternanti si riducono alla
prima, e non possono quindi essere zero per le sole condi-
zoni. (@), () del § go. Ne deriva pertanto che nel caso
di n pari risultando D(g)¥ .una quantith finita differente
da zero e tutti i numeratori delle incognite parimente quan-
tith fiite' differenti da zero, Ia (S) costituird un sistema
determinato. . _ )

124. Il sistema (S) in'cui siano avverate le relazioni date
al S 93 sari per n pari un sistema determinato, e pér n

b@—&v-‘—-—’

......

anche le ‘relazioni (m) del precedente paragrafo Di fatto se
nel valore dell’incégnita generica dato dall’ equazione (e) si
sottitniscono alle: basi della sevie.! g le rispettive basi dell2
#eric - G' - chelorosonoegdlh comeuéfaao nelle - (p)
Ms.gn,nmhz P o o

L pgein D(c')“"=¢’
AR ’%@f ==pey
Ma essendo m ﬁ numero de’rierttranti - del gmppo (G’),
sard: n—m: dispari o pari, seoondo che' n’ ' eard. paro-dispari,

ovvero dispari o paro-pari. Si avrd dunque (G ')¢'= = D(GY,
ove varrx il segnc  + ovvero it segmo’’ —, . secondo che n
sard dispari o paro-pari o secondo che n sard paro-dispari.

P!
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Siccome ID{G')¥*=% non & che la D(G')® in cui allini-
dice % si sostituisca la &,  si awrd pure

: DG r)g(h = ?;) = 4+ D(G)"‘ .=Z,')

valendo il + o il — a seconda degli accennati valon di
. D(G)‘““‘C’
D(CF
Se si svilappa il numeratore a seconda dell'indice & per
ciascun valore di % della serie g, si otterrd per risultato
cio' che diventano i secondi membri delle (#) quando alle
lettere piccole esprimenti le basi siansi sostituite le corrispon-
‘'denti lettere grandi. Si conchiuderd che per n dispan an-
nullandosi la D(G)‘ e non divenendo zero le - '

n, si avrﬁ quindi qualunque siasi #, o =

D(C — zy-’, D(G— YYY.... D(C— A"

i valori delle incognite si presenteranno tutti sotto la forma
((—!)) e percid il sistema sarid incompatibile. E siccome collo

stesso discorso si proverd che parimente le altre alternanti che
entrano negli sviluppi dei numeratori non si annullano, le piu
semplici relazioni che dovranno aver luogo accid possa ces-
sare I’ incompatibilitd del sistema saranno queHe che risultano -
dall’eguagliare a zero tutti gli anzidetti numeratori, o, cid che
torna lo stesso, tali relazioni saranno quelle date dalle (m)
del precedente paragrafo. Se n sard pari si annulleranno -
bensi le D(G—Zy~*....D(G— 4¥"*, ma s proverd

parimente che non si annullano le altre alternanti; e siccome
in tal caso la D(G)® non si annulla, si conchiuderd che il
sistema ¢ determinato.

125, Risulta dai due precedenti paragrafi che se nel si-
stema (S) si annullano tatti i coefficienti delle incognite
che si trovano sulla diagonale. che congiunge i termini.
@)’ (@), (2)°(%)", ed assumono valori opposti tatti quelli



@)=

@=-

(2 =%
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che trovamsi ad eguale distanza dall’una e dall’altra parte della
diagonale stessa, ovvero se si annullano tutti i coefficienti che
trovaasi sull’altra- diagonale condotta dal termine (a)*(()* al
termine  (2)°(£)*, ed assumono valori opposti i coefficienti
delle incognite che trovansi egualmente discosti dall’uma e
dall’'alra parte di questa diagonale, il sistema sard determi-
nato od incompatibile secondo che n sard pari o dispari,
né potrd cessare di essere imcompatibile se non ammettendo
le ulteriori relasioni date dalle (m) del § 123. Giova os-
servare che sussisteranno conseguenze analoghe qualora un dato
sistema di efjuazioni siasi ridotto alla forma (S') del § 113
ia Juogo di essere. ridotte alli forma (S) del § 11a.

126. Se un jireposto sistema di #: equazioni posto sotto
la forma (S) ¢ tale che insieme con esso sussiste il sistema
invertito '(S'), . le cui quantitd abbiano le stesse siguificazioni
di quelle che entrano in (S), dovranno essere adempite le

n* relazioni

'D (g"y)H ik - 2P LA (x)t = -D(E’x)‘b'

e . Dig-a¥™
—%W » O =D Dy =t Digy
D (g-z) D(g-y il _ D(g - x)" D(g-a)*™*

R alile - ol - e e
D(g = _o D) D Dig-o¥~
o SR e 2

il

e viceversa quando saranno adempite queste relazioni ),
il sistema proposto sard invertibile. Di fatto il sistema pro-
posto sard dato § 112 da

@ = @7, SEFE) = B ZEFGF = () 3 G = ()

e siccome deve per ipotesi sussistere anche il suo invertito, si avra

b



(g) @5 =®", E(g)‘(g)c —(&) () (g)* = (&Y E(g)' (g)g (z;)* (8"
Ma dall’ equazione (¢) del § 117 si ha

(a=) . =) D(2)¥=%)
=28, @ =2y = O @

onde posti questi valori nei secondi membri della (S, svi-
luppate le alternanti

D(g)g(:;;-{) . D(g)g(‘.:{) Ve D(g)‘"“’z)

a seconda dell'indice &, e paragonati i coefficienti delle
(a)?-I , '(b)‘: , '(c)‘: «e..(2)%, ciascuna delle equazioni (S')
fornird un numero n di relazioni fra gli elementi del pro-
posto sistema (S), e siccome é pure n il nomero delle
equazioni (S'), cosi si avranno n® relazioni quali vengo-
no date dalle (C).
Parimente se in un sistema proposto sono verificate le rela-
; zioni (C), il sistema sard invertibile, giacché se nell’ ultima
; delle equazioni (e)- si sviluppa il nameratore a seconda del-
Pindice & si ha

¥
!
t
'
b
i

_\8—% _A\8—3 z
& = 2 - 2 s DO

Ma avato rngnardo alla prima linea orizzontale delle relaznom
(C) si avra:

& = ('@ + G D+ @) @ oo (2)' (@) = Ecg)'cg)g

la quale é I'ultima delle equazioni (S'). Eseguiti gli svi-
luppi nei numeratori delle altre equazioni (¢), ed avuto ri-
guardo alle relazioni (C) che per ipotesi devono essere ve-
rificate, si otterranno tatte le altre equazioni delle (S'),
percid il sistema proposto sara invertibile.

4dpp. Eff. 1846. a8
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127. Sopposte avverate le relvioni (C), e pearad mver-
tibile il sistema, dovranno aver luogo le relazioni

2@ =@ =2 = =@ =1 (Q)
SP@ =@ = == =1 ©@"
ed essere verificate le n{n—1) equaziomi seguenti
2@ =@ @ =2@"@E =-=2@@ =0
@@ =3@'@ ==3@ @ =o
2@ @ = =2@E =o @

SErE=o

S (@ (b = Z(@f (cf =S(@f(@f =+ =Z@F(F=o
‘ SO (F =SEFEf =" =2FcF=0

S(Plaf =" = SEF(F =0 )

"S(yPEF=o

ove il simbolo = ha la solita significazione adottata indie-
tro, e la 2* delle (Q), (Z) indica la somma dei qua-
drati dei termini che nascono dallo sviluppo delle 2, e
le (Q), (Z'y sono le invertite delle (Q), (Z). Di fatto
se le equazioni della prima linea verticale delle (C) si
moltiplicano rispettivamente : per :

@, @, @@, @

indi si sommino: quelle della seconda linea verticale ‘si mol-
tiplicano rispettivamente per



2@ @)=
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R\ 0‘)’, or... ':(yyvv (Yy‘ _ .

e si som;ni?q : quelle dells terza’ rispettivamente per
@ @@, @

e si sommirio, e cosi di seguito, per cui quelle dell’uluma

linea vemeale verranno nspetuvamepte moltiplicate per

@', @, @ ....@", @
si vedrd che i primi membri; costituiranno. semme dei qua-
dratj di elementi, e che i secondi membri, avranno per de-
nominatore comane D(g)¥, e che la somma dei numeratori
sard lo svxluppo della stessa D(g)° a seconda della base 'z
per Ia prima somma, a seconda della base y ' per la seconda,
e cosi. di segnifo, per. cpi tatti i sacondi membxi si ridusranod
all’unitd e si otterranno le rclaémi; (Q))- Se.in. vecs ¢h
moltiplicano le equazioni della 1. * linea orizzontale delle (C)
rispettivamente per ‘ ' :

@ )y @ ... B, (@)
€ si sommigo: qudlodelh seeoldalinaormale m.petnn
vamente per o

@, @), @i (5)’ (’a)”
e si sommino, e cosi di seguito, osservando quindi che
le somme dei numerateri sone gli svilappi della. D(g)f a
seconda degl’indici =z, ¥, X....b, a. si otpcrranqp le
relazioni. (Q),

Parimente:s¢ le equazioni della, prima. linea onzzontale u.

maltiplicano. rispettivamente. pex . '

(z)y’ (y)’s (x), s (”),," Qﬂ)"

" e si sommano, si ottiene

T,L(g)?gb(g-Z)“(z)’ ~D(g-y )~ (y)¥+D(g-x)5 () e oose +D( g-a)“’(a)’;
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Ma il polinomio del 2. membro ¢ zero per la formola ($2]
del § 74 in cui siasi fatto & — Y> vale a dire il detto
linomio ¢ lo sviluppo della  D(g)* " a seconda dello stesso
indice z in cui siasi poscia fatto 2z — Y., che si ridace
a zero per essersi posti eguali fra loro due indici. Sara percié
2@’ @) = o. 4 , N S

Parimente moltiplicate le equazioni della 1.* linea orizzontale
rispettivamente per . S ' o :
), ' O, @*.... ®r, @
che sono i primi membri della terza linea orizzontale, ovvero
rispettivamente per B ‘

(z)u»" O, @*.... ®*, @"
che sono i primi membri della quarta linea orizzontale e cosi
di seguito sino a moltiplicare le stesse equazioni per

@ 0 @ . @

(z)a ’ ()’)" (x)“ s (b)‘ ’ (a)‘
che sono i primi membri della penultima ed ultima linea
orizzontale delle (C), sommate ed avato riguardo sempre
all’equazione citata (j), si avranno rispettivamente unite
alla prima ‘

2@ =2 @’ =2(@) @) == 2@ =2 @ =0
la quale é TI'ultima linea verticale delle (Z). '
~ Se ora si parte dalle equazioni della seconda linea orizzontale
moltiplicate rispettivamente pei primi membri delle equazioni
della 3°, 4*...., ultima linea orizzontale e cosi di seguito,
si ottengono tatte le relazioni (Z).

Per ottenere le relazioni (Z2') i dovranno considerare
le equazioni della prima linea verticale delle (C), molt-
plicarle rispettivamente pei primi membri della 2., 3.....,
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ultima linea verticale e sommarle, e cosi progredendo, avato

qui riguardo all’equazione (c) del § 74 in lnogo della (]),
si otterranno tutte le relazioni (Z').
128. Quangdo ik sistema ¢ .invertihile si avra fm le

BN o o A 4 P o A O
ele @5, 0F, (c)‘ (y)‘. @
la relazione G = 2‘(3)"-1 , ).

Di fatto partendé dalle equazioni (¢) del §: 1.;:6 snluppati
i numeratori dei secondi membri a seconda dell’ mdxce C',
fatti i quadrati e sommati, si avra ‘ .

(Der)y=er = 4
= { D(g-2F~"()5 - Dig-y)f~"(y)s+ Dig-2p~*(2)5 vt Dig-a)f @) |"
+ {- D(g- 2y ()" + D(g-y ¥ ()= - Dlg-x) =¥ ()" D(g-0YF ¥ ()" |
*t D(g-z),‘"(zr"-D@-—y)'-’(y)‘éb@;—x)‘-‘w‘-miD(g’ar-’(a)c f

-o: { +D(g-= ...(z)c‘; ¥D(g- )"";'(y)‘gi D(g- x "“(x)?':"" + D(g'-a)""'(a)‘: %z

Posti in laogo delle alternanti del 2.° membro i loro valori
dati dalle (C) del § 126, si otterrh '

TR = { @@+ GO+ @ @ e+ @@
- @5 YO - @@ e+ @@
+ { @@+ O+ @ @ @]

- { @@+ @+ @@+ @@



233
Eseguiti i quadrati ed: avato ngn-do alle relazion: (Q') e
(Z') det pvendente pazagrafo, si ottieme = (L) =-—2“(g)‘n

129. Se ai coefficienti del sistema - (S) snppostomanbnle
si sostituiéceno i- valeri dati dalle (C) del § 126, la forma
che il sistema asspme ¢ tale che si pod passare da una ad
altra linea orizzontale col far variare la base, e dall’una ad
altra linea verticale col far variare 1’ indige. Cosi,;se nella serie

~De T, D, LD Rl

che dopo I’accennata sostitnzione costituira 13 serie. dai  coef-
ficienti dell’ultima linea orizzontale letta da destra a sinistra,
si pone nell’espressione g —z delle basi la y in luogo
di z, si ottiene la penunltima linea orizzontale. Parimente
se nella serie de’coefficienti che costitnirad I’altima linea ver-
" ticale del sistema si. pone nell espressione: g —z  degh
indici Ia y in luogo di z, si ottiene la penultima linea
verticale, Vale lo . stesso. discorse rispette a tutte le akre
linee orizzontali e verticali. Queste forme particolari sono,
non altrimenti che le stabilite relazioni fra i parametri, ne-
cesearic eonseguenze dell’essere il sistema invertibile. Le
n(n— 1) relazioni date dalle (Z), (Z2') danno fra gli n*
pacametri. del sistema, un numera:. n@—1) ° di eséi in fun-
gione degli altri #. Quindi:gli 7 parametri rimasti acbi~
trarj si potranno supporre funzioni di altre =n  arbitrarie
@, B, y.... Supposta fatta la sostituzione di-queste fan-
zioni nei coefficienti del sistema (S) ridotto alla forma in
questione, dovendo conservarsi la proprieta di poter passare
da una ad altra linea orizzontale col far variare le basi e da
una ad altra linea verticale col far variare gl’indici destinati
a rappresentare fanzioni, il sistema (§) sard riducibile alla
forma
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x (G ’ .B ’ 7""-’)(&)“"&‘(“ ) B ) 7"")(&')6'"“*¢1‘(a'ﬂ'"ﬁ’." Yoo )\(&)".:a (a)c
tl (a' ’ ﬁ' ’ '7'“")(g).*¢3(“'v B" ' 7'“").(&:)‘"’"*%;(“’9 :p'r 7""' )(&)’ = (b)c

: _ . | ' ~ | (F)
12 @B Y G, B (s i 0 D L = (1)

in cai ¢r| "‘%, %o-ro ¢; .sarfeano = ~m’du“n.i"
nate di funzioni, e considerate le ..«, 3, vi..: - come ar-
bitrarie, le alure

(a', .B',' 7'...'.), .(“';', B, 7"....), s (a‘(""", B(”' " \ .'}‘”"'"...,)

dovranno essere. dipendenti dalle prime. .Trovate pertanto le
n forme ¢, Gs.... elerelazionidelle o, 8....a" ) Bleeee
colle «, f, y...., ossia trovati i coeﬂicxentx della prima
linea orizzontale e della 1.* linea verticale, gh altri risulteranno
come necessaria conseguenza della forma stessa delle (F).
130. Risulta pertanto dagli antecedenti paragrafi che. quando
il ‘sistema ¢ invertibile debbono aver luogo le generali rela-
zioni e proprietd sopra stabilite, e viceversa, avverate tali re-
lazioni e proprietd, il sistema ha la propriety di essere in-
vertibile , né perderd tale proprneth che nel caso in cui alcuna
delle stabilite relazioni cessi di avverarsi. Cosi le equazioni
che sussistono fra i coefficienti di un sistema che 43 ‘le rela-
zioni fra le cdordinate di un panto rispetto ad assi rettango-
lari e le coordinate dello stesso rispetto ad altri assi sia in
un piano, sia neflo spazio, e le proprieti che ‘sussistono in
questi casi, sono. comseguenze dell’invertibilitd 'del :sistema
stesso e derivao come ‘casi ‘particolari in ¢uni faociasi n== 3
ovwero n=3. Giova avvertire che soltanto “nel caso di
n =23 lerelazioni (Z), (Z') diventano in numero mi-
nore delle relazioni (Q), (Q') e che fra le quattro rela-
zioni date da queste ultime, una essendo conseguenza delle
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altre tre, i quattro parametri fisulteranno funzioni non gia di
due arbitrarie, ma di una sola. In questa.ipotesi in fatd il
sistema

@@ +@® =@, OO +®'® =@~,

ove le (%), (K) sono le coordinate rispetto ad un sistemna
di assi e le (a) )‘: quelle rispetto ad un altro siste-
ma coll'origine comune ed i coefficienti uppresenuno i soliti
coseni, si ridarra alla forma

¢@ @ + 0@ = @F, @O +6E)G =G>

analoga alli (F), ove « rappresenta angolo che l’use

della - (C)’ fa con quello della ()% essendo o =a— ;

¢, = cos , Q, =

Nel caso del sistema di tre equazioni contenenti le relazioni
fra le coordinate di un punto nello spazio rispetto a tre assi
ortogonali e le coordinate dello stesso riguardo ad aliri assi
coll’origine comune sard 7 = 3 e parimente sard 3 il
numero delle arbitrarie che rimarranno nel sistema. Il sistema
si ridurra della forma

0@, B, 7 ) + 0o, By 7 )G+ $sla, B, 7)(&)—«)‘
O, B, 7) Q) + ¢ul, B 7 )G + 0x(, B, 7))0)° = (B)5
0", B, 7) 0 + $ua”, B, G + ¢s(a", B, ) &) = @

analoga alla forma (F). ove chiamato 3 [Iangolo fatto dai
due piani delle (&)°, %' con (a)§ . (b)z; ed «,7 gl
angoli che I'intersezione degli anzidetti piani fa coll’ asse delle
©° edelle (a)° eara.

¢:(x, B, ¥) = sinacos 3 sin y + cos « cos ¥

Qa(x, B, 7) = sinacos Bcosy —cosasiny

¢3(x, B, y) = sinasinf:
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i tre #“PP‘ («, B’ i (“" ‘B': 7") ’ ~(a'"’ B", 7"') - es-
sendo ;dati rispettivamente da o

'@».ip,' ,,)», .‘(d*.’i,.:p,7), (_ ;3.....3,7).

131. Sia proposto un sistema di v equazioni fra ¥ in-
cognite (Z) , (&) y O della forma

=g g @ +2(g"g') @) - +2(s' NG = 2@‘5‘)

36" &) () +2<g‘e‘)(&) . *2@ & = Ew‘s‘)
: )

g 8) 0+ 3 g @ + o+ 3@ ) @ = 368

ove, supposto n>v, la g rappresenta la solita serie
delle n lettere a, b, c.c..t....x,y, z, edoveuna
qualunque 2 relativa a due lettere omologhe m,m. &
derivata dall’espressione generica

( a,nu ( a)u - (b)‘-l (b)nu - (cr' '(c).;.. csccee . o’
cese = () (D) teseee e )"""(y.)' -+ (2)™ (z)"

Un’incognita qualanque (£)” del sistema (M) sard data
dall’ espressione

DISE ) SE ) - S NI
DN 2 D]

in cui considerata la g come costante, il simbolo D in-

dica I’alternante sia rispetto alla serie delle » lettere espli-

cite a, b, c....z, sia rispetto alle omologhe ', ¥, ¢....7,

ed ove ad operazione .eseguita si dovrd nel ‘nnmeratoie so-

stituire Ia & alla p. =
App. Eff. 1846. 29

2@™g" =

@Y =
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Di fatto supposto che la serie  g*, g*....g che nei pa-
rametri del sistema (M) entra sotto le =, sia rignardata
come una seric di » basi che indichiamo ancora com
a,b,c....t, elediverse = si riguardino come espri-
menti funzioni di queste basi, il sistema (M) ¢ della forma

" Gu(@) (@) + Pa(@) (@) e e+ By(a) (B = P(a)
6. (8) (z;)'+<p,(b) @ e+ 0, (0) (B = 0()
6. (2) () +¢,m @ e 0y(2) (B = O(2),

le ¢., ¢a....0, essendo simboli di funzioni non al-
trimenti che nelle espressioni (m)*, (m)' . ... (m), gl'in-

dici sono destmau a rappresentar diverse fnnzlom della base
generica m. Se si adotta di rappresentare anche le
¢(a), ¢>(b) . <p(t) del 2! membri colle espressioni ana-
" loghe " (a)~, (b) (t) si vedrd manifesta la coinci-
denza del sistema proposto col sistema (S) del § 113 ove
la serie delle basi e degl'indici venga limitata alle sole »
lettere ‘a, b, c....z. Indicando con 7y una tal serie di
lettere, I'incoguita generica (§)° sard data dall’ espressione

| Doyr=%

@ = Doy (e)-

Ma il gmpi)o fondamentale (7)” rappresenta I'espressione

$1(a) 6a(b) Ps(c).-- O:(2) ,
percid
- - (7)7 —_ E(g" gc) z(gb gb) z(ge/gc) . z(gtf gt) ,
e qnmdi sostitnito un tal valore nella (e¢), si ottiene la
enunciata espressione  (p). Siccome poi I'alternante D
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nella (¢) puod dietro il § 56 riferirsi tantd alla serie dzlle
basi che a quella degl’indici, e siccome gI’indici esprimono
la variabilitA dovuta alla serie a', d'....7, cosi Dalter~
nante per gl’indicj nella (¢) sard equivaleate all’alternante
rispetto alla serie a', ¥, ¢'....¢ nell’espressione (p). Il
valore della (£)” potrd facilmente ottenersi dallo svilappo della
simbolica D(7)”, ~ottenuto il quale, si passera alla D(y)”? =0
indi si sostituiranno ai diversi elementi che ne nascono le loro
espressioni effettive date per le 2. Si potrd, se si vuole,
eseguire I'alternante immediatamente sull’ espressione effettiva
data dalla (p) sia rispetto alla serie @, b, c....¢, sia
rispetto alla a4, &, ¢'....¢, indi porre nell’espressione
del numeratore la & in luogo della p che rappresenta
una lettera qualanque delle serie a, 4, ¢c.... &

132. Quando nel sistema (S) si suppongono zero tutti
gli elementi affetti dagl’indici della_serie g incominciando
dalla (v~ 1)™ lettera sino alla n™=, il sistema di =
equazioni contiene soltanto un numero v <n d’ incognite.
Non potendosi dietro cid che si & detto al § 120 trovare un
sistema unico e finito d’incognite che completamente soddisfi
al sistema di n equazioni, si ha ricorso in tal caso al si-
stema pid probabile d’incognite che non soddisfacendo ad esso
completamente se ne discosti il menomo possibile. Una lieve
attenzione alla forma che assumono in tal caso le equazioni
dei minimi quadrati persuade tosto che le » equazioni da
cui dipende il sistema pit probabile delle » incognite che
si cercano possono ridursi alla forma

2 )G+ 2@ )G+ = 2(EEIE) = @ 8
e A + 3@ O + o+ SEHE = 3G M)
: (

SO+ SENEQ + o+ SENHQ = 2



228
ove g indicalxseriedelle n lettere a, b, c.tiwx,y, z
a cui é riferibile il simbolo =, ele (©)*, &' .... (&)
souno le » incognite da determinarsi. Ma il sistema (M)
del paragrafo precedente si cambia in questo (N) quande
si supponga, come caso particolare, che la serie «', 3'....s
sia identica colla serie a, b, ¢....% Ne deriva che I in-
cognita generics (L)Y che sarebbe fornita dal sistema (V)
eard data dalla svessa espressione (p) dell’antecedente para-
grafo in cui ad operazioni eseguite si levino -gli apici alle
«, ¥, ¢....f. II valore pertnto di un’incoguita ge-
merica (§)  del sistema pid probabile di valori che sod-
disfz sl proposto sistema (S) di » equazioni ridetto a
non contenere che un numero v <n d incognite sard dato
dall’espressione (p) ove eseguite le alternanti indicate, poste
P = & nei gruppi del numeratore, svilappatele = e sop-
pressi gli apici appostt alle a', 8....7, si sostitui-
scauo agl elementi cke il risaltato contiene i parametri del
proposto sistema.

133. Ritorniamo al caso generale in cui é data uma fan-
zione qualanque di un numero n di basi @, b, c....y, =
destmata a subire I'operazione D. Si ¢ veduto che tutte le
altre quantitd che possono entrare nella funzione erano da
considerarsi come costanti, dovendo occupsre sempre lo stesso
posto ne’ grappi risoltanti dalle » quamtith che si conside-
rano come variabili di posizione. Sapposgasi ora che la pro-
posta fanzione oltre il sistema a, b, ¢c....z contenga um
altro sistema di v basi o', ¥, d....7 eowve il numero
v sard in generale diverso da »n. Ritenato che g espri-
ma la prima serie, si rappresenti la seconda con A Unma
funzione qualunque dei due sistemi verra espressa con. flg, A)-
Si diranno indipendenti i due sistemi di basi &§» A (quando
le alternazioni da eseguirsi dovranno intendersi fatte o fra
le basi g o fra le basi A, ma non fra le basi di
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un sistema con quelle delf’altro. §’indichi- con D, f(g, 1)
Ialternante parziale della f(g, A), considerando la serie g
come variabile e costante A, e con D,f(g, ) [Dalter-
nante parziale della stessa funzione, censiderando in vece come:
costante la serie- g e variabile la serie A In luogo della
serie a', b, d,d, €, f'....f....5,y, 2 useremo
per comodo di scrittura la serie delle lettere greche ordinate
come segue a, S, 7,9, &, P.ecetoe 8, ¥, G, in-
tendendo che queste equivalgono alle precedenti. Si é veduto
che una qualunque funzione soggetta all’operazione D, ve-
niva rappresentata simbolicamente con

DY@ @) ....2y | = D)

in quanto era inutile di esprimere nella forma simbolica esph-
citamente le costanti non soggette all’alternazione. Nulla pero
impedisce che siano pur esse espresse col porre

@ N =@ @®... @@ BF... O = @,

avvertendo solo che pigliando della f(g, 2) Talternante
parziale D,, potrd sopprimersi il simbolo (3)*, ovvero se
esso vnolsi ritenere, dovrd considerarsi come una costante ap-
plicata al sistema di basi che si considera ed anche cavarsi
faori dal segno D,, non influendo per nulla alla formazione
dei gruppi nati dall’operazione D,. Si avra cioé

Difig. ) = D,f @ W} = & Dg¥ (@

Sviluppata la  D,(g)* ed applicato a ciascun gruppo il
termine costante (A), si passerd dai gruppi simbelici atte-
nuti ai groppi effettivi corrispondenti alla  f(g, 2), nella
stessa guisa che si € praticato nei precedenti paragrafi in cui
la stessa f(g, A) veniva rappresentata dal semplice simbolo
(g)*. Se supponiamo eseguita sulla  f(g, 2) Dalternante
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parziale D,, si avrd parimente

Diflg, » = D@ W} = @D . @)

Dai gruppi risultanti dal secondo membro di quest’ equazione
si passerebbe ai grappi effettivi quali verrebbero forniti dal-
Y eseguire l]a D) immediatamente sulla f(g, 1) nella stessa
guisa che si ¢ sopra indicato doversi operare relativamente
al sistema g. La somma o differenza, moltiplica o divisione
delle espressioni (a), (b) non forniscono in generale una fan-
zione alternata né rispetto alla serie g, né rispetto alla se-
rie A, giacché coll’alternar due basi qualunque m, z del
sistema g o due p, 7 corrispondenti ad m', ¢' del si-
stema 2 non si hanno nel risultato valori eguali e contrarj.
Ma se eseguita sulla f(g, A) [alternante parziale D,
si prenda dal risultato P’alternante parziale D,, cié che
sard indicato con D, D,f(g, A) o con D;f y ) e
che si chiamerd alternante duplicata, allora la forma simbolica
D, Dg{(g)‘ (A)"} o I’analoga D:g(g)‘(h)lz si presta a
rendere evidenti alcune proprietd dell’alternante duplicata in

134. L’alternante duplicata D, D, f(g, ) = D‘DA{ ®)° (x)"}
€ rappresentata simbolicamente pel prodotto delle alternanti par-
ziali D,(g)%, D,(W", sard cio¢ D,D,f(g, }) = Dy(g)*D,(»)",
purché eseguito il prodotto, i gruppi che nascono dalla mol-
tiplica si considerino non come prodotti, ma come successione
di elementi, ciascun de’quali gruppi sard la rappresentazione
simbolica del rispettivo gruppo nato dalla f(g, 2) colla
duplice operazione D. Da ciascun gruppo simbolico si passerd
all’effettivo coll’adottare per gruppo fondamentale I’ espressione

6 ) =@ W =@ ¢ . @@ 0,
ed il risultato sard il valore dell’ alternante duplicata
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D,D,f(g, »)- Di fatto se si considera nella f(g, 2) Ia
sola variabilitd della serie g, la stessa funzione sard rap-
presentata, come al solito, con (g)’. Se si considera la sola

, variabilitd delln serie A, sarh essa rappresentata da ™, e
la stessa fanzione, considerate come variabili entrambe le serie
g A, sard rappresentata da (g)*(A)*. Sviluppata la Dj,(g)*
ne’suoi gruppi a segni alternativi, si ponga

D,gf = @F — @)+ @Y= kG @
e parimente sviluppata la D, (A)*, si ponga

DWW =W =@+ =) )
Si avrd parimente
2§ @} = WD, @F = 0 (@ - W @) + (0 )= -+ £ WV (@)
’resa di questa espressione la D, , si avrd
DD, {(@¥()*}= D, [0 D@} = D, {0 (0 -0 @)+ () @) e £ () g - ¥}

”sla
D, D{@F W} = @FD,0* - @)Dy (0 + @F Dy () -+ v+ £ (g -1 Dy ()

Se in questa si sostituisce per D, () la sua espressione
data dalla (), si verrd a formare un quadro di gruppi sim-
bolici quale verrebbe formato dal prodotto delle due espres-
sioni (a), (§), cio¢ eguale a
((g)‘ - fg;)‘* (gz)‘—' ERRE = (g?._ x)‘) (()‘)1 - (Ax)l -~ (Aa)l e p.'_l )
Sara dunque
D, D} (¥} = D, (% D,(e)f

purché nel risultato che nasce dalla moltiplicazione i gruppi
risultanti non indichino prodotti, ma semplici successioni di
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elementi. - Tali giuppi saranmo la rappresentazione simbolica
de: groppi nati dall’ alternante - duplaoata eseguita sula fun-

one qualanque £(g; 2). .

13‘5 Ne 'risalta che in uaalumante «dnplicata i simboh
DD,  -posono senga jinconveniente aliernarsi in modo che
sia generalmente : .
D,\D,flg, » = D,D, f(g, 1),

e 8i vede che il risultato -comnne sard una funzione alternata
sia rispetto alla serie . g, sia rispetto alla serie A Di fatto
pel paragrafo antecedente si ha

D, Dyf(g, 3) = D; D, {g¥W* } = D,(' D, (g

Se si fosse inoltre incominciato a sviluppare la D, { @ } ,
indi si fosse presa dello sviluppo stesso la D, , si sarebbe
ottenuto '

‘DJDA{(S)‘(") } =.Dx(g)‘Dx(’ﬁ)lo

cioé¢ un’ espressione, il cui 3.° membro equivale al precedente
stante che I'ordine scambiato nella successione degli elementi
non ne altera il valore, dunque

D, D} @0} = D;D, { @ ('}
ossia per essere QMW =fg, )., sard
. | DyDf(g, » = D,Dyfig, ).

Considerando nel 1.° membro di questa la D,f(g, 3) come
una funzione delle variabili contenute nella serie 1, il 1.°
membro essendo un’alternante rispetto alla serie 2, il risul-
tato sard una funzione alternata rispetto alle variabili della serie
A Considerata parimente la D, f(g, ) che entra nel 2.°
membro come una funzione delle variabili contenute nella
serie g, essendo il 2.° membro stesso un’alternante rispetto
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alla g, il risultato sard una funzione alternata rispetto alle
variabili della serie g; dunque il risultato comune é una fan-
zione alternata sia rispetto alle variabili della serie g che
rispetto alle variabili della serie A. Giova avvertire che es-
sendo »n il numero. delle basi della serie ‘g e » - quello
delle basi della serie x, il numero dei gruppi componenti
lo sviluppo dell’alternante duplicata

DDy f(g, 2 = DD, { @'}
sarA dato da (1.3.3....m)(1.3.3....¥) _p,.p,, e nel
casodi n=1v da (p,.)’
136. Le proposizioni esposte indietro rispetto all' alternante
parziale, cioé all’alternante relativa ad un solo sistema alter-
nabile possono applicarsi alle alternanti duplicate

D,f(g, 3, DyD,fig, A).

In fatti considerata la D, f(g, ») = ¢(g) come una fun-
zione delle basi della serie g ovvero la  D,f(g, 3) =Y(3)
come una funzione delle basi della serie 2, la D, ¢(g) e
D, \(3) riguardate ‘come alternanti della forma solita .D(g)¥
godranno delle stesse proprietd che si sono dimostrate avve-
rarsi in questa. :
Alcune proposizioni dovranno apphcarsn con debite modi-
ficazioni alle alternanti duplicate incominciando dal modifi-
care opportunamente le proposizioni fondamentali che valgono
per le alternanti parziali. Cosi in particolare ritenuto in
un’ alternante duplicata come positivo il gruppo fondamentale
©@°*®*, un grappo qualunque (g,)‘(?«l,)Jt nello sviluppo
della  D,D, 3 ©° (A)"$ sard affetto dal segno -+ o
dal segno — secondo che r--p sara pari o dispari, in-
dicando r il numero delle alternazioni con cui si passa da
@° a (g)% e p quello con cuisi passa da (A) a (» ',)
Di fatto dietro il quadro che nasce dal prodotto D, (g)¢ D, (W
App. Eff. 1846. 3o
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come nel § 134 si concepisce facilmente che i gruppi par-
zali  (g)%, (Ap)l saranno positivi secondo che r ‘e p
saranno pari o dispari, percid il gruppo (g.)¢ (AP) ‘nato dal
prodotto, e considerato poscia come una successione di ele-
menti, sard affetto dal segno -+ se 7, p saranno entrambi
pari od entrambi dispari, cioé se r--p sard pari, e sard
affetto dal segno — se uno dei nameri r, p sard pari, e
I'altro dispari, vale a dire se r--p sara dispari. Ne deriva
che la regola del § 48 rispetto ai segni potrd qui parimente
applicarsi cousiderando i rientranti dei gruppi parziali che
entrano in ciascun gruppo nato dallo sviluppo dell’alternante
duplicata.

Parimente, siccome due alternanti parziali possono essere
eguali fra loro senza che siano eguali le funzioni come si &
detto al § 103, cioé quando la differenza delle funzioni stesse
¢ una funzione simetrica delle basi alternabili, la stessa conse-
guenza varrd a pid forte ragione rispetto ad un’alternante
duplicata. Ma per non dilungare soverchiamente questa trat-
tazione sard pil opportuno segnalare alcune proprietd che sono
speciali alle funzioni di due sistemi g, A, le quali si veri-
ficano quando si limiti la generalith della fanzione f(g, 2),
quindi dedurre alcune conseguenze rispetto a due sistemi di
equazioni come si é fatto indietro rispetto ad un sistema solo.

137. Supposto che la fanzione generica f(g, 2) sia de-
finita da

fg, » =Fif(a,a), £, B), fic, 7)....£(z, O}="F@g »

ove il numero n delle basi della serie g ¢ eguale al nu-
mero » di quelle della serie A, la f essendo una fun-
zione qualunque e la F una funzione simetrica delle n
funzioni f che essa contiene, si avrd in generale

D,Fg, ») = D, F(g,
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e il risultato comune, qualora non sia zero, sard una funzione al-
ternata sia rispetto alla serie g, sia rispetto alla seric 1. Di
fatto ¢’ immagini la serie de’gruppi nati dall’eseguire sulla
F(g, ») Doperazione D, e parimente la serie nata dall’ese-
guire sulla stessa F(g, ) I'operazione "D,. Ritenuto, come
nel § 133, che la serie

a«, By 7, 8, &, Gevnti E, ¥, &
rappresenti la serie di n basi '
» a, b, d, &, ¢, fl... .2, 5-', 2z

si chiameranno omologhe fra loro due basi che nelle serie
&) » occapano lo stesso posto, onde saranno omologhe fra
loro le basi nelle coppie :

(@, o, ¢,H.... (l_,.? cenn (5 ), (2,0
e si diranno quindi groppi fra loro omologhi due grappi elle

ottenute serie che non differiscono fra loro s¢ non per un
egnal numero d’alternazioni operate su basi omologhe per
passare dal gruppo fondamentale F(g, ) ai due gruppi in
discorso. 11 numero de’gruppi della D,F sard eguale al
numero de’grappi dela D, F per essere n = v.  Posta
la D,F sotto la forma simbolica D, {(a) (b) oo (2) z
ela D, F sotto la forma ng(a) (}3)4B (Z.’,) z sard
manifesto che alla prima serie di gruppi nello sviluppo di
D,F corrisponderd una serie di gruppi rispettivamente omo-
loghi nello svilappo di D, F. Ne deriva quindi che i
gruppi omologhi delle due serie saranno affetti dallo stesso
segno essendo eguale in entrambi il numero delle alterna-
zioni per passare dal fondamentale ad essi gruppi. Finalmente
i gruppi fra loro omologhi saranno anche fra loro eguali. Di
fatto supponiamo presi di mira dae gruppi omologhi, il 1.° nato
dall’ alternazione frale basi %, m, ed il 2.° dall’alternazione
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fra le omologhe basi 1, ;. 1l gruppo fondamentale F(g, »)
che contiene le funzioni - f(b, B)....f(m, p) conterra
dopo I alternazione f(m, B)....f(d, n). L’ alterna-
zione eseguita sulle basi omologhe S, x ridurra il fonda-
mentale a contenere f(b, p)....f(m, f) edi due gruppi
omologhi non differiranno se non per un’alternazione eseguita
fra le funzieni f(m, B)....f(b, x). Ma per essere la F
una funzione simetrica rispetto alle diverse f rimane inva-
riata per qualsivoglia numero d’alternazioni fra le f. I due
gruppi omologhi saranno dunque eguali. Ripetuto lo stesso
discorso su gruppi fra loro omologhi nati da piu alternazioni
fra le basi, si giungera ancora alla conclusione che tali gruppi
non differendo fra loro che per un corrispondente numero di
alternazioni operate sulle funzioni f, saranno fra loro eguali,
e per cid sard in generale D,F(g, ) = D, F(g, ). Inoltre
essendo il 1.° membro di quest’equazione un’alternante ri-
spetto alla serie g, ed il secondo un’alternante rispetto alla
serie A, il risultato comune, qualora non risulti zero, come
nel caso in cui la funzione simetrica F si riduce alla somma
delle diverse funzioni f, sara una funzione alternata sia
rispetto alla serie g, che rispetto alla serie A
138. Se la- f(g, ») ¢ definita in vece per

flg, = F|fa, )., {5, BVs, fc,Weurfiz, OV} (@)

ove F, f hanno le significazioni- gia dette ed i fattori
Ve, Vieeoenn V. sono funzioni simetriche delle basi
a, B, v....%& e funzion qualsivoglia di quella sola- base
che si ¢ segnata al piede delle 7, le quali non differiscono
fra loro se mon in quanto si passa da una all’altra collo
scambiare una coll’altra la base che ciascuna di esse con-
tiene, si avrd pure D,f(g, ») = D,flg, %), ed il ri-
sultato comune sard una funzione alternata sia rispetto alla
serie g, che rispetto alla serie A Cio rendesi manifesto
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dal riflettere che a questa forma, sebben pid complessa, pud
egunlmente applicarsi lo stesso discorso con cmi si ¢ dedotta
la proposizione analoga del precedente paragrafo.

Osserveremo che quando in una funzione f{(g, A). si.verifica
Iequazione D,f(g, A) = D,f(g, 2), - il risultato comune
pud presentarsi sotto la forma di alternante duplicata. Di fatto
presa dalla precedente equazione I'alternante D,, - si ha. -

D,D,f(g, ) = D(g; ) = D,D,f(g, A
Ma per essere § 101 Dyf(g, 2) = p..D,f(g,' N

i aved | Difg, N = ZD,D6
ed anchg v D, flg, ») = iD:Daf(g"'\)'

139. Suppongasi nella formola del § 137

Wsn

£(m, )= cp,(mwx(u)wa(mw.(uw +¢n(mwn(u)— 3 (%(m)%@) (a)

ove m, u rappresentino due qnaluuque basa omologhe delle
serie g, A, e riducasi la funzione simetrica F dello stes-
so paragrafo al prodotto delle diverse -f che mascono col
sostituire ad m, u tutte le coppie bmologhe delle serie
g, » in modo che abbiasi. . )

FE 0 =3 (gulertee) "’z'"(%(bw;(ﬂ))? T (COn®)  ©

Si avrad qualunque siano le fnnzaom <p \P della base che
contengono

D,f(g, ) =D, f(g, ) =Dy {$.(a)Ps(8) $s(c) - ¢n(z)}1>1§¢‘<«w,(r) “h®]

Ve
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Di fatto si rappresentino con indici diversi le diverse fun-
gioni ¢, ¢ della base che contengono, ritenendo per co-
modo le parentesi alle basi in luogo delle parentesi agl’indici
come lo richiederebbe il § 38, ossia si esprimano le fun-
zioni per elementi (a)*, (@)'...., ()%, (B)®.... nello
stesso modo che i coefficienti del sistema (S) farono rappre-
sentati con elementi di tale specie. La (a) diverra espressa da

£(m, 4) = (m)* (1) () () P () = ZmP()} (@)
ela (b) diverrd ’ v
1@ » =Z{@@|Z{eret}--- - Herort o)

Suppongasi effettuata su questa I’ operazione D rispetto alle
basi a, b, c....z Si concepiscano sviluppate le = che
entrano nei p, gruppi nati dal 2.° membro della (5), ed
effettuati in ciascan d’essi i prodotti che vi sono indicati. Ciascan
gruppo sara fatto di un polinomio di #" termini, e ciascan
termine consterd di un numero =n di fattori presi in qual-
sivoglia modo nel quadro di »* elementi dato da

@, @, @i, (@)
(3 ) R () ©®)
=)*, .(z)‘ s (@) eeeiians (2)
©)*°, ) @, ©cconenn. (c)

e di alro numero n  di fattori presi nell' analogo quadro
omologo

@, @, (a)’-.......(oc)‘:

G, @F, @ ...... (4
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Ma pel. §. 137 il risultato dev’essere un’alternante sia risp:tto
alle basi della serie g, sia rispetto a quelle della serie a.
Una tale condizione non potrebbe essere avverata se non in
quanto il risultato stesso coincida con quello c]:e sl otterrebbe
dall’alternante duplicata

D, D, {,(5,)’(") } = DcDxf(a)‘(b)'(c)‘. e ) (c:c)"‘(ﬁ)oB veos (L’,)z ;.

Inoltre pel § 134 questa equivale a = D, ¥ D), la
quale non sard pili un prodotto simbolico come nel citato pa-
ragrafo, ma diverrd un prodotto effettivo rappresentato da

D@ @' ... @} D @B .. .. (2;)‘? |
Si avrd pertanto o » :
D fig, M) = D{ (@' ®'.... "} D, @@ OF) @)

Se si ripongono in questa per gli elementi (a)*, (5)’....(a)%...
le fanzioni che esse rappresentano, la (§') si cambierd in
(), ela (¢'), avato riguardo che & D,f(g, 2)=D,f(g, %),
si cambiera nella ().

140. Se la precedente dimostrazione lasciasse qualche dub-
bio sulla veritd della relazione

D{Z(@f@'ZOF@*....2@* G = D,@* D, W
=D{@ ® ...} Df @ BFerrn .. @]
che scriveremo pilt semplicemente con

D{S(ate) @ Y).... 358" } = Dig)f D' (4)

ove l'alternante D del 1.° membro ¢ riferibile indifferente-
mente o alla serie g, o alla serie A, si pud egualmente
giungere a questo risultato procedendo direttamente come segae:

1°8ia (@+b+c+-+cc42)" = (N)' ove n indica
il numero delle lettere a, b, c....z. 11 coefficrente del
prodotto  (abc....z) = P .di tutte le n lettere mello
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sviluppo della .(N)* seara dato da  p, = 1.2.3....n; In
fatti - essendo ,

‘(N)".,=’(N—-z-a-z)" = (N—z)"-u-ﬁ(N—z)"""z-o-~---

il prodotto P non potrd essere contenuto che nell’ulteriore
svilappo di n(N—2)"~'z. Parimente il prodotto (abc....xy)
di n—1 lettere non potrd essere contenuto che nel se-
condo termine dello sviluppo di

(V=2 = (Nez-y4y)* "= (Nozy )" (1) (Wzy ) Py e
percio il prodotto P non potrd essere contenuto che nel
termine n(n — 1)zy (N —z—y)"~*  Per lo stesso modo
siccome il prodotto (abc....upx) di n—3 lettere nello
svilappo di (N —z—1y)"~" non potrd essere contenuto
che nel termine (B —23)(V—z—y—2x)"3x, cos il
prodotto - P non potra essere contenuto che nel termine

nn—1)(n—2)zyx (N—z—y—2)" "%
Cosi progredendo, risultera manifesto che il prodottd P non
potrd essere contenuto che nel termine
{n(n— )p—3)(r—3).... 4.3 }(zyx.... dc)(a =+ b)*
= (n(n —I)... .'4.3) (zy+...dc) (@ +2ab "),

onde risulta che il prodotto in questione comparird nello svi-
luppo della (V)* affetto dal coefficiente

nn—1)(r—23)....4.3.2 = 1.3.3....0 = pa-

Ne risulta che il termine della forma Aa"a'a’....d"d"a"

nello sviluppo di (a* —+ Pr ... a* +a’ +~a')*

sara- dato da 1.2.3....n(a‘a'a‘....a"a’a’).
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2.* Il numero de’termini che nello sviluppo del prodotto

Q= ((@)"+ @+ +@7) () + Bt (B )@ @ e ')

composto di 7 ' fatfori avrarno per basi la serie (g)()(c)....(2)
e per indici.la .serie’totale .delle a, b, c....z2  com
munque dnsposte ma_ senza ripetizione dl lettere, sarh dato
da " 1.3.3... "iz',ﬁ’ e l’aggregato di tall termini’ coinciderd
coll’ aggregato de’ gmppx che si ottengono dallo svxluppo della
simetrica Sg (@ @ )....¢2) } In fatti ‘supposto - ese-
guito il prodotto indicato da Q, i termini di tale specie di-
verranno tutti eguah fra loro quando si suppongano eguah fra
loro tutte le basi, quando sia'cioé b=c=d=rw=y=2z=0a.
1l risultato sara quel_lo_ che_ si otterrebbe dallo sviluppo di
((a)‘+ @'+ @)+ c-+())"; main tal caso il numero
dei termini egualia (a) (a)‘(a)‘- «es(a)". & dato da Pn
dunque anche nel primo caso il numero dei termini in que-
stione sarA = p,. Siccome nello sviluppo del prodotto Q
accadono tutte le possibili combinazioni che esistono fra gli
elementi che compongono ciascun fattore, cost I’aggregato det
termini in discorso dovra cmncxdeze con qnello che nasce
dallo sviluppo della simetrica § l(“) ®*. (z) } il cui
numero de’ gruppi ¢ appunto = pu.
3.° Supposto p,—1 = m, rappresentiamo con

G+G,+Gy+:+--+G, la somma dei diversi grappi
che nascono dallo sviluppo di  S(n) ordinaﬁ a seconda del
numero delle ahernaznom necessarie per passare dal gruppo
fondamentale (g)* = ad uno ‘qualunque di essi, e sia
H+H, 4 Hy -+ 'I{ r aggregato di tatti gh altri
gruppi ad indici npemu provemenu dallo sviluppo della
espressione’ Q, essendo g = n"— (ps-+1), sar& ‘

G*G]*Gz"'""*cn '
H-Q.HI...H,-............;-}]’
App. Eff. 1846. - - » . s 51
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Ghiﬂlﬂiﬂ_ﬁ'im)lﬂ'e . . 'A', Ag [ 'Aso onvo A‘

C‘ia che diventano le Ga Gll 'Gsl'-no G.
e . B, By B y

eié“che di’enm le H H{ ) "Hg;ou"o ;OGH’

quando si sosutmscono alle lettete a, b C..o.z tanto nelle
basi. che negl’ indici le corrispondenti omologhe @, ¥, .
che abbxam convenuto di .rappresentare colle lettere grecbe
o, ﬁ, 7‘,”‘,§‘

4.° Suppongasx ora che nel prodotxo 'Q e nel polmomio
(a) si sostitniscano agh elementi del quadro

S ARG AR R
@, @ G ® 0 (9)
S . . :
", ' (/i')".q, 2, l(z)‘ ...... . (2)*

1 rispettivi termini dél quadro S
@@, @@, @ ... e
or @, @@k, e erEt ©
i ’(z)'(&b“, (zf(&)ﬁ (z)‘ & - O
ll px;odotto Q dxven'i espresso da } ,
@ TP @ o) IO
che mdlcheremo con flg, ), ed xl pohnpm:o (a) diverra

espresso da
S HE"'HxEl*HaEa L] ',*H, E, =)

e, = @
(g’ (GA*GxAS* ........ -—i-G,.A-
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Siccome ciascuno dei fattori H, H,, H, ..l C, € Gyun.Ci
contiene tutte le basi della oene g mdnpendente da 2, e
ciascuno dei fattori =, E,, E.....B,3 A, A, N P
tutte le basi della serie A indipendente da ‘g, cof se
dellespressione  (d) si piglia Palternante D, o lalter-
nante D,, si avrd pei §§ 100, 133 '
<! o n ooy e \ N

HDH"";-uDH*“*r-’D H' ]
(e
AD;G+ A, DyGy+++++ 4+ Ay DG

Dgf(g, 2 =

. . HDAE"*HIDREt *“""'PHf:Dfo, .
.le(g, A) = g N

G DA‘A -+ G, D,‘ A';-hu.' L G,.DAA”;

Si consideri un. termine qualyaque, =; D, .H; - della (¢) ed
un termine generico H;D,=; della (f). Una qualunque
H; sard il prodotto di n * elementi aventi pet basi la‘serit
a, b, c....z, e per indici una successione di % lettere
prese nella sefié g, ove ne mancheranno alcune che saratmo
supplite dalla ripetizione di alcune altre. Dicasi lo. stesso di
una qualsivoglia =; rispetto alle n lettere omologhe della
serie A. Le D, H;, D,E; si potranno consideraré co-
me il risultato. di alternanti in cui siansi fatti due o piu indici
eguali fra loro, 0 come alternanti di funzmm simetriche rispetto
a due o pit basi, onde, sia pel § 56 che pel § 102 risulterd
per qualsivoglia valore della i D H; = D, E; =o. Le
©, (f) saranno cosi ridotte a T '

D,f(g; 3) = A D,G+A, D,G,+AsD; G.+-»-+A,..D Ca @
Dm, A) = GDL,A«"' G;D)LA;*G;DAA:H‘“‘“*G»,DA m (h)

Ma pel § 5441 ha. DG = 4 DG - ove vale il segno ~+
o il — secondo che il numero delle alternazioni per pas-
sare dal gruppo fondamentale ‘G al gruppo G' ‘¢ pari o
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dispari. Si avri dunque
D,G.=-D,C, D, G.=D, G DGs_-D G..D,Cpu=4D,C

:e aati panmeme
DA, =-D A, D, »=D)A, DAA3=-DAA....D A..,_-_l:D A
Le espressioni (g), (%), raccolto il fattore comune D,G,
D_AA, diverranno
D,f(g, ¥) = { A—Ai+Ai—Aymeeee iA.}D,G;
Dyf(g, ) = {6 —Ci+Ca—Cs+ -+ Ca| DA

Manella S{G}=¢C+GC+Cir- - +Ca,
e nella S{Al=AwA+rdiaeinA,
il simbolo S i cambia in D quando nei 3. membri i
segni -~ innanzi ai gruppi nati da un numero dispari di
alternazioni si cambino in —. Ter essere pertanto
GC-G,+G,-+ 3G =D,C e A-A+A,-ceitAn=DA
si avra ’ o
D,f(g, ) = D,AD,G, D,f(g, ») = D,GD,A.
Queste due espressioni contengono la formola (4) che era
da dimostrarsi. . ‘
Se nel prodotto indicato da Q si fossero impiegati gli
elementi invertiti, sostituiti nei quadri (), (c), essi avreb-
bero dato per risultato il valore invertito di Q, cioé

Q = 2 W*2'W. ... 2@ WP

Rappresentata questa espressione ancora con  f(g, A) e se=
guito lo stesso andamento, si sarebbe analogamente ottenute
Df(g; ») = D¥G)D*(A). Vale a dire che l'alternante di Q
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rispetto alla serie g ovvero alla serie A degl’indici egua-
glia il prodotto delle alternanti parziali rispetto agl’ indici. Ma
siccome ciascun’alternante parziale rispetto agl’ indici & eguale
all’analoga alternante parziale rispetto alle basi, cosi si dovra
conchiudere che I'alternante della Q sia rispetto alle basi
che agl'indici, tanto riguardo alla seriec g che alla serie 2
€ eguale al prodotto delle alternanti parziali sia rispetto alle
basi che rispetto agl’indici. Ommesse per compendio le pa-
rentesi alle basi, si avrd analogamente alla formola (4')
I’ espressione

D{3(g* ) 3@ ) 3¢ ). 36" 8) | = DF DY (B).

Se nel prodotto Q si fossero impiegati gli elementi inver-
titi dei quadri  (b), (c), lasciati perd invariati gli elementi
costituiti dalle lettere greche, si sarebbe ottenuto il valore

Q = S(@52%) S(BFP).... 3(525)

e chiamata parimente f(g, A) una tale espressione, seguendo lo
stesso andamento, si sarebbe ottenuto Df(g, 2) = D5G)D,(A),
e per le ragioni superiormente addotte si sarebbe ottenuta una
relazione analoga alla (B) espressa da

D{Z@ ) 3¢ ... 355 | = D(g¥ Dy (©.

141. Se nella formola (a) del § 139 si suppone che le
fanzioni ¢, ¥ si riducano a potenze omologhe delle basi,
ossia che la (@) diventi

fim, p) = m* p2+=mpBem g’ + .. e miut

e che inoltre alle serie a, b,c....z; «, B, yeeur &
degli esponenti si sostituiscano rispettivamente i numeri
0.1.2.3....—3, n—1, siavra

. I—m""
f(m, p) = !-o-mu-t-m’u’-'------.-m""m-':-l—:’—n—z—
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e la formola (4) del § 140 dard

1-a"" 1-0"8" 1-6"" 1=} orr s mes . :o - ;
D%I—aa I-bﬂ 1-cy eece I-ZC ; D{a Ceeee2 zDza 7....&.

ove nel 1,° membro la D ¢ I'alternante sia rispetto alla
serie a, b, c....z delle basi, sia rispetto alla serie
«, B....C. Rapprescntando con ¢(g, 2) il prodotio sotto
Ja D del 1.° membro ed avuto nguardo ai valori che as-
sumono le alternanti parziali del 2.° membro dietro il § 95
si otterra

Do, ¥ gg(b-—a)(c-a)(c--b)....(z—-a)(z-b)....(z—y)}
T U B (r—0) = By (G @) (G B e (G — )}

143. Nello stesso. modo che I espressione {P% del. § 96
rappresenta simbolicamente una qualsivoglia D(g)®, cosi il
2. membro di questa'tappresenterh stmbolicamente I'espres-
sione Df(g, »), ossia il 1.° membro della (4) quando
eseguiti i prodotti indicati ¢ completati i gruppl colla base
che manca affetta dall’esponente zero, si cambi la serie
O.1.3....n—1 degli esponenti nelle serie a, b, c....z,
ed «, B, 7....6 degl’'indici. -

Il processo generale che si é seguito quando le lettere a
cui sono elevate le basi si considerano come veri indici mostra
che nel caso particolare in cui tali indici si cambiano in
esponenti, deve avverarsi la proposizione che una funzione
intera ¢(g, A) fatta di due serie g, x di basi ed in cui
sia soddisfatta la eondizione D, ¢(g, 2) = D, ¢(g, A) sara
rappresentabile pel prodotto ‘ L

= D! D) = _-_tD'{a°b'c’:...z"""}D{a"ﬁ')’l’----&“;';

ove i diversi casi speciali della ¢ indicheranno quah dei
due segni <+ o — debba aver luogo.



347
143. Cosi in pomcohre 80 nella formola . (q) .:dcl § 138

si suppone , - \ " o

Vo= (p— ) (p=A (p=1)se 0 —0)
ove p ¢ unalettera qualsivoglia della serie g, e sia inoltre
fim, p) = oy

qualunque dclla serie g, A, e la simetrica F sia quella
data dal prodotto delle eopressnom che in essa entrano, si' avra

F{fca aw., £, B, fﬁc,r)Vn B2 FAY A W

_, () (a-ﬁ) (G-Z:) (b-“) (b-ﬁ) (b-&) (c-“) (C-ﬁ) (0-7—3) (z-a) (z-ﬁ) (z-5)
- . . .-b=B:. - e=Y. R zel,

ove m, p sono due lettere omologhe

= {(a—ﬁ)' (ﬁ-'r)..; (d"ﬁ)} {(H) (M):--(b-z)f {Kp-&) (céﬁs...(céﬁ);l..z z—aj (2- ,B)...(z—tl/)}

Qnesta espresslone che porremo eguale a q>(g, 2) & uma
funzione intera sia rispetto alla seric g che rispetto alla
serie A, e siccome ¢ soddisfatta dietro il citato paragrafo
Ia coudiznone D, (g, A) = D, q>(g, 2), cosi si avrd

. Dg, N = +D{a°b‘ € ueee z"“}D{aﬁﬁ‘y’....&""’}
=4 { (5-a) (c—a)(c—b)....(z-a) (z-b)....(z-jy); {(ﬁ— ) (r-«)(r- B)....(&-a)'(?;-ﬁ)....(ﬁ-\l/)}

_ 144 Procedendo direttamente alla’ ricerca del valore della
precedente espressione D ¢(g, ») come si ¢ fatto nel § 140,
si giunge all’ equazione o

Do(g, A) A 1)" Iy .D{a°b' c ""% {:fﬁ' R ",'}

che non comtiene pii alcuna ambngmt& di segno Di fatto
| nel valore R :

(g, 1) = (@)@ fa-L)} {e-0)6-0)- By} {(z«a)(z—.exz-n (=¥} @

-
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un fattore generico {(m—a) m—=B)(m—7)..c..(m—2) }
svilappato per le potenze di m sard della forma

Am*=' — Bm"*4C "-'3....j:Hmﬂ:Km (%)

ove i coeﬁicxenn delle potenze di m saranno funzioni note
delle sole lettere contenute nella serie A — #.  Posto .

A== —B=0—p)f, C= (=4, kK= a—p)*
e sostituita alla serie n—1, n—3, n—3....3, 1, ©
di esponenti numerici una serie di esponenti espressi in gene-
rale per le lettere a, b, c....x, y, 2z, siavrd dalla (a)
m‘-(A-p)a*m‘(A- n)-s_+ﬁ‘(k—p)7* ceerem’(A- ,u)z = Zmé(r -n.)’;

~ ove il segno = si riferisce soltanto agl’indici g, A, ri-
manendo costante A — u. Esprimendo analogamente con =
ciascuno dei fattori della (a) col cambiare le basi omologhe
generiche - m, p in quelle che loro corrispondono, si avra

08, ) = = af(A—a) SPR—B) SEA—7) ... T Ha—wt.

Presa di questa I'alternante D,, siccome sar) essa della for-
ma (4) ‘del § 140, cosi eseguito lo stesso processo ivi in-
dicato e non curandoci di cio che esprimono in questo caso le

A' Al' Aao.o.Am; E:, E:;, E;o.uoE”

si giungera ad un’equazione analoga alla (g) che espri-
meremo con
D;¢(g, ») = I DG

ove II esprime un aggregato di termini composti soltanto
di lettere appartenenti alla serie A. Sostituiti agli esponenti
generici a,b,c....x,y, z gli esponenti namerici che
essi rappresentano, sari

D,%(g, ») = HD{a""’.b""c"""....x’y'z°g,
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e per la solita relazione DG = +DC eard

Do, » = £MD{abe....22"} ©
valendoil + oil — secondo che il numero m delle
alternazioni per passare da a""'b"" y'z° a ab'ctzt
' n-1
sar pari o dispari. Ma sara m=- per n paried m= -
per n dispari. Avrd dunque luogo il == oil — secondo
per
n  dispari, o cid che € lo stesso avrd luogo il -+ o il

che sard pari o dispari la -E per n pau,ola

— secondo che r_z(_na;ll sard pari o dispari qualunque

siasi n. Si avrd dunque

D, » = (—1) s D{ab ... I @)-

Se ora nel 2.° membro della (a) si raccolgono tutti i fat-
tori binomj contenenti «, indi quelli contenenti £ e cosi
di seguito, la stessa (a) prende la forma

¥(g, 2) = §(b-0)(c-%) (d-&). (z-a)} {(a-B)(c-B) ....gz-ﬁ)}....g(a-&) (3-8)- (y-0)}

Essendo &~ il numero di fattori racchiusi fra le parentesi
{- . z ed n—1 il numero dei fattori binomj contenuti
in ciascuna, il numero totale dei fattori binomj sard n(n-1),
che per essere numero sempre pari permetterd il cambiamento
di segno a ciascun di essi, e si avra

#g, 3 = { (=) (@=0)u. (@-2)} { (B=a)(B- ) (B=2)}.on {(&—a)(?;-b).... G-}

Questa espressione essendo la stessa (a) in cui siansi scam-
biate le lettere della serie g con quelle della serie 2,
presane Palternante D, , si avra per risultato ci6 che di-
venta la (d) quando in essa si alterni la serie g colla
serie A, sara cioé

Ditg, ) = (=) T D{E@RY....E P (@),
App. Eff. 1846. 32
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ove la P ¢ cid che diventa II q-ndoalleleua-edelh
serie A si sostituiscono le omologhe della serie g Ma
siccome dev’ essere D,¢(g, ») = D, ¢(g, 2), cosi si
avzi dalle (d), (o) :

lID{a°b' ’....z"‘“} = PD{a°ﬁ'7’....Z§'"}.

Ma essendo ]I una fanzione delle sole «, B, 7....§
e l]a P un’analoga funzione delle sole a, b, c....z,
dovra essere

I = D{afﬁ'y’....&"'}, P = D*a"b'c'....z""}
percid da ciascuna delle due equazioni (d), (¢) risulterd
come si era enunciato
D(g, N =(—1) Dga%' ¢ DipP

149. Se nell’espressione

(a—a)(a-f)...(a~L) (b=} (5=L)...(5-L)...(z-a) (2-) ou(z-L)
| @D G-P =D G-NE-D)

del § 143 si pone il numeratore = ¥ ed il denominatore
= N, si é veduto essere

4’(5: A) =

D(%) = (- x)ﬁ?—nD{ a’b'c*...z2"~ ’} Dz 1 S A z (a)

Sia ora F una funzione simetrica rispetto alle basi della
seric g, € Q wuna funzione qualsivoglia delle stesse basi.
Nel prendere I'alternante D, del prodotto FQ, rimanen-

do invariatala F, si dovra essa considerare come costante, €
siavid D,FQ = FD,Q. Essendola 7 nella D(%)
una fungione simetrica sia rispetto alla serie g, sia rispetto

alla serie A, cosi sarh D(%) = VD(%)-. -e-percid la
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(@), sostitniti i valori delle due altérmanti parzelk ded a2.°
membro come nel § 141, si ridurra a

n(n- 1)

D(N) = (-1 * X

§(6-0) (0=0) (e=b) - (-0) (2-) (2Y.o. (24)} §(B= (-0 (y=Pc. (Bt (G- B
(@) @B) (@D G- ) BL) e ) (B o G-D) &P ez D)

Il numero n(r—r) dei fattori binomj del nameratore gna-
lunque siasi n essendo numero pari, si potra a ciascun
d’essi cambiare il segno. Ordinati quindi i fattori stessi
asecondadele a, b, c....2 e delfe ' «, £:...8,
e posto

(a=b) (a=Cc) (@=dY.n (@=2) (b~ C) (b=dYeun (B<2) s (@) (22} (y+2) = T
(5= =) (3= B BB B (B-E) oG] E-TUT) = ©,

si awrd |
SN L
D(N) - (— l) V o R

Se si chiama inoltre N', P', cid che diventano N, ¥

quando si cambino i segni ai rispettivi fatton binomj, sicco-
me sard

1 n 1 1 IRCLES |

L n I
l—v-=(—1) N’ —;;-=(—1) —V7=(—1) 7,—1‘
cosi si otterrd ancora

(i) = 052

L R

ed’ mche



25a

146. Siano dati fra le an ~ incognite
@, @, @) .. @), (@)
(@, @, )., @

- due sistemi di anr equazioni della forma

(@)*(z,)* =+ (oc)’e (2:) = (€)7(21)° = ovo = (a)‘:(,!)z —_ (“)K.
(ﬁ)“(z ,)‘-.- (ﬂ)ﬁ(z:)b dee (B)‘r(z‘)c PR ...(}3)5(2 l)' — (B)C . ©

O 0 @)+ Q@Y e+ ) = OF

@@+ OB+ @) e+ @O = @)
@@ GO @O @O = @) (g

(@) (@)% 4 (B (B) =+ ()} (1) ot v =+ ' (D) = (2)"

Il valore dell’incognita generica (u)™ eard dato in fanzione
el goli parametri dei due sistemi («), (a) dall’espressione
. : ,

W= B -

S S
D(g)® D)* .
essendo - - : '
I D(g-m)*~* DME=50,, D(g-m)E~Y D(A)"“"=5=> %
==
+ D(g-m)f~* D)€ =89 v 4 D(g-myF—* D) ==X

ove avrd lnogo il segno <+ o il — secondo che m, ov-
vero la base omologa 4 occupa un posto x dispari o
pari nella serie g o nella serie A contate da destra a si-
nistra. In fatdi il sistema (x) di per valore dell’incognita
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generica (z,)" I espressione ,
D(l))'q"‘:')
D)
Parimente il valore dell’incognita generica (u)” - desunto
dal sistema (a) sara

(m).

(=) =

- = G =2 ®-

Ma sviluppando D(g)* a seconda della base m, siha dalla
formola (b') del § 71

D(g)* = = | D(g—m)f~*(m)" — D(g—m)$~¥(m)’ ==k D(g—m) = (m)'}

ove avrd lnogo il + o il — nel secondo membro, secondo
che m nella serie g contata da destra a sinistra occupa
un posto dispari o pari, e percid

D(g(m = 2))f = £{D(g-m)* (&'~ D(g-m) ~¥(z. Y- + D(g-m)~*(z1)'}

Ma Iequazione generica (m) somministra per le diverse
incognite i seguenti valor:

. D(A)M&=c‘) _ -D(A)l(¢=§-) . D(A)R(E- b))}
() = oo ()= o (=) = Doy
i - D¢ =& . . Deyr@=%
............ . (z,? =F _1)(_,\_)’7_’ (z) = %- T ’
e percio
) (Dg-m)*—* DY = 5 Digmy D) 4=5 e
e D(")A( ceteecresanecaes +D(g-m)“‘D(A.)"“’§0

Sostituito questo valore nella (1), si ottiene I'enunciato va-
lore dell'incognita generica (x)™.
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147. Il valore di H del precedeste paragrafo verrk pii
compendiosamente espresso da H = D(A)“""‘g" in cui
il secondo membro & cid che diventa lo sviluppo di D)
quando alla serie 2 degl’indici sostituita la serie g vi si
ponga prima m =&, e poscia si sostituiscamo agli elementi
@ @ @ @
(ﬁ)" (ﬁ)" (B)"“”(B)z ]

(&):’ , @ @ @

le rispettive espressioni che esse rappresentano date dalle
(@) = @), (@' = S(BFad)....(0) = S(Fa’)

@ = 2@B), @ =32E)....(0" = 22

- . @
@ = 3@y, © =3¢L).... 0 = 30,

il valore dell’incognita generica (n)" essendo dato da

DOy==5) £
D(g) D) &y

Di fatto se i valori delle incognite (z,)*, (z:)'.... (2
dati dal sistema (a) _del paragrafo antecedente si pongono
nel sistema (z), e siansi disposti i termini a seconda delle
incognite  (®)”, (B)".... (W™....(Y)", si otterrd il sistema

3(afat) ORT>( aA) (B)tobeser = 3(f o) @ = ( a);,
3(“'3’:) (@) 4= ZFEB) (B)ft et oo SN Q) = B

W =

: ®
B L) (@t SN (Y1 oo BN O = (OO
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Siccome nei diversi coefficienti di questo sistema le serie
g, » sono da riguardarsi costanti, cosi si potrd supporre che
le diverse = siano espresse dalle relazioni (a) date sopra,
ed il sistema (5) assumerd la forma del sistema (z) del
precedente paragrafo, e diverr

@ @+ @ @+ @ O = @
B @+ @ @ oo B (O = B
® (@) o G B v o (B " = &
Percid il valore dell’incognita generica (y " eard dato dn

©)

o _ D=5
)" = —DoyF ().

Ma siccome sard D(A)f = D{ @ B O -ee. @ } , cosl
avuto riguardo alle espressioni (a), si avrd

D) = D{3(aa") 3(¥#8Y .. .. 35N } N

ed avuto riguardo alla formola (4') del § 140, si otterrd
D¢ = D(g)* D(A) e percid

D=5

W = W

Siccome un tal valore deve coincidere col valore della stessa
incognita generica gid ottenuto nel precedente paragrafo, cosi
la H sarh esprimibile con H = D()s™=4",

148. Siccome la simultanea esistenza dei due sistemi (a), («)
del § 146 equivale al sistema unico (b) ottenuto nel para-
grafo antecedente dall’ eliminazione delle incoguite

(), (@), @), @) (@),
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cosi se fosse dato un sistema di =» equazioui frale =
incognite Xy, Tz, H3eeoeoeXn della forma

Ax’['.“zxa*Asxs-q---..*A.x' - Pl

lel*B’x‘*Bsxs-i--son...B.x. - P’

(P

lel:.'ng;*Zaxs*""*z‘z. = P.

i cui coefficienti fossero decomponibili in tanti termini rap-
presentati dai 2. membri delle (@) del precedente paragra-
fo, il sistema (P) potrebbe concepirsi come il risultato della
eliminavione di n nuove incognite  (z)°, (2 ... (=)
dai due sistemi (@), (). Posti i 2. membri del sistema
(P) eguali ai 2/ membri del sistema (5) del citato paragrafo
e le incognite x,, Za....x. egualialle @™, (O™ ....(O),
il valore dell’incognita generica (u)" sarebbe dato o dalla
espressione  (E) del § 146, o dalla (E') del § 147. Se
la rappresentazione del sistema (P) per mezzo della simal-
tanea esistenza di due sistemi (@), (a) esige che i parame-
tri di questi assumano valori particolari onde essere atti a
fornire coll’ eliminazione delle » incognite sussidiarie il dato
sistema (P), tali condizioni limitando I'assolata indipendenza
dei parametri stessi possono indurre, per le incoguite che si
cercano, valori della forma %) ovvero (%) Ma in

forza della forma D(g)y D(»)* che assame il denominatore
dell’ incognita generica le contemplate forme di valori non
possono manifestarsi che nel caso in cai uno dei due fattori del
denominatore divenga zero, come accadrebbe per esempio
nei casi accennati ai §§ 81, 83, 85, 9o, 92.... Cid avverandosi
si potra o dalla considerazione dei valori delle incogpite for-
niti dai due separati sistemi (m), (1) del § 146 o dal valore
che assume la H del § 147 decidere a quale specie di
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sistema o determinato, o indeterminato, od incompatibile ap-
partenga il proposto, ed in quest’ultimo caso conoscere quali
condizioni possono essere ulteriormente stabilite onde cessi il
sistema di essere incompatibile.

.149. Per darne un semplicissimo esempio, assumasi I'equa-
zione che contiene la relazione fra i tre errori di uno stro-
mento de’ passaggi e I’ errore dell’ orologio. Se s’indica con
x, Derrore dell'orologio, x. Terrore in azimut dell’asse
di rotazione del cannocchiale, =x3 [Derrore di orizzontalita
dell’ asse stesso, =z, I'errore di collimazione, ¢ il tempo
all'orologio del passaggio al filo medio di una stella di de-
clinazione 3 e di ascension retta « in tempo, essendo I
la latitudine dell’ vsservatore, si ha, come ¢ noto, I’ equazione

cos 8 15 x, == sin(L—38) x, ~+cos(L — 8) x3 ++ x4, = 15(c — t)cos 3."

Supposto che le ¢, ¢, 3 con uno, due, tre apici rappre-
sentino le quantitd relative a tre altre stelle osservate, si avra
un sistema di quattro equazioni fra le quattro incognite
X, %2, %3, %4. Considerata la forma di tal sistema come
un caso particolare della forma (b) del § 147, csso potrd
concepirsi nato dall’ eliminazione di quattro nuove incognite
(z)% (z), (1) (2)' fra due sistemi (x), (a) ridotti-
ciascuno a quattro sole equazioni. Posto di fatto

=@, = @, w=0, %= O,
15(¢c —2z)cosd = (a)‘:' ,’ 15(' —¢' ) cosd' -...—- 03)&' .
5@ — ) cos & = MF' , 15" — £ cos 8" = o,

il sistema in discorso sard dato da |
‘ vcosS(xS(a)") ~+ cos S(sm L (}35"‘4- cos L (7)") y

~ sin 3(:1':1 L(y)" +~cos(x — L) (}3)") -+ (8)™
App. Eff. 1846. 33

= (a):'



féf( 16(@)" ) i cos d' (sin L(B)"* - ces Zry) § _ (B)t'
~+ sin 8 (sin L) ~ cos(x — L) (B ")+ ("

f:os 6”( 15(c)™ ) =+ cos 8" (sin LB + cos L(y)") % o
- ¢in 3" (sin L(y)" ous(x L) B")+ "

cos 3"5( xs(a)'? ) + cos 8"(sin Z(BY' + cos L)) % o
+ sin ¥(sin L(y)* + cos(r — L) (B)") + ()"

Un tal sisteria sarh il risultato dell’eliminazione delle quattro
ifcognite ' :

'(Z;)‘ ’ (z,j‘ y (@), (z,)‘

dai due sistemi (x), (a) del § 146 ridotto ciascuno a quat-
tro equazioni, i parametri del sistema (x) essondo dati da

(@)*=cos?, '(a)ﬁ =cosd, () = sind , (a)f =1

@f=cosd, Bf=cwd, @ =aind, @ =1

M =cosd", Ff =cosd', () = sin , @ =1 ®
()" == cos 8", (3)® = §05'3‘”, Y =sind", & =1
e quelli del sistema (a¢) da
@*'=15, @=o . @=o0 , (@=o
@)= o, f=snL .(b)" =cosL, (b)¥=o0
' ' (m)

©*= o, (c)=cos(z-L), (¢ =sinL, (c)‘=o
@'=o, @=o Lo@=0 , @=1

1l valore dell’incognita generic’é (®)* dato dalla (E) del
§ 146 contiene D(2)" nel denominatore. La i nel caso
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attnale rappreseiata noa qualunque delle hasi «, 8, 7,3, e
la D@ si riduce a D{(a)“ (ﬁ)-B(y)" (8)"}. In farza
delle relazioni (x) che hanno luogo accid il sistema unico
equivalga alla simultanea esistenza di due sistemi contenenti
quattro nuove incognite, i due indici «, 8 diventano eguali
fra loro, e percid pel § 56 si ha D) = o. Il denominatore
dell’ incognita che si cerca divenendo zera, si verifica il caso
in cui il sistema pud essere indeterminato od incompatibile.
Esaminando qnindi separatamente i due sistemi a cui si ridu-
cono i due (x), (@), si vede che il sistema dipepdente da
(«) cade per tale condizione nel caso contemplato al § 133
Siccome le due incogpite (3,)°, (z.)" si fondomo in una
sola incognita Z, ed inolre coi valori Z, (z), (2)°
cavati da tre equazioni del sistema non é adempita la quarta in
quanto il sistema proposto non eontiene relazioni esatte, ma
soltanto approssiinate, cosi il sistema (x) sard incompa-
tibile per essere le due incognite (z,)°, (z,)* della forma

(%) e le altre due della forma { g) Ma con tali valori il si-
stema (a) dard, per alcune slmepe dells incognite che oi
cercano, valori della forma (é) » e percid )] sistema pro-

posto non sard atto a fornire i valori delle incognite, cowe
¢ noto d’altronde. E questo uno dei casi in cni la separata
considerazione dei due sistemi componenti ¢ per s¢ sola atta
ad indicare a quale specie appartenga il sistema composto.
Ma possono avverarsi nci parametri tali condizioni per le
quali , anmullandosi il denomijnatore, sia neeessario di cono-
scere per cisscuna delle incognite il valore di FH, onde
decidere a quale specie appartenga il sistema propesto.
150. Se in luogo dei sistemi (x), (a) fossexo preposti i
loro invertiti che chiameremo («'), («'), I'incoguita generica
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(2.} di questi sistemi sari data dall'invertita defla (E)
del § 146 ossia dn

\

H’

| (=) = W ©
essendo
Hes Dg-2F~"D(x & = t)) +D(g-y)~" D(r (¢ =L)) 4
.............. e *D(g._a)‘-"D(A(a = l))l

valendoil + oil — come nel citato paragrafo. Inoltre sic-
come il sistema () si cambierd in un sistema (b') in-
vertito di  (b), ed il sistema (c) in un sistema (¢') in-
vertito di (c), cosi I'equazione (d) diverrd in questo caso

— A
(Z;)" — D(g(ﬂll)(;)h &) (')

essendo
D’ = D{z¢ )3y .3 AC)} i)

ove la D del 2.° membro sard I’alternante sia rispetto alla
serie esplicita a, b, c....z, sia alla esplicita «, B, 7....&
Ma per la (B) del § 140 D'alternante suddetta eqmvale
D(g)‘D(Jt)’t sarA danque

_ D@g(m = &)
Y = = DeF o
che ¢ I'invertita della (Z').

151. Se sia dato il sistema (¢) del § 146 ed in luogo
di (x) . il euo invertito ("), lasciate perd invariabili le
incognite (z,)*, (z:)'....(z:)°, D'equazione (E) del § 146
sard rimpiazzata dalla :

)

W = —2 ©
M= DF Doy
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© le equazioni (a), (@), (f) del § 147 dalle
(a)¢ = ‘2()‘““‘;):’ .(b)a = 2("”") veer @ = 2(a%z)
@F = 208, &F = 305,... @ = 2P (

@% = 305, ®F = 2658, ... = a5

. _ Digm = L) "
(W = =5 @
D) = D{Z("af) 3(P#). ... E(Acz‘)} "

ove la D del 2.° membro indica Palternante sia rispetto
alla serie esplicita «, £, y....& d indici, sia rispetto alla
serie esplicita a, b, c¢....z delle basi. E siccome per
la. (C) del § 140 il 2.° membro equivale parimente a
D@ D), cosi in luogo delle (E') del § 147 si avra la

D(g(m = &)
D(g) D3

152. Se alla serie degl’indici «, B, v....&, ¥, &, sia
dei 1.' che dei 2.! membri del sistema ("), ed alla serie
parimente d’indici a, b, c....x, y, z del 1.° mem-
bro del sistema (a2) si sostituisce la serie di esponenti
0,1,3....2—3,n~—1 e si faccia lo stesso nei sistemi
(@), (@), il denominatore nel valore dell’incognita gene-
rica (u)™ dato dalla (¢) verrd espresso come nel § 141
per prodotti di differenze delle basi ed il numeratore nella
somma di tanti prodotti di differenze nelle quali peré en-
trerd la base &,. L’espressione dell’ incognita stessa ridotta
alla somma di tante frazioni subirid in tal caso opportune
riduzioni in quanto che alcuni fattori saranno comuni al

W = @)




262
numeratorc ed al denominstore analogamente a cid che si
¢ mostrato accadere pel caso pit semplice del § 144.

Altri esempi potrebbero citarsi nei quali- il risultato puéd
facilmente ottenersi indipendentemente dal numero n delle
variabili segnendo gli esposti metodi; ma le accennate appli-
cazioni mostrano abbastanza come in casi analoghi si debba
procedere. -
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Osservazioni istituite sull’ Eclisse totale di Sole del 7 luglio 184a.

Prmupno dell’Eclisse

Osservatori.

Tempo
sidereo
a Milano.

Tempo medio

a
Milano.

Carlini
Stambucchi
Capelli
Buzzetti

Principio della totale
oscurazione

Carlini
Stambucchi
Capelli_
Buzzetti
Brupacher

Fine della totale
oscurazione

Carlini
Stambucchi
Capelli_
Buzzetti
Brupacher

Fine dell’Eclisse

5
-
” |
5

Carlini
Stambucchi

Capelli

Buzzetti

Brupacher

Brupacher

. n

o 23 31,8
33,4

33,2
33,2

1 18 35,2

48

35,0

e

1320...
50,3

50,0

2 20 31,6
g.’:,&

759

34,2

350

Med;.

h
17 20 5§'Is
38,4

.38.’2.
38,2

18 15 31,2
éi,g'
29
51:0

1817...
45’9

e o0

45,6

19 17 17,6

Tempo sidereo
a
Milano.

LI /]

o 23 33,15
1 18 35,43
1 20 50,15
2 20 34,50

Principio dell'Eclisse . . . . . .
Principio della totale oscuraznone
Fine della totale oscurazione .

Fine dell’eclisse. .. . ..... 19 17 20,
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